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第 一 章 引 论 


$1.1 引言 ; 非 平衡 统计 力学 中 三 种 不 同 层 次 的 描述 


输 运 理论 是 研究 输 运 过 程 的 数学 理论 . 输 运 过 程 是 当 大 量 粒 
子 (或 可 抽象 化 为 粒子 的 事物 , 如 街道 中 的 车 辆 ,城市 中 的 居民 ，, 如 
此 等 等 ) 在 空间 或 某 种 介质 中 运动 时 ， 由 于 各 粒子 位 置 、 动 量 和 其 
它 特征 量 的 变化 而 引起 的 各 种 有 关 物 理 量 随时 空 变化 的 过 程 . 例 
如 ， 输 运 理论 可 以 描述 中 子 在 核反应 堆 中 的 迁移 及 其 所 导致 的 动 
力学 变化 ; 可 以 描述 光子 如 何 从 太阳 发 射 和 如 何 穿 过 地 球 大 气 传 
播 到 地 面 的 辐射 输 运 ; 也 可 以 描述 气体 分 子 运 动 的 规律 及 其 所 引 
起 的 扩散 \ 粘 滞 性 与 热传导 等 输 运 现象 ;3 如 此 等 等 。 输 运 过 程 在 相 
当 广 泛 的 自然 现象 和 日 常生 活 中 发 生 ， 所 以 输 运 理论 已 成 为 物理 
及 工程 中 的 重要 工具 . | 

输 运 理论 的 基础 是 统计 力学 。 在 平衡 的 系统 中 , 粒子 的 输 运 
不 会 引起 系统 宏观 状态 的 变化 ， 因 此 输 运 理论 所 研究 的 问题 属于 
非 平衡 统计 力学 研究 的 范围 . 

我 们 知道 ， 热 力学 只 是 唯 象 地 讨论 宏观 基本 物理 量 之 间 的 关 
系 而 不 涉及 系统 的 微观 性 质 。 也 就 是 说 , 热力 学 可 以 回答 许多 宏 
观 现象 是 什么 样 ? 的 问题 ,但 是 不 从 微观 规律 出 发 来 解释 这 些 现 
象 为 什么 是 这 样 ?” . 因此 ,尽管 热力 学 是 一 门 应 用 十 分 广泛 的 科 
学 , 但 它 还 不 能 满足 对 自然 现象 深入 研究 的 需要 。 从 组 成 物质 的 
微观 粒子 (例如 分 子 ) 闻 相互 作用 的 规律 来 解释 这 些 物质 所 表现 的 
宏观 现象 ,这 正 是 统计 力学 的 任务 . 

统计 力学 的 内 容 可 以 分 成 两 部 分 ,一 部 分 研究 平衡 态 , 另 一 部 
分 研究 非 平衡 态 . 前 者 已 有 相当 成 熟 的 理论 , 其 基本 假设 是 系统 
处 于 每 一 可 到 达 笋 观 态 的 先 验 几率 相等 。 从 这 一 假设 出 发 , 许多 


系统 的 平衡 态 的 热力 学 规 秆 可 以 漂亮 地 从 组 成 系统 的 微观 粒子 间 
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的 相互 作用 导出 。 另 一 方面 , 研究 非 平衡 态 的 非 平衡 统计 力学 的 
方法 却 还 在 不 断 发 展 中 .除了 下 面 将 着 重 讨论 的 运动 论 方法 及 第 
六 章 中 将 简略 提 到 的 线性 响应 理论 方法 "3 外 , 还 有 近年 来 发 展 起 
来 的 闭路 Green 钮 数 方 法 31 以 及 Prigogine 等 对 于 开 才 的 非 线 
性 非 平衡 系统 提出 的 耗 散 结 构 理 论 方法 外 等 . 

运动 论 是 从 微观 动力 学 出 发 ， 通 过 单 粒子 分 布 函 效 米 过 论 系 
. 统 的 宏观 性 质 的 理论 . 我们 假定 微观 粒子 相互 作用 的 机 制 已 经 从 
实验 或 理论 计算 给 出 (如 作用 截面 或 几率 )， 由 此 出 发 建立 单 粒 子 
分 布 函数 所 满足 的 方程 , 即 运动 论 方程 ,然后 在 此 基础 上 研究 有 关 
的 物理 现象 。 这 样 的 方法 称 为 运动 论 方法 。 运动 论 方程 也 称 为 输 
运 方 程 。 由 此 可 见 ， 运 动 论 不 仅 包 括 如 何 建立 输 运 方程 和 这 方程 
的 基础 是 否 可 靠 等 问题 ， 也 包括 从 输 运 方程 出 发 对 各 种 物理 问题 
的 讨论 ， 

输 运 理论 在 承认 输 运 方程 的 基础 上， 讨论 输 运 方程 的 性 质 和 
求解 的 数学 方法 中 ， 因此, 输 运 理论 是 运动 论 的 一 部 分 , 而 运动 论 
是 非 平衡 统计 力学 的 一 种 重要 研究 方法 

分 子 运动 论 是 最 早 发 展 起 来 的 输 运 理论 。 早 在 1859 年 ,J 
C. Maxwell 就 在 前 人 工作 的 基础 上 研究 了 气体 中 分 子 速度 的 分 
布 。1868 年 后 的 十 余年 间 ，L，Boltzmann 发 展 了 分 子 磁 擅 理论 ， 
建立 了 可 以 导出 Maxwell 分 子 速度 分 布 定律 的 Boltzmann 方程 . 
1911 年 开始 ， Chapman 和 Enskog 把 Boltzmann 方程 应 用 于 气 
体 中 的 输 运 现象 。 这 些 工作 构成 了 经 典 的 分 子 运动 论 。 时 至 今 
日 ， 对 于 研究 航天 条 件 下 稀薄 气体 的 动力 学 及 聚合 物 深 液 中 大 分 
子 的 取向 等 现代 科学 技术 中 的 重要 问题 ， 分 子 运 动 论 仍然 是 重要 
的 基础 天 体 (特别 是 太阳 ) 中 辐射 输 运 的 研究 也 开始 得 很 
早 外 , 这 是 因为 天 体 物理 学 家 希望 通过 对 所 观测 到 的 天 体 辐 庙 的 
分 析 来 推断 天 体 的 结构 、 组 成 及 产生 辐射 能 源 的 反应 . 第 二 次 世 
界 大 战 以 后 , 由 于 核反应 堆 和 核武 器 设计 的 需要 ,中 子 输 运 理论 外 
得 到 了 很 大 的 重视 并 有 了 飞速 发 展 、 此 外 , 在 固体 热传导 和 电导 
方面 的 声 子 输 运 ， 在 气体 放电 和 可 控 热 核反应 装置 中 的 等 离子 体 
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以 及 宇 窑 线 簇 射 中 出 现 的 带电 粒子 输 运 ， 也 是 输 运 理论 研究 的 重 
要 方面 。 正 是 因为 输 运 理论 有 这 许多 重要 的 上 应用, 所 以 直到 今天 
还 吸引 着 不 少 物理 学 家 和 数学 家 对 它 进行 各 方面 的 深入 研究 .， 

按照 所 讨论 的 输 运 方程 对 于 分 布 函数 是 否 为 线性 ， 输 运 理论 
的 内 容 可 以 分 为 线性 输 运 理论 和 非 线性 输 运 理论 两 大 部 分 .线性 
理论 发 展 得 比较 成 熟 ， 它 的 方法 和 结论 对 于 非 线性 理论 也 有 参考 
价值 , 因此 本 书 中 首先 讨论 线性 输 运 理论 。 非 线性 理论 包括 的 内 
容 比 线性 理论 丰富 得 多 ,而 且 又 是 当前 十 分 活跃 的 理论 前 沿 之 一 ， 
已 有 的 输 运 理论 教材 中 对 这 部 分 的 讨论 都 比较 单薄 ， 本 书 将 试图 
弥补 这 一 缺陷 ,用 较 多 的 篇 幅 对 非 线 性 输 运 理论 加 以 讨论 (第 四 章 
至 第 七 章 ). 

本 章 将 从 非 平衡 统计 力学 的 一 般 原理 开始 讨论 。 已 经 说 过 ， 
运动 论 是 非 平衡 统计 力学 中 用 单 粒子 分 布 函 数 来 描述 系统 状态 的 
一 种 方式 . 事实 上 ,有 比 运 动 论 描述 更 为 详细 的 方式 , 即 微观 展 次 
的 描述 ; 也 有 比 运 动 论 描述 更 为 简化 的 方式 , 即 流体 动力 学 屡次 的 
描述 。 在 具体 应 用 中 选择 哪 一 层次 的 描述 , 主要 取决 于 所 研究 现 
象 的 类 型 .研究 流动 过 程 ,流体 动力 学 层次 就 足够 了 ;研究 中 子 在 
某 些 介质 中 的 迁移 或 光子 与 气体 的 散射 ， 就 要 用 运动 论 层 次 的 描 
述 ; 研究 超短波 长 的 高 频 行为 ， 例 如 非 弹性 中 子 散 射 或 激光 与 等 
离子 体 的 散射 时 ,就 可 能 要 用 微观 层次 的 描述 了 . 


$1.2 微观 层次 的 描述 


考虑 由 Y 个 粒子 所 组 成 的 系统 .如 果 这 是 一 个 经 典 系统 ， 那 
么 原则 上 人 允许 同时 确定 每 个 粒子 的 坐标 和 动量 ， 所 以 , 三 维 空间 
中 的 六 粒子 系统 需要 有 6N 个 变量 来 描述 ,其 中 3 个 变量 4、 
Ga "da3N 描述 每 个 粒子 的 坐标 ， 另外 3N 个 变量 PivPas* * ~、 Pay 
描述 每 个 粒子 的 动量 。 描 述 系统 某 一 时 刻 状态 的 6N 个 变量 {9,， 
pr},，(7 一 1，2,…，3N)， 可 以 看 成 某 6N 维 空间 中 某 个 点 的 坐 
标 。 我 们 称 这 个 6N 维 空间 为 (系统 的 ) 相 空间 ， 称 这 个 点 为 系统 
的 代表 点 , 它 代表 了 系统 在 该 时 刻 的 微观 态 。 随 着 时 间 的 推移 , 系 
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统 的 微观 态 发 生变 化 , 相应 地 在 6N 维 相 空 间 中 的 代表 点 发生 移 
动 ;形成 一 条 轨迹 。 我 们 用 Tw 表示 相 空 间 中 的 代表 点 : 

Ty {qspbrr = 1,2,***,3N); 
假定 系统 的 Hamilton 量 是 


H = H(Ty)., 
那么 ,代表 点 的 轨迹 将 由 运动 方程 ; 
;| 
r Bq.” 
7 一 “ .2.1 
5 1,2,..* ,3N, (1.2.1) 
&r 一 Op,” 


来 决定 。 这 里 圆 点 表示 对 时 间 的 微 商 . 

统计 力学 所 讨论 的 系统 是 由 大 量 粒 子 组 成 的 . 我们 事实 上 无 
法 弄 清 一 个 代表 点 的 轨迹 。 因 此 ，J. W. Gibbs 提出 了 系 综 的 概 
念 。 设 想 相 空间 中 有 一 群 代表 点 , 它们 代表 着 不 同 的 微观 态 。 引 
人 系 综 分 布 函数 p 一 p(Tyw，:)， 使 得 当代 表 点 总 数 为 时 ， 
.NplTw, 1)adT、 表示 上 时刻 在 相 空 间 Ty 点 附近 体积 元 4Tw 中 
的 代表 点 数 。 这 里 要 求 .人 充分 大 ， 否 则 p 就 没有 意义 。 此 外 ， 
dTw 既 要 足够 大 以 保证 其 中 有 相当 数 且 的 代表 点 ， 又 要 足够 小 以 
保证 其 中 代表 点 的 分 布 大 致 均匀 .这 样 的 体积 元 称 为 “物理 上 无 穷 
小 ”, 而 不 是 严格 数学 意义 上 的 无 穷 小 .由 p(Tw,:) 的 定义 马上 得 
出 归 一 化 条 件 : 


arveGrw = 1 (1.2.2) 
代表 点 在 相 空 间 运 动 时 , 既 不 消失 ,也 不 新 产生 。 因 此 ? 应 当 
满足 相 空 间 中 的 连续 性 方程 , 即 


Se + div (py) — 
其 中 div 是 系统 相 空 间 中 的 散 度 算 子 ,其 合意 如 下 : 
dv (ely) = 3 {2 od) + Bos) 


所 以 
8 /AO 8 
fe Seg + pp) 
5 5 (54 ap.? 


S 0g, Op 一 
下 下 r=l 1 四 | SE 
利用 (1.2.1) 式 可 以 证 明 


于 是 , (1.2.3) 式 左边 第 三 项 消失 ,结果 得 到 
0 (0 DE eh) (1.2.4) 
这 就 是 Liouville 方程 . 利用 (1.2.1) 式 及 Poisson 括号 
可 以 把 (1.2.4) 式 改写 成 
32 一 {H, oj (1.2.5) 
注意 到 p 一 p(Tw,t)， 可 以 看 出 (1.2.4) 式 左边 就 是 眼 随 代表 点 运 
动 时 所 观察 到 的 p 的 变化 率 。 将 这 个 变化 率 记 为 Dp/D:， 于 是 
Liouville 方程 也 可 以 写成 
Dp 
Di 
该 方程 说 明 , 跟随 代表 点 运动 时 所 观察 到 的 p 是 固定 不 变 的 。 换 
句 话说, 如 果 考 说 一 个 包含 代表 点 并 随 之 一 起 运动 的 小 体积 元 , 那 
么 这 小 体积 元 的 体积 是 不 随时 间 变 化 的 。 这 就 是 Liouville 方程 
所 表示 的 、 相 空间 体积 守恒 的 性 质 . 
通常 所 亩 给 定 了 系统 的 初 态 ， 并 不 意味 着 给 定 了 系统 的 微 
观 态 , 而 是 指 给 定 了 系统 的 宏观 态 。 这 一 个 宏观 态 常常 对 应 著 许 
多 微观 态 ， 它 们 的 代表 点 在 相 空 间 里 构成 一 个 子 空间 或 超 曲面. 
由 于 我 们 事实 上 无 法 知道 系统 究竟 处 于 哪 一 个 徽 观 态 ， 因 此 


ee 5 。 


= (0. (1.2.6) 


Gibbs 假定 代表 点 在 那个 了 空间 或 超 曲 面 上 每 一 处 的 几率 都 相 
等 。 这 就 是 先 给 几率 相等 假设 ， 已 经 说 过 , 这 是 平衡 态 统计 力学 
的 基本 假设 .但 在 讨论 非 平衡 态 时 ,只 有 这 一 个 假设 是 不 够 的 . 

非 平衡 统计 力学 讨论 系统 状态 的 时 间 演 变 , 它 由 Liouville 方 
程 决 定 。(1.2.4) 式 的 特征 方程 是 


dp, dg, 
yy = ,= 1,2,...,3N., 1.2.7 
ft 一 67 aH f 3 2 ( ) 
Og, op, 


它 恰好 就 是 运动 力 程 组 (1.2.1).。 所 以 Liouville 方程 与 系统 的 微 
观 运动 方程 组 是 等 价 的 。 但 是 通过 引进 系 综 分 布 函数 p，Liouville 
方程 已 把 一 群 代表 点 (或 一 个 系 综 ) 的 时 间 演 变 当 作 整 体 来 讨论 。_ 

引 人 Liouville 算 子 工 : 


Lp = :1{H,p}, (1.2.8) 
那么 Liouville 方程 又 可 以 写成 
OB 
a Lp, (1.2.9) 
可 以 写 出 它 的 形式 解 : 
p(Tn,t) 一 co(Tv0)， (1.2.10) 


我 们 对 一 个 动力 学 变量 (以 下 简称 物理 量 ) 4 的 测量 不 是 瞬时 
完成 的 。 测量 总 要 持续 一 段 时 间 ， 因 此 测量 的 结果 实际 上 是 时 间 
平均 值 : 


(4A)um — | dA(Tr(r + 7)), (1.2.11) 


其 中 了 是 测量 持续 时 间 。 系统 的 微观 态 变化 是 很 快 的 , 例如 气体 
中 分 子 以 很 高 的 速度 运动 ,分 子 之 间 十 分 频繁 地 发 生 碰 撞 , 都 使 系 
绕 的 微观 态 发 生 改 变 。 但 是 ,系统 的 宏观 态 ( 例 如 气体 的 体积 、 局 
域 温度 ,局 域 密度 等 等 ) 明 显 变化 所 需要 的 时 间 却 比 微观 态 变化 所 
需 的 时 间 长 得 多 . 《1.2.11) 式 中 所 取 的 时 间 间 卫 工 在 微观 意义 上 
很 长 , 而 在 宏观 意义 上 却 是 极 短 暂 的 。 只 要 了 的 大 小 属于 这 一 范 
国 ,，《4 G2)》wm 实际 上 就 与 无 关 ， 加 (1.2.11) 式 中 取 时 间 平 均 之 


后 , 抹 去 了 系统 微观 态 剧 烈 变化 所 造成 的 物理 量 的 快速 涨 落 ,但 仍 
保留 了 宏观 态 的 较 慢 变化 所 对 应 的 物理 量 随时 间 的 演变 . 

然而 ,(1.2.11) 式 并 未 真正 解决 如 何 计算 物理 量 测量 的 结果 这 
一 问题 ,因为 我 们 无 法 计算 代表 点 Tw 的 轨道 ，Gibbs 又 假定 : 一 
系统 状态 的 时 间 平 均 《4 (7) ww 就 等 于 系 综 平 均 《4 (2)): 


《A(2)) = |aTweCTwys ATH) 一 44(CODO7am (1.2.12) 
将 形式 解 (1.2.10) 代 人 (1.2.12) 式 ,可 以 求 得 
《4(z))》 2 | dTw[le p(Tw,0)1A(Ty), 


利用 算 子 工 的 定义 (1.2.8) 进 行 分 部 积分 之 后 ,上 式 可 以 化 为 


(4D)) = |aTwe(Tw,0) ACTys), (1.2.12') 

其 中 . 

il A(Twst) = eriA(Tw). (1.2.13) 
显然 ，4(Tw,!) 满足 的 方程 是 

说 —iLA= {4,H}, (1.2.14) 


它 与 Liouville 方程 只 差 一 个 符号 ， 

Gibbs 关于 时 间 平 均等 于 系 综 平 均 的 假定 并 不 是 明显 成 立 
”的 ,因此 ,这 一 假定 引起 了 许多 讨论 。 本 书 不 拟 讨论 这 一 假设 成 立 
的 根据 , 而 是 简单 地 承认 这 一 假定 。 这 里 只 是 指出 , 对 于 平衡 态 ， 
物理 量 的 测量 值 不 再 随时 间 改 变 ， 因 此 了 也 可 以 任意 长 ; 与 此 同 
时 ,p 也 不 随时 间 改 变 。 这 时 ,(1.2.12) 式 可 以 改写 成 


arwe(Tw) ACTN) — lim 1 | deA(TNC). (12.15) 


这 个 式 子 的 右边 是 时 间 平 均 , 也 就 是 物理 量 4 的 测量 值 ;左边 是 系 
综 平 均 , 也 就 是 按照 先 验 等 几率 假设 计算 出 的 物理 量 4 的 平均 秆 . 
因此 (1.2.15) 式 就 是 平衡 态 绕 计 力学 中 的 先 验 等 几率 假设 . 由 此 
可 见 ，Gibbs 关于 系 综 平 均等 于 时 间 平 均 的 假设 是 统计 力学 的 最 
基本 假设 . 全 部 统计 力学 ,不 论 所 研究 的 是 平衡 态 还 是 非 平 衡 态 ， 
»。7 。 


都 建立 在 这 一 假设 的 基础 之 上 ， 

以 上 讨论 的 是 经 典 条 统 。 如 果 是 一 个 量子 力学 系统 ,那么 讨 
论 的 方法 应 有 所 改变 ， 

假定 此 量子 力学 系统 的 Hamilton 算 子 为 户 ,其 所 处 的 微观 
态 gG) 满足 Schrodinger 方程 

访 号 CD 一 让 0， 

式 中 开 二 h/2x, 有 一 6.62620 X 10-27 尔格 秒 是 Planck 常数 . 
现在 考虑 由 .人 个 这 样 的 系统 (它们 有 相同 的 Hamilton 算 子 , 但 
并 不 一 定 处 于 同样 的 微观 态 ) 所 组 成 的 一 个 系 综 。 设 它 的 第 个 
系统 处 于 微观 态 J*(z)。Schridinger 方程 可 写成 


访 5 PWC) Ay'®(z), 及 1525 ee A (1.2.16) 


取 一 组 不 依赖 时 间 的 完备 正 交 归 一 化 基底 函数 {qs:4 二 1,2,:…， 
00}, 可 以 把 归 一 化 了 的 波 函 数 re(z) 展开 为 


$0 = 5 Pp (1.2.17) 
其 中 
toCD = [p00)dr, (1.2.18) 


这 里 dr 表示 3 义 维 坐标 空间 中 的 体积 元 .将 (1.2.18) 式 对 时 间 求 
导 , 并 利用 (1.2.16) 式 ,可 以 得 到 


LE ZI(t) 一 3 Hma (2), (1.2.19) 
式 中 
H,n 一 | 9p# 应 p udr。 (1.2.20) 


显然 ，|a%(o| 是 第 个 系统 在 时 刻 : 处 于 9。 态 的 几率 。 根据 
PLC) 及 pn 的 归 一 化 条 件 ， 有 


3 la P= 1, a (1.2.21) 


定义 密度 算 子 5(z)， 其 矩阵 元 为 
pmnlt) 一 二 袜 a a (. (1.2.22) 


pmr(t) 表示 从 系 综 里 随机 地 取出 一 个 系统 时 ， 它 在 上 时 刻 处 于 
pa 态 的 几率 。， 由 (1.2.21) 式 及 (1.2.22) 式 容易 知道 


Tré(z) 三 > pnn(t) 一 上 (1.2.23) 


将 (1.2.22) 式 对 时 间 求 导 ， 用 (1.2.19) 式 及 其 复 共 斩 代 人 ， 再 用 
(1.2.22) 式 , 可 以 得 到 


ad 
纺 一 malt) 
a 


> [Hpin(#) 一 pm(t)His], (1.2.24) 
其 中 用 了 关系 H% 一 His。 定 义 量 子 Poisson 括号 : 
{A,0} = [fp 一 的 ]， z (1.2.25) 
可 以 把 (1.2.24) 式 写成 
LA 一 {A, oC0)}. (1.2.26) 


这 就 是 量子 力学 中 的 Liouville 方程 , 它 与 (1.2.5) 式 类 似 。 设 方程 
(1.2.26) 的 解 可 以 写成 

BG) = A()6(0) BO), 
代 人 (1.2.26) 式 后 可 见 , 只 要 


dar 户 


dBG) = A 
at BA, 
(1.2.26) 式 就 能 满足 。 由 此 得 到 


有 
这 样 , 方 程 (1.2.26) 的 解 可 写成 


BH) 一 。 全 500) 二 (1.2.27) 
将 (1.2.27) 式 逐次 对 + 求 导 ,可 以 求 得 
0 ~ =- {DB,60)}, 
Se — {A, SE — {A, 1A, 200)}), 
SE {fA, (A, BO 
最 后 一 式 右 边 的 下 标 + 表示 共有 n 重 Poisson 括号 .于 是 


p00 — D1 Le 


on! di” 


由 把 
YY 一 0 


-2 - {A, {FD,. " “,{B, 6(0)}...}},,(1.2.28) 


ET 
与 经 典 描述 相 类 似 ,我 们 也 可 以 引入 量子 力学 的 Liouville 算 

子 也, 它 由 下 式 定 义 : 

F802) = i{ PB,60)}. (1.2.29) 
注意 上 与 普通 的 算 子 不 同 ， 它 是 作用 在 算 子 上 的 算 子 ， 容易 看 
出 亏 是 线性 算 子 : 

(cia 十 apa) 一 mb, + wbp,. 

但 应 注意 ,一 般 

F816) < (£6)8. 
利用 (1.2.29) 式 ,可 以 把 Liouville 方程 (1.2.26) 写 成 


2 (1.2.30) 
az 
它 的 形式 解 为 
Bl2) 一 cx6(00)， (1.2.31) 
如 果 定 义 以 
frtip = (fg), n= E25 (1.2.29’) 


作 另 宁 XX(1.2.29) 的 补充 , 则 形式 解 (1.2.31) 的 含意 是 
PO = DC a : 2(0) 


nx 二 0 


一 2 Ca £8(0) 


-部 一 {A,- [应 ,600)) 


和 (1.2.28) 式 相符 . i 在 定义 (1.2.29) 及 (1.2.29') 条 件 下 , 形 
式 解 (1.2.27) 和 (1.2.31) 式 等 价 ， 

现在 来 讨论 物理 量 4 的 测量 值 《4(z))wm。 按照 Gibbs 假 
设 , 4 的 时 间 平 均 就 等 于 其 系 综 平 均 , 即 


_1~ Ey 
0 ae*C) 4 (dr 
利用 (1.2.17) 式 及 其 复 共 罗 , 可 以 把 上 式 写 成 
ES 三 oor(z)o 史 CD)4oo |， (1.2.32) 


NN rim 
其 中 
Aom = | ps Apndr. (1.2.33) 
注意 到 (1.2.22) 式 ,就 得 出 
CA) = >)， pmrlt)Asn — Tr[pCe)A]. (1.2.34) 
如 果 原 来 的 波 函数 0(z) 没有 归 一 化 ,那么 上 式 就 应 当 换 成 
_ Tr[p(0)4] 
A (1.2.35) 


”利用 (1.2.27) 式 及 关系 Tr(48) 一 Tr(B4)， 可 以 看 出 


Tré(t) = Trf(0) 
及 
Tr[60)4] = Tr{AG)8(0)], 


其 中 
A 一 ce eh. 
因此 4(:) 仍然 满足 与 经 典 力学 情况 下 类 似 的 方程 


2 -这 40 = —{A, 4 
i 


注意 ，4(z) 满足 的 这 个 运动 方程 也 和 密度 算 子 5(z) 所 满足 的 
方程 (1.2.26) 差 一 个 符号 . 
本 书 以 后 各 章 将 用 经 典 力学 描述 来 讨论 . 


$1.3 运动 论 层次 的 描述 


在 许多 物理 问题 中 ， 我 们 感 兴趣 的 物理 量 4(Tw) 可 能 具有 
比较 简单 的 形式 。 它 可 能 只 与 单个 粒子 的 广义 坐标 及 动量 有 关 ， 
如 

4(Trw) = A(qgi,pi), 1 iI<N (1.3.1) 
或 


N 


A(Tw) = >) A(g;,p;). (1.3.2) 


j=1 


例如 由 六 个 同样 粒子 所 组 成 系统 的 总 动能 就 是 每 个 粒子 的 动能 之 
和 。 对 于 这 种 较 简 单 形式 的 物理 量 , 求 系 综 平均 时 ,有 可 能 简化 手 
续 。 对 于 (1.3.1) 式 ,有 


《A(t)) 一 JaTspCTys 7)A (qs pi) 
一 |aqiap; [ars-ecrwa |4 (qi, pi)， 
这 里 
jerv- 


表示 对 除 第 ; 个 粒子 以 外 的 其 他 N 一 1 个 粒子 的 广义 举 标 及 动量 
积分 。 记 


A 


帮 9i Pi,!) 一 jars-eGrw0)， (1.3.3) 


若 p(Tw,:) 对 于 六 个 粒子 为 对 称 ( 在 我 们 所 考虑 的 、 由 N 个 同样 
粒子 组 成 系统 的 情形 下 , 这 条 件 显 然 是 成 立 的 ), 则 (1.3.3) 式 中 函 
数 f 的 形式 与 7 无关 .于 是 有 
(A(z)» = 129dPj149,P, 409:P). (1.3.4) 

我 们 省 略 了 qj、p; 的 下 标 1, 因 为 9;、p; 部 是 积分 变量 . f(gq,p， 
1) 称 为 单 粒 子 分 布 函数 . 

对 于 (1.3.2) 式 ,由 于 每 个 粒子 在 系统 中 的 地 位 都 是 平等 的 , 故 
有 


(4 一 [are(Tys7) 3 do P) 


— N |agapf(q,p,)4(q,p). (1.3.5) 
在 这 些 情形 下 ， 可 以 把 系统 相 空间 中 的 分 布 函数 约 化 为 单 粒子 分 
布 函数 来 讨论 系 综 平均 ， 用 9g 和 p 的 六 个 分 量 作 独 立 变量 所 构 
成 的 空间 称 为 粒子 相 空间 . 
卷 虑 粒子 相 空间 的 密度 算 子 


A(T, Pp,!) 一 > 3(r 一 gi(D)5(p 一 mi(O)， (1.3.6) 


这 里 qi(z) 与 pi(z) 分 别 是 上 时 刻 第 7 个 粒子 的 坐标 和 动量 。 粒 
子 相 空 间 密度 算 子 的 系 综 平均 值 就 是 粒子 相 空间 的 密度 分 布 函 
数 : | 

n(r,p,!) = (A(T,Pp,!)) 


=N oapedr 一 9i(D)5CP — pi(?))f(g;, pi, 1) 


= Nf(r,p,i), (1.3.7) 
其 中 用 到 (1.3.5) 式 .因此 
f(r,p,7) 一 na(r,p,1). (1.3.8) 


由 wz(r,p,!) 的 定义 可 以 知道 ，2(r,p, 人 ) drdp 表示 t 时刻 在 > 
附 过 dr 中 而 动量 在 p 附近 4p 各 的 粒子 数 期 望 值 ， 因 此 f(r,p， 


» 13. 


drdp 表示 了 上 时刻 相 应 粒子 出 现 的 几率 ， 由 (1.2.2) 式 及 (1.3.3) 
式 知 道 ， 作 r: 户 :7) 是 归 一 化 了 的 : 


|arapt(r, p,?) Ee (1.3.9) 
利用 (1.3.8) 及 (1.3.9) 式 ,立即 得 到 
|arapnCr, pe (1.3.10) 


有 时 ,为 方便 起 见 , 可 用 粒子 速度 w 代替 动量 p 一 mv 作 自 变量 ， 
这 时 应 要 求 
f(r,p,i)adp = f(r,mv,t)mdv -= f(r,v,1)dv, 

其 中 7 表示 一 个 和 上 了 不 同 的 函数 。 以 下 为 了 简单 ， 去 掉 7 了 上 的 ~ 
号 。 于 是 fr,Pp;,:)dp 将 直接 改写 为 f(r, v, 1)dv. 将 n(r, pp， 
1)4P 改写 为 na(r,v,1)d9 时 ,也 应 如 此 理解 . 

f(r, v,!) 或 n(r, v, :1) 所 满足 的 方程 称 为 输 运 方程 或 运动 
论 方程 。 为 实现 在 运动 论 层次 上 的 描述 ， 一 方面 必须 导出 输 运 方 
程 ， 另 一 方面 还 要 说 明 输 运 方程 适用 的 条 件 。 解决 这 两 个 问题 的 
合理 途经 应 当 是 从 Liouville 方程 出 发 ,在 适当 的 前 提 下 导出 了 或 
2 所 满足 的 方程 。. 这 样 作 不 仅 可 以 导出 输 运 方程 , 而 且 从 假设 的 
前 提 也 可 以 看 出 方程 适用 的 条 件 。 但 这 样 作 起 来 比较 复杂 ,所 以 
留 到 以 后 第 四 章 中 去 讨论 。 本 节 只 介绍 一 人 
方程 的 方法 . 

考虑 粒子 相 空间 中 〈r:z) 附近 小 体积 元 4rdv 中 的 粒子 数 
ndrdv， 它 随时 间 的 变化 率 


(ndrav) 


由 四 部 分 组 成 
1. 由 于 粒子 在 坐标 空间 中 运动 所 造成 的 变化 率 


8 
| 祁 (ndradv) | s 
2. 由 于 粒子 在 速度 空间 中 迁移 所 造成 的 变化 率 
。 14 。 | 


> (ndray) | : 
3. 由 于 粒子 之 间 相 互 碰 撞 所 造成 的 变化 举 
6 drdv; 
Or /ce 


4. 由 于 源 ( 或 负 源 ) 所 造成 的 变化 率 
On 
(3) drdav. 
即 


; (nar v) | '” (nadrdv) : 


人 (ndrav) | a (Be) arav 
(2 ) drdv. (1.3.11) 
Of /s 


先 讨论 第 一 项 。 由 于 速度 在 v 附近 dv 范围 内 分 子 的 运动 所 
造成 dr 体积 元 中 粒子 数 的 增加 率 为 


一 ao 中 nv . do, 


其 中 o 表示 小 体积 dr 的 表面 ,dc 是 小 面积 元 ,方向 沿 表面 的 外 法 
向 。 利 用 Gauss 定理 把 上 式 改 写 为 体积 分 


一 dp | ， (nv)ar. 
Or 


由 于 vv 和? 都 是 独立 变量 ， 
0 _ . Jy. on ， 
> (nv)=v Br 
又 考虑 到 整个 体积 就 是 dr, 便 有 
0 二 .On 
a (ndrdv) | dvdro 证， (1.3.12) 


用 同样 的 方式 讨论 第 二 项 ,得 
6 dn 
[a (nardv) | ooir -2 ( £), (1.3.13) 
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其 中 屎 是 作用 在 粒子 上 的 外 力 , 玫 是 粒子 的 质量 。 如 果 
.0 .Fo-0 
Ov 
《如 Lorentz 力 ), 则 由 (1.3.13) 式 得 
(ndrdv) |, re dvdr 全 , 经 . 


将 (1.3.12) 式 和 (1.3.14) 式 代入 (1.3.11) 式 ,得 


On On F On (52) (Se 
On co.0r +F.0r (0) +(any (13.15 
De a er 


这 就 是 输 运 方程 的 一 般 形式 . 方程 右边 两 项 的 具体 形式 要 由 所 讨 
论 问题 的 具体 内 容 确定 . 

如 果 碰 擅 是 瞬间 完成 的 , 即 磁 撞 时 间 远 比 自由 飞行 时 间 短 ,就 
可 定义 碰撞 核 函 数 了 (r,v' 一 v), 它 表示 7 处 一 个 速度 v 的 粒子 
经 过 单位 长 度 路 程 时 受到 磁 接 并 放出 速度 v 的 粒子 的 平均 数 。 再 
定义 宏观 吸收 藏 面 >,(r,v)， 它 表示 7 处 一 个 速率 ”的 粒子 经 过 
单位 长 度 路 程 时 受到 碰撞 并 被 吸收 的 几率 ; 定义 总 宏观 截面 
《7r,v)， 它 表示 7 处 一 个 速率 v 的 粒子 经 过 单位 长 度 路 程 时 受 
到 碰撞 的 几率 ;定义 宏观 散射 截面 3,(r,v) 一 (7r,v) 一 32.(r,v)， 
以 上 各 种 宏观 截面 >,(r, v) 和 相应 的 微观 截面 0.(v) 有 关系 : 
Ze(r;z) 一 NGr)o(z)，NCr) 是 r 处 介质 原子 核 的 数 密度 。 速 
率 v 的 粒子 在 7 处 的 一 次 碰撞 中 所 产生 次 级 粒子 数 的 期 望 值 
c(r,v) 由 下 式 给 出 : 


(1.3.14) 


ze 一 o) = c(r,v)3,(r,v). (1.3.16) 
利用 碰撞 核 函 数 及 总 宏观 截面 的 概念 ,可 得 碰 拉 项 
(各 ) 一 dvr —> VU)n(r,v ,7) 
— vE(r,v)n(r,v0,t). (1.3.17) 


这 里 右边 第 一 项 是 每 单位 时 间 内 由 于 磁 接 所 造成 的 、r 处 速度 v 
的 粒子 数 的 增加 ,第 二 项 是 每 单位 时 间 内 由 于 人 碰撞 所 引起 的 、r 处 
速度 v 的 粒子 数 的 减少 .显然 , 小 育 碰撞 可 看 成 是 瞬时 行为 时 , 才 
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能 认为 它 有 确切 的 位 置 r。 
如 果 记 外 源 项 为 
(2) ~ s(r,v,1), (1.3.18) 
并 将 (1.3.17) 式 及 (1.3.18) 式 代 人 (1.3.15) 式 ， 输 运 方程 就 可 以 写 
成 : 
On .On 十 a On 


+ 
or Dr m Ov 


一 jaevscore —> Uv)n(r,v ,i) 


— vS(r vn(r 0,t) + s(r,v,t). (1.3.19) 
如 果 没 有 外 场 ,并 记 
9 = pr,v0,t) = vn(r,v,!), (1.3.20) 
可 得 输 运 方程 的 另 一 种 形式 


工 0p 了 了 .99 2 
人 
一 jaozr > vp(r,v,) + sr,v,t), (1.3.21) 
p(r,v,!) 称 为 角 通 量 . 相应 地 ， 
ji(r,0,1) = vn(r,v,/) (1.3.22) 
称 为 角 流 密度 ， 
粒子 相 空 间 的 密度 分 布 沙 数 xn(r,v,:) 还 可 以 改 用 其 他 自 变 
量 。 当 用 ”和 


和 


代替 v 作 自 变量 时 ,可 以 定义 x(ryz,G@,0), 使 
n(r,v,0,)dvddar 
表示 上 时 刻 位 置 在 7 附近 的 dr 内 、 速率 在 »? 附近 的 dv 内 、 速 度 
方向 在 8 附近 的 49 内 的 粒子 数 期 望 值 ， 由 
n(r,v,t)drdv 一 n(r,v,0,t)drdvdd 
及 dv =: vidvd0 可 以 知道 


or,o 0 1 = vin(r,v,1). (1.3.23) 
当 使 用 动能 
一 二 oo 
2 
及 0 代替 v 作 自 变量 时 ,可 以 定义 n(r,E,0,1), 使 
n(r,E,0,i)drdEdad 


表示 “上 时 刻 位 置 在 r 附近 的 dr 内 、 动能 在 EB 附近 的 4E 内 , 速度 
方向 在 2 附近 的 49 内 的 粒子 数 期 望 值 。 容 易 求 得 
a(r,E,Q,1) 一 = n(r,U,1) 
i nr,v,0,1). (1.3.24) 
mv 
角 通 量 qp(r,v,:) 和 和 角 流 密 度 j(r,v,1) 也 可 以 作 类 似 的 自 变量 
变换 .例如 
p(r,E,0,/) 一 人 op(Cr: Di)。 


用 它 改写 (1.3.21) 式 ,得 


工 0 十 0. op + Eq(r,E,0,7) 
vs OO! Or 


一 | dE'|40'3(r, E' —>E,0'—> 0)9(r,E',0',1)+s, 
0 


“1.3.25 ) 
式 中 
>, 一 2,(r,E) 一 Z,(r,v), 


5(r,E'— E,0—>60)= 2 353(r,v0 —v), 
mm 


s= s(r,E,0,!) = ss(r,v,1), 
mm 


最 后 ,为 以 后 讨论 的 需要 ,再 引 人 一 些 概念 . 
2 粒子 的 平均 自由 程 i(r, v) 定义 为 相应 总 宏观 截面 2,(7， 
v) 的 倒数 : 
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ER 起 


1 
Br,v) 
它 表 明 一 个 速率 为 vz 的 粒子 平均 每 经 过 这 样 一 段 距离 ， 就 发 生 一 
次 碰撞 . 

磁 撞 特征 函数 f(r,v' 一 uv) 定义 为 
ES(r,V' —>v) 
Tr Br) (1.3.27) 
它 表示 当 > 处 一 个 速度 为 zw 的 粒子 发 生 碰撞 时 所 生成 的 速度 为 
v 的 粒子 与 所 生成 粒子 总 数 之 比 。 由 c(r,v) 的 定义 知 


lr,v) = (1.3.26) 


f(r,v' —>v) = 


rr 一 站) 一 1. (1.3.28) 
v 粒子 的 磋 摘 频率 v(r,v) 定义 为 
2D(Prz) = v3,(r,v), (1.3.29) 


它 表示 7 处 一 个 速率 为 vz 的 粒子 在 单位 时 间 内 受到 碰撞 的 平均 
次 数 。v(r,v)n(r,5,1) 称 为 碰撞 密度 .。 各 种 速度 粒子 的 磁 撞 频 
率 的 平均 值 


srs)aCr,0, ao 
»v(r) 三 一 一 一 一 一 一 


(1.3.30) 
|aCr,0, do 
称 为 平均 碰 挤 频率 ; 它 表 示 在 7 处 随机 地 取出 一 个 粒子 观察 到 的 
碰撞 频率 的 期 望 什 7 处 粒子 的 平均 速率 与 平均 磁 撞 频率 之 比 
二 nr ) do 
i(r) 三 A 
»(7) ren (r,v,1)dv 


称 为 + 处 粒子 的 平均 自由 程 。 它 表示 在 r 处 随机 地 取出 一 个 粒子 


观察 到 的 平均 自由 程 的 期 望 值 。 从 (1.3.26)\(1.3.29) 及 (1.3.31) 式 
可 见 ， 


(1.3.31) 


1 
wR rcp la (1.3.32) 
i(r) jcrw， 站 dp 


由 定义 (1.3.30)、(1.3.31) 或 (1.3.32) 式 可 见 ， 如 果 分 子 和 分 母 中 的 
n(r,V,!) 或 g(r,v,1) 对 时 间 的 依赖 不 能 刚好 消去 , 则 v(r) 及 
ir) 还 可 能 随时 间 缓 慢 变化 . 


$14 流体 动力 学 层次 的 描述 


微观 层次 的 描述 方式 适合 于 讨论 6N 维 ( 系 统 ) 相 空间 中 的 分 
布 函数 p(Tw,:)， 而 运动 论 层次 的 描述 方式 适合 于 讨论 6 维 ( 粒 
子 ) 相 空间 中 的 分 布 函数 f(r,v,!)， 这 种 方式 简单 得 多 了 .但 是 ， 
在 大 多 数 情况 下 , 运动 论 层次 的 描述 仍然 是 相当 复杂 的 , 所 以 , 还 
可 以 考虑 进一步 简化 描述 方式 。 当 然 ， 随 着 描述 方式 的 进一步 简 
化 ,信息 的 损失 也 增多 了 . 

所 谓 流 体 动 力学 层次 的 描述 ， 实 质 上 是 只 讨论 单 粒子 分 布 函 
数 入 r,v,1) 的 前 三 次 矩 : 


hr,D) = |dof(r,0,7), (1.4.1) 
f(r,i) = JdvoiCr,0,7), (1.4.2) 
hrs) 一 Jdorf(r,0,7). (1.4.3) 


它们 分 别称 为 单 粒子 分 布 函数 的 零 次 矩 、 一 次 矩 和 二 次 矩 。 以 下 
可 见 ,它们 分 别 和 流体 的 密度 、 速 度 和 能 量 密度 密切 相关 . 
考虑 粒子 数 密度 算 子 


N(r,1) = >, 5(r — qg;()). (1.4.4) 


天 二 二 


它 的 系 综 平 均值 WCr，:) 称 为 粒子 数 密度 分 布 函数 . 由 (1.3.5) 
式 ,将 自 变 量 p 换 成 ov 后 , 求 得 
N(r,:) = (N(r,)) 


二 aaoflo,onDaCr 一 9(CD) 
一 : N7 ja (r,v,/) 一 avn(r,0,), (1.4.4a) 
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最 后 一 步 利 用 了 (1.3.8) 式 ， 和 (1.4.1) 式 对 比 , 得 
NICr:) = Nh(r,/), 
或 
folr ,1) eh (1.4.5) 


由 定义 知 ，N(r, 1)adr 表示 上 时 刻 在 r? 附近 dr 中 的 粒子 数 期 望 
值 , 因此 hh(r, dr 表示 上 时刻 在 > 附近 dr 中 粒子 出 现 的 几率 . 
这 当然 和 (r,t) 的 定义 (1.4.1) 式 所 表达 的 意义 是 一 致 的 . 
用 芭 表 示 粒 子 的 质量 ， 则 系统 (由 粒子 组 成 的 流体 ) 的 质量 密 
度 ( 简 称 密度 ) 分 布 为 
p= plr,t) = mN(r,!) = mNj(r,1). (1.4.6) 
注意 ,不 要 把 这 里 的 和 41.2 中 的 系 综 分 布 浮 数 相 混 清 . 
流体 中 上 时 刻 ”> 附近 的 宏观 流速 ce 一 cl(r,1) 等 于 该 时 该 处 
的 粒子 平均 速度 : 
|vfCr ,5,0) dv 
ec 一 ec(7 中 一 -一 一 一 一 
frs0, Dao 
f(r,/) 
ee (1.4.7) 
而 二 时刻? 附近 单位 质量 流体 所 具有 的 内 能 为 


wm 也 (p — ec)f(r,v,/) 


U = U(r,!) = 
avmf(r,0,7) 


一 [Pr:D — 2c: filr,i) 


+ eh(r,t)]/f (r,2). (1.4.8) 
U 也 称 为 比 内 能 .(1.4.6) 一 (' 4.8) 式 将 单 粒子 分 布 涵 数 的 前 三 次 
甜 与 流体 力学 中 的 基本 物理 重 联 系 起 来 了 . 
依 描述 对 象 的 不 同 ， 前 三 次 矩 或 流体 力学 量 所 满足 的 方程 也 
有 所 不 同 。 这 里 我 们 只 讨论 分 子 和 中 子 的 情况 .前 者 在 流体 动力 
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学 层次 描述 中 的 方程 组 就 是 流体 力学 方程 组 ， 而 后 者 在 流体 动力 
尝 层 次 描述 中 的 方程 组 则 导 至 中 子 扩散 方程 .推导 这 些 方程 组 的 
比较 彻底 的 是 由 输 运 方程 出 发 引 和 人 适当 的 假定 再 来 准 导 . 这 样 作 
不 仅 可 以 得 到 所 需 的 方程 组 ， 问 时 也 可 了 解 在 流体 动力 学 层次 描 
述 方式 的 适用 范围 。 但 这 种 作法 比较 麻烦 , 我 们 将 留 到 $4.5 中 
去 讨论 . 本 节 采 用 比较 直观 的 方式 来 推导 . 

先 考 虑 分 子 的 情况 。 如 果 系 统 由 单一 种 类 的 分 子 组 成 , 而 且 
分 子 闻 不 发 生化 学 反应 , 那么 系统 中 分 子 数 是 守恒 的 。 考虑 系统 
中 一 个 固定 的 体积 元 dr, 它 所 含 质 量 的 增加 率 等 于 


它 来 自 单位 时 间 内 流入 和 流出 dr 的 质量 之 差 ， 也 就 是 质量 流 pe 
在 dr 表面 5 上 的 面积 分 : 


一 中 oc' da， 


其 中 do 是 ac 上 的 面积 元 ,方向 沿 外 法 线 方向 。 由 此 得 到 
Pdrt+ P oe do =—0. 


利用 Gauss 定理 把 左边 第 二 项 的 面积 分 化 成 体积 分 : 
中 pe * do 一 |, > (pe)adr 


= : (pe)ar, 
便 得 
兰 C Ro 一 
BD 十 (pe) 一 0. (1.4.9) 
这 就 是 流体 的 连续 性 方程 。(1.4.9) 式 还 可 以 写成 男 一 种 形式 : 
Dp p 0 c= 0 
Di 0 ' 
和 D 0 0 
pe > (1.4.10) 
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称 为 全 时 间 求 导 。 它 的 意义 是 明显 的 : 对 任何 一 个 物理 量 
A4(r,!)， 当 观察 者 随 着 流体 在 空间 移动 时 所 观察 到 的 4 的 时 间 变 
化 率 就 是 

04 2 Mrs (2 :4= 2 


十 
Oi Or Ar O! Or 


为 得 出 流体 的 运动 方程 ， 基 虑 体积 元 4r， 假 定 它 的 形状 及 大 
小 不 再 固定 , 而 是 随 着 它 所 包含 的 那些 流体 分 子 运 动 , 体 积 元 内 外 
的 分 子 不 发 生 交 换 , 即 : 


DL (pdr) 一 0. (1.4.11) 
Di 
a md 
De Oc Oe 
-一 一 5 (pedr) = pdr 广 = par (Se 十 e 各)， 


人 这 一 动量 改变 率 由 周围 流体 对 
dr 中 这 一 小 团 流 体 的 作用 力 引起 ,这 个 力 可 表示 为 


-中 P .4aA, (1.4.11’) 


其 中 了 称 为 胁 强 张 量 , 4 是 上 述 体积 元 dr 的 表面 ，4A 的 方向 沿 
着 外 法 向 .根据 Newton 运动 第 二 定律 ,有 


用 Gauss 定理 将 右边 化 为 体积 分 , 两 边 消 才 dr， 和 推导 (1.4.9) 式 
类 似 , 可 得 
Oe .06 Ne 
Br 站 .了 P 一 0， (1.4.12) 
这 就 是 流体 的 运动 方程 ， 如 果 将 (1.4.9) 式 两 边 乘 以 e， 再 与 


(1.4.12) 相 加 ， EN 
让 (pe) 二 (pcec + P)= 0. (1.4.13) 


i 那么 胁 强 张 量 将 仅仅 决定 于 流 
体 中 的 压强 分 布 2 一 p(r,!)。 从 RP 的 定义 (1.4.11') 和 压强 的 物 


e 2 。 


理 意义 ,不 难 导出 关系 : Pi; 一 p5;;， 这 里 


0， 1] 
61ii = 和 a 
于 是 (1.4， ee 
a 总 es = pb (1.4.14) 


Euler 方程 ， 如 果 流 体 有 粘 洁 性 ,那么 由 实验 可 以 确 
定 


Pi; = peii + oi, (1.4.15 ) 
其 中 
/Deci Oe; 2 cm 
HAG 5 一 可 可 | 
OAc, 
SG Br 85 (1.4.15a) 


称 为 粘 涪 张 量 . i 由 对 一 现 


的 相同 附 标 从 1 到 3 求 和 ， 例 如 ,3 5 就 意味 着 Ss 


(1.4.15a) 式 中 & 称 为 粘 滞 系数 或 第 一 粘 沾 系数 ， ; 称 为 第 二 粘 江 
系数 . 下 15) 式 ,可 把 (1.4.13) 式 写成 


Oc; Ocj 
ee a | ek a(2 a 
(pei) Bx | ee ci tt poii Bi Dx, 
2 Och Ach 
a 一 一 0， (1.4.16) 


它 称 为 Navier-Stokes 方程 . 

讨论 流体 的 能 量 方程 时 ， 取 与 讨论 流体 运动 方程 时 相同 的 体 
积 元 4r。 利用 (1.4.11) 式 可 知 dr 体积 元 所 含 内 能 的 全 时 间 导 数 
为 


0U OU 
DC pat Br Or 


另外 ， c 也 发 生变 化 ， 这 造成 体积 元 内 动能 的 全 时 间 导 
数 : 


一 - 


其 中 用 到 (1.4.12) 式 .因此 ,体积 元 dr 中 能 量 的 总 增加 率 为 
ar [p(B te Se) -ea :P|. 


Or Or Dr 
它 来 自 能 量 的 迁移 以 及 应 力作 功 。 前 者 可 表 为 
其 中 9 称 为 能 流 矢量 ;或 热流 矢量 ( 见 $4.5) 后 者 可 表 为 
-中 。 .P . 44. 
综合 以 上 分 析 可 以 得 到 
ie(a2+e He) -ea: P | 


a 中 (qt+e:P) .aA. 
因此 , 象 上 面 一 样 ,对 右边 应 用 Gauss 定理 之 后 ,得 


OU OU 0O 太 
他 Se Or | Br ( ) 


这 就 是 流体 力学 的 能 量 方 程 。 如 果 用 品 乘 a 式 两 边 之 后 再 
与 (1.4. ee ee 形式 : 


有 (PU )+ 让 “ (poUe 十 9) 十 P: ee 0 (1.4.18) 
NS Re 
g 一 ss (1.4.19) 
Or 


称 为 热 导 率 。 比 内 能 口 是 密度 P 及 绝对 温度 工 的 函数 。 如 果 知 
道 了 压强 p、 密度 ? 及 温度 了 之 间 的 关系 《〈 即 , 流体 的 状态 方程 )， 
那么 (1.4.9) 式 、(1.4.13) 式 及 (1.4.18) 式 就 构成 p、c 及 U 所 满足 
的 封闭 方程 组 ; 这 就 是 通常 的 流体 力学 方程 组 . 由 于 实验 规律 


e A253 。 


(1.4.15;51.4.154) 式 和 (1.4.19) 式 都 只 近似 成 立 ,所 以 流体 力学 方程 
组 也 只 在 一 定 条 件 下 才能 封闭 。 (参见 第 四 章 , 特别 是 $$4.5， 
4.13). 

现在 若 虑 中 子 的 情况 ,在 这 种 情况 下 , 由 输 运 方程 (1.3.21) 式 
导出 关于 中 子 的 流体 动力 学 层次 的 描述 并 不 很 复杂 . 事实 上 , 将 
(1.3.21) 式 对 v 积分 所 得 的 零 次 年 方程 ,就 是 中 子 数 密度 


Ne JaCr,v, dw (1.4.20) 
i 
部 - N(r,t) = C—O—— :J(r,/) 
十 — 1]3,(r)uN(r,) 
十 S(r,!), (1.4.21) 
这 里 ， 
J(r,t) = orCr,0, a0 
一 | jr,v,i)dv (1.4.22) 
是 中 子 流 密度 ;而 
elr,0, do jn, od oe 
n(r,v,i)dv N(r,) 
是 中 子 的 平均 速率 ; 
[BCrs0) onlrs0,) dv 
F(T7) = (1.4.24) 
onlrs0, tao 
是 平均 总 宏观 截面 ; 


[eCrso) Br se) onlr, 0, ) do 
Ey I HE AB Sd 


jiCr, 0) onlrs vs ) do 


是 一 次 碰撞 中 的 平均 次 级 中 子 数 . 事实 上 , 由 (1.4.23) 式 至 
(1.4.25) 式 算出 的 平均 值 除 和 位 置 > 有 关 之 外 , 一般 还 和 时 间 + 有 
关 ; 但 当 n(r,v,t) 随 上 变动 不 剧烈 或 随 :的 变动 可 分 离 时 , 由 于 
分 子 、 分 母 中 都 含有 ， 因 此 这 些 平均 值 将 上 基本 上 和 无关。 最 
后 ,(1.4.21) 式 右边 最 后 一 项 是 总 的 源 密度 分 布 : 


S(r,1) 一 |sCr,v, do. (1.4.26) 


(1.4.21) 式 并 不 封闭 ,因为 它 除 未 知 函 数 N(r,:) 外 , 还 包含 
未 知 函 数 J (r,t)。 此 外 ,平均 值 x、3,(r) 及 c(r) 也 和 未 知 分 
布 函 数 a(r,v,:) 有 关 。 如 果 应 用 经 验 性 的 Fick 定律 : 


.Jr 站 一 一 D(r) 汪 NCr， 门 ， (1.4.27) 


并 认为 其 中 的 扩散 系数 D(r) 和 wu、3,(r) 及 c(r) 等 参量 是 由 
系统 中 介质 特性 确定 的 已 知 量 ， 那 么 将 (1.4.27) 式 代入 (1.4.21) 式 
后 所 得 扩散 方程 


8 
训 N(r 一 [2 三 N(r, )| 


十 [c(r) 一 1]32(r)xVCrz) + S(r,i), 
(1.4.28) 
就 是 中 子 情 形 下 在 流体 动力 学 层次 的 描述 。 这 方程 也 可 以 通过 中 
子 通 量 [ 参 见 (1.3.20) 式 给 出 的 中 子 角 通 量 qp(r,v, 1)]$(r,1) 写 
出 
2 or) -| 
tt [c(r) 一 本 十 SCr:i)， (1.4.29) 
这 里 
pr,it) = uN(r ,i) 


一 JenCrso, do 
Ss pCrs0, 0) ao. (1.4.30) 
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扩散 方程 (1.4.28) 式 或 (1.4.29) 式 的 物理 意义 是 明显 的 : 左边 表示 
单位 体积 中 的 中 子 数 随时 间 的 增加 率 ， 右 边 表示 这 个 增加 率 由 三 
部 分 贡献 造成 。 右 边 第 一 项 反映 了 由 于 中 子 扩散 所 造成 中 子 流 的 
贡献 ; 第 二 项 反映 了 在 和 介质 原子 核 的 碰撞 和 反应 中 中 子 数 的 净 
增 ; 第 三 项 反映 了 外 中 子 源 的 贡献 。 中 子 扩散 方程 以 其 显明 的 物 
理 含意 和 比较 简单 的 形式 在 许多 涉及 中 子 的 实际 问题 的 初步 估算 
中 得 到 了 广泛 的 应 用 


$1.5 输 运 方程 的 定 解 条 件 ; 正 问题 和 反问 题 


以 上 三 节 所 讨论 的 非 平衡 统计 力学 三 种 不 同 层次 的 描述 ， 只 
寂 及 找 述 状态 所 用 的 削 数 和 相应 淆 数 所 应 满足 的 方程 ， 微 观 层次 
上 采用 了 描述 系统 相 空 间 中 系 综 分 布 的 函数 p(Tw, !), 它 满足 
Liouville 方程 ; 运动 论 层次 上 采用 了 描述 粒子 相 空 间 中 单 粒子 分 
布 的 函数 fr,v,7), 它 满足 输 运 方程 ; 流体 动力 学 层次 上 采用 了 描 
述 流体 密度 ,速度 和 内 能 分 布 的 函数 p(x,/)、c(r,:) 和 U(r,1)， 
它们 满足 流体 力学 方程 组 。 要 做 到 完整 的 数学 描述 , 还 必须 为 这 
些 方程 规定 适当 的 定 解 条 件 。 下 面 我 们 将 就 输 运 方程 的 情况 , 讨 
论 如 何 规定 不 同 物理 问题 中 的 定 解 条 件 . 

在 $1.3 中 已 经 得 到 了 输 运 方程 的 一 般 形式 , 即 (1.3.15) 式 , 它 
也 可 以 写成 


On On FE On (0") 
i 十 . 二 - 十 1.5.1 
了 s(r,v,/), ( ) 


式 中 1 一 n(r,v,1) 一 Nf(r,v, 1) 是 单 粒子 相 空间 中 的 粒子 密度 
分 布 ， 六 是 粒子 总 数 。 方程 (1.5.1) 式 的 定 解 条 件 应 当 包括 初始 条 
件 及 ( 相 空 间 中 的 ) 边 界 条 件 . 

初始 条 件 很 简单 .因为 输 运 方程 中 所 含 的 分 布 函数 对 时 间 的 
偏 导数 只 是 一 阶 的 ,所 以 给 出 初始 分 布 已 经 足够 了 , 即 , 初始 条 件 
为 : 


n(r,v,0) 一 n0(r,v)， 对 于 所 有 r,v; (1.5.2) 
这 里 x 中 (r,v) 是 给 定 的 初始 分 布 ， 
。38 ， 


粒子 的 速度 不 可 能 超过 光速 ,为 此 通常 在 输 运 问题 中 ,实际 上 
可 以 用 
2 一 co 时 nn—>0 (1.5.3) 
作为 速度 空间 中 的 边界 条 件 . 
坐标 空间 中 的 边界 条 件 比较 复杂 ,依照 所 讨论 问题 的 不 同 , 边 
界 条 件 的 提 法 也 不 同 . 
当 粒 子 从 系统 中 通过 表面 离 去 之 后 再 不 返回 系统 时 ， 表 面 就 
称 为 自由 表面 。 自 由 表面 处 的 边界 条 件 可 表示 为 
n(R,.v,i) = 0, MM RcOR,v.&>>0 时. (1.5.4) 
式 中 9R 是 系统 所 在 区 域 R 的 边界 (这 里 认为 是 自由 边界 )，&, 是 
R, 处 边界 的 内 法 向 单位 矢量 ， 如 果 区 域 尺 具有 凸 几何 形状 , 则 当 
系统 周围 为 真空 或 纯 吸 收 介质 时 ， 飞 逸 出 去 的 粒子 就 不 会 回归 系 
统 , 这 时 可 用 自由 表面 边界 条 件 。 但 如 尺 不 是 凸 的 , 则 飞 逸 出 去 的 
粒子 可 能 穿 过 一 段 真 空 从 边界 的 另 一 处 重新 进 和 人 系统 。 遏 到 这 种 
情况 时 ， 可 以 通过 引入 适当 的 表面 源 来 芳 虑 粒子 的 重新 进入 或 通 
过 把 周围 环境 的 一 部 分 划 人 系统 而 使 新 系统 占据 的 区 域 成 为 凸 区 
域 来 处 理 . 
如 果 边 界 不 吸收 粒子 而 是 镜 反 射 的 ,也 就 是 说 ,粒子 打 到 边界 
上 之 后 完全 弹性 地 撞 回 ,那么 边界 条 件 可 以 写成 
n(R,,v,i) = n(R,,v,t), A ReoRuv 一 0 一 22(D 8,). 
(1.5.5) 
注意 mw 2 一 一 0 2 及 了 一 由 一 22( '6), 可 见 v 及 v 是 
可 以 互 换 的 , 即 震 它们 之 中 任 一 个 代表 人 射 粒子 速度 , 则 另 一 个 代 
表 反 射 粒 子 速 度 。 这 和 和 镜 反 射 的 可 逆 性 是 相符 的 . 
如 果 边 界 吸 收 一 部 分 粒子 同时 镜 反 射 其 余 粒 子 ， 那 么 边界 条 
件 可 以 写成 
n(R,,v,) = Bn(R,,v — 26(0: 8),1), 0 BSI, 
当 Re OR, v. 6,<0 时， (1.5.6) 
8 称 为 (边界 对 于 系统 的 ) 反 照 率 。 日 由 边 寞 和 镜 反 射 边界 分 别 是 
6 一 0 和 1 一 1 的 特例 。 
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在 两 种 介质 的 交界 面 上 , 如 果 没 有 表面 源 ( 包 括 负 表面 源 ), 那 
么 分 布 孜 数 在 粒子 运动 的 方向 上 应 当 是 连续 的 , 即 


(R 十 570， v0,t 十 工 ) 是 7+ 的 连续 函数 ， (1.5.7) 
vy 


这 里 R; 是 交界 面 上 的 点 ,2 是 粒子 运动 方向 。 

在 无 限 远 处 ,根据 问题 中 的 物理 条 件 ,还 可 能 要 引入 适当 的 边 
界 条 件 ， 

此 外 ,对 于 气体 或 等 离子 体 中 的 输 运 过 程 , 可 能 需要 讨论 更 复 
杂 的 边界 条 件 。 它 们 将 在 以 后 适当 章节 讨论 . 

除了 初始 条 件 和 边界 条 件 之 外 ， 分 布 函数 还 受到 一 些 限制 . 
首先 ,分 布 函 数 必 需 是 非 负 的 : 

n(r,D,1) 之 0， 对 所 有 r,v,t 和 值 . (1.5.8) 

其 次 ;对 于 有 限 的 系统 ,由 于 粒子 总 数 ,总 动量 及 总 动能 为 有 限 , 因 
此 积分 


|ardvw'nCr,»,7), 1 = 0,1,2 (1.5.9) 


必须 收敛 。 即 使 系统 无 限 , 上 述 积 分 在 任何 有 限 区 域内 也 应 收敛. 
最 后 ,在 球 坐 标 及 柱 坐 标 中 , 分 布 函数 还 可 以 有 某 种 周期 性 或 
对 称 性 条 件 ， 例如, 在 球 坐 标 系 中 ，r 一 〈7;9,9)， 由 于 方位 角 具 
有 ?2x 的 周期 ,应 有 
n(r,0,9,0,1) = n(r,0,9 + 2z,0,7); (1.5.10) 
如 此 等 等 . 
初始 条 件 及 边界 条 件 如 果 能 保证 输 运 方程 的 解 存在 、 唯 一 且 
稳定 ,并 且 解 对 于 初始 条 件 及 边界 条 件 的 依赖 是 连续 的 ,那么 这 样 
的 定 解 问题 就 称 为 “ 适 定 的 。 判断 初始 条 件 及 边界 条 件 是 否 适 
定 ,作为 一 个 数学 问题 是 十 分 困难 的 .在 处 理 具体 物理 问题 时 , 作 
为 一 个 经 验 法 则 ， 一 般 认为 ， 如 果 在 所 考虑 的 区 域内 给 定 了 初 
始 分 布 和 源 分 布 ， 同 时 给 定 了 经 过 边界 进入 此 区 域 的 角 流 密度 分 
布 ,那么 输 运 方程 在 尺 内 的 解 存 在 且 唯 一 ;如 果 区 域内 的 源 及 边界 
上 进入 区 域 R 的 角 谍 密 度 都 非 负 , 那么 这 个 解 也 非 负 。 至 于 这 个 
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法 则 的 普遍 的 严谨 数学 证 明 ,现在 还 远 没 有 完成 . 

如 时 我 们 讨论 的 是 定 态 问题 ,那么 输 运 方程 可 能 有 解 ,也 可 能 
无 解 ; 解 可 能 是 唯一 的 , 也 可 能 不 唯一 。 在 这 里 , 每 次 磁 撞 中 产生 
的 次 级 粒子 数 的 期 望 值 c(r,v) 起 着 决定 的 作用 ，- 一 般 来 说 ,如 
果 在 区 域 R 中 ，c < 1， 那 么 这 区 域 的 定 态 分 布 由 该 区 域 中 的 源 
及 经 边界 进入 R 的 角 流 密度 决定 ; 如 果 “ > 1， 那 么 就 可 能 不 存 
在 有 限定 态 解 。 以 后 ($2.8) 将 有 例子 说 明 这 个 结论 . 

由 和 输 运 方程 及 适当 的 定 解 条 件 求 分 布 函数 ， 这 是 输 运 理论 中 
的 基本 问题 之 一 。 它 实际 上 是 ,给 定 了 介质 的 几何 形状 、 组 成 性 质 
以 及 粒子 相互 作用 的 微观 性 质 和 源 ， 求 介质 中 粒子 的 分 布防 数 . 
这 类 问题 称 为 正 问题 . 对 于 正 间 题 的 研究 , 现在 已 有 比较 丰富 的 
经 验 和 方法 , 资料 也 比较 多 ”…， 这 是 输 运 理论 中 比较 成 熟 的 部 
分 。 

有 时 需要 考虑 另 一 类 问题 ,就 是 ,已 知 系统 的 分 布 函数 或 分 布 
六 数 的 一 部 分 ， 需 要 确定 系统 的 性 质 及 组 成 结构 或 对 它们 有 所 了 
解 .这 类 问题 是 输 运 理论 中 的 另 一 类 基本 问题 , 称 为 反问 题 . 例如 ， 
从 地 球 上 或 太空 中 测 得 太阳 的 辐射 分 布 〈 仅 为 太阳 辐射 场 的 一 部 
分 ) 来 推断 太阳 的 成 分 与 结构 ;又 如 ， 通 过 测量 核 装 置 试验 中 所 放 
出 中 子 、 光 辐射 及 Y 射线 的 分 布 并 根据 收集 到 的 漂浮 沉降 物 等 信 
息 ， 来 推测 核 装 置 爆炸 时 的 情况 等 。 对 这 类 反问 题 的 研究 虽然 也 
早 就 引起 了 人 们 的 注意 ,但 迄今 所 取得 的 成 果 还 很 不 系统 , 远 不 如 
正 问题 成 熟 . 

在 无 外 场 时 , 考虑 输 运 方程 (1.3.19) 式 的 定 态 , 方程 可 以 写成 


vo. 地 (rs0) + 让 Jdv'3(r,0 >v) 

avzow >onr vas(ro). (15.11) 
假设 给 定 了 自由 表面 边界 条 件 (1.5.4) 式 。 在 已 知 3(r,v 一 上 v)、 
c(r,v) 及 s(r,v) 的 条 件 下 求 s(r,v)， 这 是正 问题 。 如 果 给 定 
n(r,v) 在 ”i R, Ee OR, Vv: 6, 二 0 时 的 值 g(R,, v)、 c(r, v) 
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及 ss(7,D)， 羽 3(r,vV 一 Vv)， 这 就 是 一 种 反问 题 ,因为 是 要 确定 
介质 的 性 质 一 一 碰撞 核 函 数 ， 如 果 在 给 定 g(R,,v) 的 同时 给 定 
了 2Z(r,v 一 p) 及 c(r,v) 的 值 ， 求 源 分 布 ;(r,v)， 这 是 男 一 
种 反问 题 , 因为 是 要 洲 定 外 源 的 分 布 。 反 问题 的 解 往往 不 能 完全 
确定 , 因此 通常 反问 题 比 正 问题 更 为 复杂 . 由 于 实际 上 的 需要 和 
数学 理论 上 的 兴趣 ,对 于 反问 题 的 研究 现在 正 开 始 深 人 2 。 


$1.6 输 运 方程 的 几 种 具体 形式 


本 市 将 给 出 一 些 具 体 问 题 中 输 运 方程 的 具体 形式 并 简要 介绍 
其 中 各 项 的 物理 意义 ;详细 的 讨论 则 将 在 以 后 各 章节 中 进行 。 

1) 中 子 输 运 方 程 . 它 描写 中 子 在 介质 中 的 迁移 过 程 。 虽然 
中 子 在 运动 中 也 会 受到 外 场 的 作用 ， 例 如 由 于 中 子 具 有 质量 和 和 磁 
矩 ,受到 重力 场 或 磁场 的 作用 ,或 者 当 介质 是 流体 时 中 子 会 受到 一 
个 等 效力 场 的 作用 8; 但 在 绝 大 多 数 情形 下 , 这些 外 场 的 作用 都 很 
小 , 可 以 略 去 .用 角 通 量 9 一 p(r, E, 9, 1) 作为 描述 中 子 的 分 
布 函 数 , 由 (1.3.25) 式 可 得 中 子 的 输 运 方程 : 


1 Op Ogq 
一 一 十 .一 十 3 
vO! Or 绪 


一 : | 229'3(E， 一 ,4 一 G)p(r)E 9 
i (1.6.1) 


式 中 省 略 了 不 必要 的 宗 量 .严格 地 说 ,总 宏观 截面 3, 和 碰撞 核 函 
数 3(E' 一 ,0' -> 人) 都 与 中 子 的 分 布 有 关 。 这 是 因为 ,第 一 ， 
中 子 可 能 与 其 他 中 子 发 生 磁 撞 ， 这 时 碰撞 核 函 数 就 明显 地 与 中 子 
. 分布 函数 有 关 ; 第 二 ,中 子 和 介质 的 相互 作用 会 使 介质 的 状态 受到 
扰动 ,这 时 碰撞 核 函数 也 要 相应 地 发 生 一 些 变 化 。 这 些 效应 使 中 
子 输 运 方程 (1.6.1) 带 有 非 线性 ， 不 过 ,在 通常 情况 下 ,中 子 的 数 密 
度 不 超过 10+cm”? 量 级 ,而 介质 原子 核 的 数 密度 大 约 是 102 量 级 ; 
也 就 是 说 ,中 子 的 数 密度 一 般 比 介质 原子 核 的 数 密度 小 得 多 ,因此 
可 以 忽略 中 子 间 的 碰撞 而 只 考虑 中 子 与 原子 核 的 碰撞 ， 同 时 可 以 
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认为 介质 的 性 质 不 变 。 这样 , 中 子 输 运 方程 一 般 可 看 成 线性 输 运 
方程 ， 

通常 给 出 的 定 解 条 件 是 
初始 条 件 : p(r; 瑟 ,9.0) — go(r,B,0); 

及 自由 表面 边界 条 件 : 

op(R,,E,0,:) = 0, 3 Re 9R, 0 .8,>0 时， 
另外 ， 当 存在 不 同 介质 的 界面 时 ， 也 有 类 似 于 (1.5.7) 式 的 连续 条 
件 。 

如 果 在 源 项 * 中 将 外 源 s。 和 由 于 中 子 在 介质 中 引起 裂变 或 
(n,2x)、(n,3n) 等 反应 而 出 现 的 源 9 或 4、ssn 等 都 包括 在 内 ,如 
下 式 所 示 

5 一 十 9 十 9 十 5 十 …- 
则 除 0 与 分 布 函 数 无 关外 ， Sf AS25 及 $3n 等 都 将 与 9 有关， 例如 ， 
5 一 XE a |a0'v( EY Elr, E01), 


其 中 v(E') 是 每 次 由 能 量 为 E' 的 中 子 所 引起 的 裂变 中 释放 出 的 
中 子 数 的 期 望 值 ，Z/,(E') 是 能 量 为 E' 的 中 子 引 起 介质 原子 核 裂 
变 的 宏观 截面 ，X(E) 是 裂变 中 子 (假定 各 向 同性 地 放出 ) 的 能 量 
分 布 或 能 谱 。 当 源 项 * 作 上 述 理 解 时 ,碰撞 核 溺 数 
3(E’—>E,0’'->0) 
中 将 只 包括 散射 过 程 ,而 
aE’|a0'5(E > FE,0-.>0)= 5(E), 


这 里 3,(E) 是 能 量 为 的 中 子 在 介质 中 的 宏观 散射 截面 ， 

在 中 子 输 运 理论 中 通常 讨论 的 物理 问题 包括 : 由 源 的 分 布 及 
介质 性 质 决定 中 子 角 通 量 的 分 布 ; 在 无 外 源 的 情况 下 确定 能 恰好 
使 中 子 的 产生 和 吸收 相 平衡 所 需要 的 系统 的 组 成 以 及 形状 和 尺 
寸 ;已 知 初始 分 布 求 系统 内 中 子 分 布 随 时 间 的 演变 ;或 系统 对 于 变 
化 外 源 的 响应 ;如 此 等 等 . 

2) 轻 射 输 运 方程 ， 或 光子 输 运 方程 。 真空 中 光子 只 有 一 个 


速度 ， 风 光速 <， 但 它 的 能 量 hp 却 和 频率 > 成 正比 。 这 里 % 是 
Planck 季 数 .色散 介质 中 ,光速 也 和 频率 有 关 . 但 从 微观 角度 看 , 光 
在 芭 敬 介质 中 传播 速率 随 频 率 的 变化 主要 来 自 辑 射 和 原子 的 相互 
作用, 竺 接连 两 次 相互 作用 之 间 光 速 仍 为 “. 因此 在 辐射 输 运 理论 
中 恒 取 光速 为 固定 值 <。 天 体 物 理 中 通常 引进 辐射 强度 角 分 布 函 


数 
1, — 1,(r,0 ,7) 一 hvcn(r,»,0,), (1.6.2) 


这 里 n(r,v ,0,1)drdvd9 是 时刻，r\G 附近 drdvd6 中 的 
光子 数 ，1,dvd0 表示 上 时刻 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 6 的 单位 面 
积 的 频率 在 > 附近 的 dv 内 、 方向 在 2 附近 的 4G 内 的 辐射 能 量 . 
光子 的 输 运 方程 可 以 写成 


On 


下 
Oi Or 


十 Neoic |dv'ab'K (s,s,0 .0')n(v ,0"), (1.6.3) 


这 里 宗 量 > 及 : 略 去 未 写 ;N* 为 具有 过 剩 能 量 hy、 并 能 放出 一 个 
» 光子 的 物质 粒子 (原子 或 分 子 ) 的 密度 ; N, 为 能 吸收 光子 的 物质 
粒子 的 密度 ;N, 为 电子 密度 ; 4; 为 发 射 光子 (v,6) 的 几率 ; 0 及 
0; 是 物质 粒子 对 光子 的 微观 吸收 截面 及 电子 对 光子 的 微观 散射 截 
面 ; K( ,GG. 9) 是 (vw ,4') 光子 经 散射 后 变 为 (wv, 4) 光 
子 的 几率 , 即 散射 几率 函数 ， 

要 是 光子 服从 经 典 统计 , 则 发 射 将 是 各 向 同性 的 ,而 且 发 射 几 
率 将 与 7 无关。 实际 上 光子 服从 Bose-Einstein 统计 , 因此 光子 
向 相 空 间 体积 元 drdp 发 射 的 几率 同 已 在 此 体积 元 中 的 光子 数 有 


关 , 设 并 为 单位 相 空间 中 的 光子 数 , 则 f 和 显然 有 下 列 关系 : 


ardp 
好 
式 中 右边 的 天 于 2 计 及 二 极 化 方向 ， 光 子 的 动量 


h 
p= ， 
¢ 


ndrdvd0 — 21 (1.6.4) 
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因此 
dp = 12dpdg 一 人 22d2Lg ， 
而 3 
< 
2 (1.6.5) 
从 Bose-Einstein 统计 知 , 光子 向 一 给 定 相 空间 体积 元 发 射 的 几率 
与 1+1 成 正比 ,因此 
二 6 
pe Me 4,(1 + " )， (1.6.6) 


式 中 4, 是 各 向 同性 的 ， 且 与 无关。 可见， 光子 的 发 射 几率 可 
2 无 关 的 自发 发 射 几率 4。 及 正比 于 ”的 诱导 


发 射 几 率 4， .将 (1.6.6) 式 代入 (1.6.3) 式 , 可 将 光子 输 运 方 
es 训 大 交大 必 汪 生 请示 汪 
工 0z 0. On _N” A, 一 Nic， 
c Or Or c 
Cc N*A, 有 
4 (1 2 本 ) 办 Non 


十 Na， Jewa@'K (ss ,0 0)n(yv ,0'), (1.6.7) 


或 通过 由 (1.6.2) 式 引进 的 辐射 强度 角 分 布 函数 1, 写 出 


ie go 
c Qi 
(1.6.8) 
式 中 
| ? N*A 
» = N*) A, ,一 No (1 — [区 = 
了 19 pb 8 222 Nao 2 
(1.6.9) 


i av'd0'K(»,», 0. 0)1,(0'). 


当 光 子 能 量 较 电子 的 固有 人 能量 (0.51MeV) 小 得 多 时 , 散射 对 光 
子 的 频率 改变 很 小 ; 可 以 略 去 . 这 时 ,散射 几率 函数 
KG 00) 一 KG 0) — »). 
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在 稳 态 或 瘘 近 稳 态 的 情形 下 ,光子 输 运 方程 中 上 各 一 项 可 
以 略 去 。 如 果 不 仅 辐射 ,而 且 物 质 也 处 于 稳定 态 , 则 单位 体积 中 物 
质 所 吸收 的 总 能 量 应 当 等 于 所 发 射 的 , 即 


| dvdQ@hvcNon 一 |22a0N*4;, 
或 利用 (1.6.6) 式 改写 为 


| aaGiow*4， 

运 10 (4 一 到 全 | n, (1.6.10) 

| 2v” No 
实际 上 ， 只 要 罚 射 与 物质 间 能 量 交换 的 速率 远大 于 物质 状态 改变 
的 速率 ,(1.6.10) 式 所 表示 的 条 件 就 可 近似 地 加 以 利用 (这 时 称 为 
似 稳 条 件 ). 

发 射 几 率 与 吸收 几率 之 间 由 细致 平衡 原则 相 联系 。 若 物质 未 

处 在 热力 学 平衡 之 下 , 则 此 关系 与 发 射 和 吸收 的 元 过 程 有 关 , 只 有 
从 微观 还 论 才能 求 得 。 以 下 考虑 局 部 热力 学 平衡 的 情况 ， 妈 当 每 
个 局 部 的 物质 均 可 赋予 一 定 温度 时 的 情况 。 当 平衡 只 存在 于 物质 
粒子 之 间 时 ,平衡 称 为 部 分 的 ; 当 每 局 部 的 辐射 也 和 物质 处 于 平衡 
时 ,平衡 称 为 完全 的 。 只 要 满足 部 分 热力 学 平衡 条 件 ,发射 与 吸收 
几率 之 间 的 关系 就 成 立 ; 但 为 了 寻找 这 关系 ,要 考虑 一 完全 热力 学 
平衡 的 状态 , 用 ns 表示 这 样 一 状态 中 ”的 值 ， 显 然 , 当 # 对 于 时 
间 、 空 间 均 为 常量 时 便 会 有 这 样 的 态 。 于 是 由 (1.6.7) 式 有 


N* ( 2 N*A ) 
Eh hey ee A (er eds 
a pe A 


2»7 1 
fy “2 2 No (1.6.11) 
c N*A, | 
推导 (1.6.11) 式 时 用 了 ny 为 各 向 同性 及 光子 能 量 较 电 子 男 有 能 量 
小 得 多 ,因而 


e $6 « 


|ava0 KC», 0O')ny(v ,0') 
-| dy’6(» — vy )ng(»v’) 20'K(O . 0’) 
一 ny(»), 


于 是 (1.6.7) 式 中 二 散射 项 刚好 消去 的 事实 。 忠 天 体 物 理 中 的 记 
号 ,(1.6.11) 式 可 写作 
Ne EE .6.11a 
B, = 2 平 h 平 CC 222 Na, a (1.6.11 ) 
co N*A, 
如 果 物 质粒 子 服 从 Boltzmann 统计 并 处 于 温度 了 的 热力 学 平衡 
下 , 则 


和 7 六 二 
ny < kpT , kp = 1.38062 x 1l0 erg 天 一 


是 Boltzmann 常数 ,代入 (1.6.11a) 式 , 得 


3 2 —1 
B ,一 222 [等 exp 人 1| (1.6.12) 
vy B 


将 (1.6.12) 式 与 平衡 辐射 的 Planck 分 布 


2hy: ( hy ) | 
B, =— — 1 1.6.12a 
c? [ep RpT ( ) 


对 比 , 便 得 
2 
(1.6.13) 
这 就 是 吸收 和 发 射 过 程 的 几率 之 闻 的 热力 学 关系 。 可 见 , 若 物质 
处 在 由 温度 T 表 征 的 热力 学 平衡 下 ， 则 (1.6.7) 式 右边 吸引 项 中 对 
诱导 发 射 的 修正 只 和 温度 有 关 : 
NYA, ey hy 
2 Noo, a As 了 ) 0 
由 上 式 及 (1.6.12a) 式 可 得 [参见 (1.6.9) 式 ]: 


Pp Me | je (= 


hy 
RsT 


)| B,, (1.6.15) 
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到 一 No， | 1 一 exp 刀 镍 (1.6.16) 


RgT 
由 以 上 二 式 可 见 , 
1 = KiB >, (1.6.17) 
这 就 是 发 射 系数 j, 和 吸收 系数 《, 之 间 的 Kirchhoff 关系 . 
现在 可 将 部 分 局 部 热力 学 平衡 下 的 辐射 输 运 方程 (1.6.8) 式 写 
成 


四 如 号 4 二 1， 一 k,B, 1 k,l » 本 N.osl, 十 N.osJs 
十 Ai[ 一 7 十 7»B, 十 (1 aa 7Yv)J。]， (1.6.18) 
式 中 
1 一 | 0K(G . 901.09) (低能 光子 )， 
而 
六 二 四 
k= Rt Nos, 7， pp (1.6.19) 
如 果 引 进 单位 质量 的 发 射 系数 和 吸收 系数 : 
(1.6.20) 
p p P 
则 (1.6.18) 式 又 可 写成 
1 01, 0 0 
De 
= pK,[—1, + 7,B,+ (1 — 7,)],]. (1.6.21) 


为 了 完全 解决 辐射 输 运 的 问题 ， 除 输 运 方程 外 还 必需 有 决定 
物质 状态 的 方程 。 如 果 物 质 处 于 局 部 热力 学 平衡 下 , 则 其 状态 仅 
由 温度 了 决定 。 若 此 时 辐射 输 运 在 物质 能 量 的 平衡 中 起 主要 作 
用 , 则 为 决定 物质 的 温度 可 利用 积分 的 似 稳 条 件 (1.6.10) 式 。 利 
用 (1.6.15) 及 (1.6.16) 式 , 似 稳 条 件 可 表 成 


aval 1, — B,) = 0., (1.6.22) 
如 果 辐 射 也 处 于 热平衡 下 ;站 7. -= 有 了， 上 式 恒 等 地 成 立 。 


ea 38 。 


从 以 上 讨论 可 见 ， 一 般 情 形 下 的 辐射 输 运 方程 (1.6.8) 式 是 非 
线 狂 的 ,因为 系数 1, 及 《, 依赖 于 处 于 不 同 能 级 的 原子 或 分 子 的 数 
旧 [ 见 (1.6.9) 式 ] N* 及 N, 等 , 而 这 些 数目 又 会 依赖 于 辐射 强度 的 
分 布 1,。 只 有 在 局 部 热平衡 的 条 件 下 , 辐射 输 运 方程 才 简 化 为 线 
性 方程 (1.6.21). 

3) 分 子 输 运 方程 . 这 是 气体 动力 学 的 基本 方程 . 应 当 注 意 到 
气体 分 子 运动 与 中 子 输 运 不 同 : 分 子 运动 时 ,其 背景 也 是 这 种 分 子 ， 
而 且 其 速度 分 布 也 是 待 求 的 量 ， 因 此 必须 考虑 分 子 之 疗 的 碰撞 

如 果 气 体 比 较 稀薄 ， 分 子 直径 (或 分 子 间 的 作用 力 程 ) 4 与 分 


子 间 的 平均 距离 5 之 比 是 小 量 , 则 可 以 忽略 三 体 及 三 体 以 上 的 


碰撞 而 只 邯 虑 二 体 碰 措 。 再 假定 气体 是 单一 成 分 的 单 原子 分 子 ， 
那么 , 碰 拉 项 就 可 以 写成 


(ez) 一 | | ala usd “f°)[n(w )n(v) 


— 1(w)n(v)], (1.6.23) 
式 中 wv 和 wo 分 别 是 一 对 分 子 碰撞 前 后 的 速度 ; 
UC—~py—w— Ru=—w = ui 
分 别 是 磁 撞 前 后 的 相对 速度 (对 于 我 们 所 邯 虑 的 弹性 碰撞 ，|a| = 
lw| 一 w); ol(u,# :站 ) 是 微分 散射 截面 ， 只 依赖 于 相对 速率 * 
及 质心 系 中 散射 角 的 余弦 在 你 ，(1.6.23) 式 左边 #* 二 n(v); 右 
边 方 括 号 中 第 一 项 邯 虚 由 w' 分 子 及 vw 分 子 散射 后 有 一 个 分 子 速 
度 变 成 v 的 情况 ， 第 二 项 则 孝 虎 v 分 子 被 散射 成 其 它 速度 的 情 
况 。 由 于 wo(w, 台 . 妇 ) 对 带 撤 和 不 带 撒 速 度 的 对 称 狂 ,所 以 可 以 
作为 公 因子 提 到 方 括号 之 外 . 为 简单 起 见 ,(1.6.23) 式 中 各 量 的 宗 
量 r,t 均 略 去 未 写 , 以 下 在 不 会 引起 误解 时 也 这 样 作 ， 把 (1.6.23 ) 
式 代 人 输 运 方程 的 一 般 形式 (1.3.15) 式 并 假定 没有 源 项 ,那么 就 有 
On .On 十 F On 


一 -十 v 
Qi Or m Dr 


一 | aasvelnos “)[n(w')n(v’) 
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— n(w)n(v)]. (1.6.24) 
这 就 是 稀薄 气体 的 输 运 方程 ,也 称 为 Boltzmann 方程 ， 它 是 由 
Boltzmann 于 1872 年 建立 的 。 显然 ， 这 个 方程 是 非 线 性 的 ,一 般 
情况 下 ,严格 求解 它 很 困难 2 
如 果 稀 薄 气 体 有 * 个 组 分 :那么 输 运 方程 的 形式 会 复杂 些 . 设 
第 7 个 组 分 的 分 布 浮 数 为 1 一 nj(r,v,1),! 一 1,2,.…,s。 那 么 
就 有 一 组 (s 个 ) 方 程 : 


om ,on E.On 
01 Or mi; Ov 


= 之 ， | eurabvor(esG)Im(wni(o) 


— nw)n(v)], i= 1,2,...,s. (1.6.25) 

其 中 oi(u, 9) 是 第 i 种 分 子 对 于 第 j 种 分 子 的 微分 散射 截面 . 
如 果 分 子 有 内 部 自由 度 , 那 么 输 运 方程 就 更 加 复杂 了 . 

我 们 看 到 ，Boltzmann 方程 的 复杂 性 主要 来 自 它 的 磁 撞 项 , 
如 果 把 碰撞 项 加 以 简化 , 输 运 方程 就 可 以 简单 一 些 ， 有 时 ,这 种 简 
化 可 以 通过 把 磁 擅 项 对 速度 展开 并 只 保留 到 二 阶 项 来 实现 ( 见 
4$5.2) ,所 得 到 的 方程 称 为 Eokker-Planek 方程 . Boltzmann 方程 
和 Fokker-Planck 方程 在 输 运 理论 中 的 地 位 十 分 重要 ( 详 见 第 四 、 
五 章 ). 

4) 高 能 带电 粒子 的 输 运 方程 。 这 里 所 说 的 带电 粒子 主要 是 
指 轻 离子 , 如 质子 、o 粒子 等 。 这些 粒子 在 重 介 质 中 运动 时 , 会 与 
重 核磁 撞 ( 这 种 磁 撞 频率 较 低 ), 也 会 与 原子 中 的 电子 碰撞 (这 种 磁 
撞 更 频繁 )。 前 一 种 磁 撞 中 能 量 交换 可 以 忽略 ,只 是 使 带电 粒子 的 
运动 方向 发 生变 化 ,所 以 可 以 在 (1.3.25) 式 中 取 

5(r,E’—> EF.0—>0)=5(r,E,0’-> 0)8(E — E'), 
从 而 得 到 

1 op 


和 Omp 
一 一: -+2,0 
2 Or Or 全 
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一 46'3(r, BE, —> Op(r,E,0’,) + s. (1.6.26) 
再 考虑 第 二 种 碰撞 。 每 次 这 种 碰撞 都 使 带电 粒子 的 能 量 有 微小 的 
变化 ,频繁 的 碰撞 所 造成 的 能 量变 化 可 以 看 成 是 连续 的 ,所 以 带电 
粒子 的 能 量 E 可 以 看 成 所 走 过 路 程 $ 的 函数 E 一 E(#)， 又 因为 
dé = vdt, 所 以 中 一 g(r,£,0), 而 2(r, E, 0' —> 0) 可 改写 
为 2(r,5,0' 一 8)， 于 是 (1.6.26) 式 可 以 再 改写 成 
op 0.6p 
BE + D> 十 35, 
a 1aG'80r, ;9 —> 0)p(r,E,0)+s. (1.6.27) 


假定 和 一 f(&) 是 已 知 函数 , 那么 (1.6.27) 式 就 是 高 能 带电 粒子 
的 输 运 方程 ， 它 也 是 线性 的 . 
5) 等 离子 体 中 的 输 运 方程 ， 等 离子 体 中 第 :种 成 分 的 输 运 
方程 ,可 以 通过 在 (1.3.15) 式 中 取 
F-«(Et+TvxB) 
得 到 ,这 里 。, 是 第 种 粒子 的 电荷 ,EE 及 B 分别 是 电场 强度 和 磁 
感应 强度 ，c 为 光速 。 如 果 没 有 源 项 ,那么 便 有 


Ons pp. On 2 (E 1 B) .22 
B/ Dr 人 和 C ph on 
On, RE 由 电 二 
(2) 人 (1.6.28) 
在 讨论 等 离子 体 时 ，Debye 长 度 
1p 一 KsT \ (1.6.29) 
4x Dne? 


是 一 个 很 重要 的 量 。 Xo 反映 了 带电 粒子 之 间 Coulomb 作用 力作 
用 的 半径 。 如 果 Xp 很 大 , 那么 集体 效应 可 略 去 , 因此 每 个 粒子 都 
可 以 看 成 是 在 某 种 给 定 的 外 场 E(r,!) 和 B(r,:) 中 运动 ,我 们 可 以 
用 上 面 讨 论 高 能 带电 粒子 时 所 用 的 一 类 方法 来 处 理 方程 〈1.6.28) 


11， 


式 . 但 是 , 当 2p 远 小 于 系统 的 尺寸 时 , 作用 于 粒子 的 场 就 不 能 认 
为 是 给 定 的 ,而 应 看 成 是 随 系统 中 离子 的 分 布 而 改变 的 , 离子 之 间 
的 相互 作用 主要 是 通过 这 个 共同 造成 的 场 来 实现 ， 而 个 别 粒 子 之 
癌 的 碰撞 并 不 重要 .这 样 ，(1.6.28) 式 右边 的 碰撞 项 就 可 以 忽略 ， 
同时 左边 的 和 B 却 应 当 用 Maxwell 方程 组 和 输 运 方程 一 起 自 
洽 地 确定 。 于 是 便 得 无 碰撞 等 离子 体 理论 的 基本 方程 组 一 一 
Vlasov-Maxwell 方程 组 . 


On On es ( 1 ) On, 
‘++v:+ 人 (E+-vxB: = 0, 
or Or ms C Ov 


vV:E= >》 tre, | dni(r ,0,1), 
vy-.B8B=0, 


16B8 (1.6.30) 
vxXE-: 


1 OE 
vB or 


十 > 和 ee | down,(r,0,1). 
里 


显然 ,这 里 出 现 的 输 运 方程 是 非 线性 的 ， 

综 上 所 述 ， 针 对 不 同 的 问题 ， 输 运 方程 有 不 同 的 形式 。 通 党 
的 中 子 输 运 方程 、 局 域 热平衡 条 件 下 的 光子 输 运 方程 和 高 能 带电 
粒子 的 输 运 方程 都 是 线性 的 。 而 Boltzmann 方程 ,Fokker-Planck 方 
程 和 Vlasov-Maxwell 方程 都 是 非 线性 的 。 本 书 第 二 、 三 章 将 讨论 
线性 输 运 方程 ,第 四 五, 六、\ 七 章 则 将 分 别 讨论 几 种 非 线 性 输 运 方 
程 . 

应 当 指出 , 以 上 列举 的 种 种 输 运 方程 所 描述 的 都 是 Markov 
过 程 。 事 实 上 ,在 输 运 方程 中 对 时 间 的 导数 只 是 一 阶 的 ,而 且 磁 撞 
项 所 描述 的 只 是 瞬时 的 碰撞 过 程 , 办 此 ,在 给 定 了 现在 的 分 布 函数 
之 后 ,就 完全 确定 了 将 来 分 布 函数 的 变化 ,而 和 过 去 的 分 布 函数 无 
关 。 这 正 是 所 有 Markov 过 程 的 特点 。 当 然 ， 自 然 界 中 的 答 运 过 
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程 并 不 都 是 这 样 的 , 非 Markov 过 程 也 可 能 出 现 .例如 ,由 于 中 子 裂 
变 时 所 产生 的 缓 发 中 子 先行 核 会 在 一 段 时 间 以 后 放出 中 子 ， 而 中 
子 裂 变数 分 布 又 和 中 子 分 布 有 关 ， 这 样 就 使 将 来 的 中 子 分 布 不 仅 
和 现在 的 ,而 且 也 和 过 去 一 段 时 间 的 中 子 分 布 有 关 。 另 一 方面 , 磁 
撞 过 程 并 不 一 定 总 是 瞬时 完成 的 , 它 可 能 持续 一 段 时 间 ; 也 不 一 定 
是 在 确定 位 置 上 发 生 的 ， 而 可 能 从 两 粒子 相距 相当 远 时 就 开始 发 
生 。 在 称 密 气体 中 就 会 出 现 这 种 非 瞬 时 非 局 域 的 磁 拉 过程。 对 于 
诸如 此 类 的 非 局 域 的 非 Markov 过 程 ， 输 运 方程 中 磁 接 项 的 更 普 
遍 形 式 应 当 是 
C3) 一 | | dr'dv >S(v ~—>V,r —>r, 
t— 1 )n(r ,vt). (1.6.31) 
用 这 样 的 磁 撞 项 代 人 (1.3.15) 式 ,就 得 到 相应 的 输 运 方程 ; 
On an Fn 
BW my 
一 | dz |araozo 一 DO1 7, CO— 1 )n(r,v,t) 
+ s(r,v,1). (1.6.32) 


本 书 第 六 章 中 将 讨论 的 广义 Langevin 方程 ,就 是 非 Markov 型 
方程 的 一 例 。 不 过 为 了 避免 使 计算 过 分 复杂 化 ,一 - 般 在 实际 应 用 
时 ,仍然 要 作 Markov 近似 。 


$1.7” 反应 系统 的 输 运 方程 "1 


反应 系统 是 指 参与 反应 的 粒子 混合 系统 。 例如 , 起 化 学 反应 
的 包含 分 子 \ 原 子 及 自由 基 等 粒子 的 混合 气体 ; 又 如 , 极 高 温度 下 
起 热 核反应 的 ,包含 经 核 、 中 子 、 电 子 及 光子 等 粒子 的 混合 等 离子 
体 (高 温 等 离子 体 的 Debye 长 度 大 ,所 以 碰撞 项 不 能 忽略 )， 为 研 
究 这 些 系统 中 的 输 运 现象 ， 就 必须 在 输 运 方程 中 反映 粒子 间 可 能 
起 各 种 反应 这 一 事实 。 

设 系统 中 包含 的 各 类 粒子 分 别 用 附 标 0,1,2,… 来 表示 ,其 中 


e 4 了 3 。 


0 特别 用 来 表示 光子 ， 而 !，2，… 则 表示 静止 质量 不 为 安 的 粒子 。 
粒子 i 的 速度 和 动量 分 别 用 v; 和 pi 表示 ,于 是 
mm = ch,, Pp- (1.7.1) 


Vv; = vO;, Pi = mv, i 0 (1.7.2) 
设 nj(r,t,Pi)drdp; 为 +t 时 刻 空间 (r, dr) 动量 (pi, dp;) 范围 
内 的 i 类 粒子 数 。 考虑 到 粒子 间 的 反应 (包括 衰变 ,弹性 和 非 弹 性 
散射 以 及 真正 的 反应 ) 时 , 输 运 方程 可 以 写成 
om On. 0 .np 
De Or Op; ef 


= SiC pi) — ail pi)nil pi) 
十 |cx Pp; > pi)ni( pi)d Pp: 


— ni( pi) |Gi( pi —> p')d p’, (1.7.3) 


- 


武 中 右边 各 项 的 物理 意义 是 : 5;( p;) 是 系统 中 由 于 所 有 可 能 发 生 
的 各 种 反应 而 引起 的 i 类 粒子 的 源 强度 分 布 ; ai( pi) 是 每 单位 时 
闻 内 具有 动量 pi 的 粒子 i 在 系统 中 因 各 种 反应 而 消失 的 几率 ; 
Gsi( pi pi) 是 每 单位 时 间 内 具有 动量 pi 的 粒子 i 在 系统 中 因 
为 各 种 散射 而 转化 为 具有 动量 p; 的 几率 。 这 些 量 的 具体 形状 当 
然 和 系统 中 存在 的 反应 的 具体 内 容 有 关 ， 但 显然 它们 都 和 有 关 反 
应 中 出 现 的 粒子 的 分 布 函数 有 关 。 因此 ， 如 果 具 体 而 完整 地 写 出 
来 ，(1.7.3) 式 就 代表 一 组 相互 耦合 的 非 线性 输 运 方程 组 。 关 于 这 
一 方程 组 的 性 质 和 解法 ,本 书 不 拟 详细 讨论 . 


$1.8 Onsager 关系 


在 结束 本 章 以 前 ,让 我 们 回 到 流体 动力 学 描述 中 ,讨论 一 个 具 
有 相当 普遍 意义 的 关系 一 一 Onsager 关系 , 以 便 以 后 加 以 引用 . 

输 运 现象 中 涉及 到 备 种 各 样 的 “ 流 ' ,如 热流 ,粒子 流 \、 电 流 等 ， 
这 些 流 受到 相应 “ 力 ’ 的 控制 ,如 热流 受 温度 梯 度 、 粒 子 流 由 粒子 
数 密度 梯度 、 电 流 受 电势 梯度 控制 等 等 ， ' 力 ”反映 了 系统 偏离 平 
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衡 状 态 的 程度 。' 流 " 则 反映 了 系 绕 恢 复 平 衡 状 态 的 倾向 。 如 果 系 
统 偏离 平衡 状态 不 太 远 ， 就 可 以 假设 力 X; 与 流 占 之 间 有 如 下 线 
性 关系 : 
外 一 — YiiXi, ( 求 和 规定 ) (1.8.1) 

其 中 72 称 为 系统 的 动力 学 系数 (或 输 运 系数 )。 例 如, 热 导 率 、 扩 
散 系数 .电导 率 等 等 

Onsager 关系 讨论 的 是 这 些 动力 学 系数 *z 的 对 称 性 质 。 为 
说 明 这 一 性 质 , 孝 虚 一 个 被 抗 动 系统 的 炉 5, 它 应 当 与 空间 各 处 的 
% 值 有 关 , 因 此 是 ai(r) 的 泛 活 ;我 们 把 它 记 作 5 一 Sta:}。 假 设 
系统 在 平衡 态 时 达到 的 最 大 炉 为 5S{&:}， 那么 S{as} 将 自然 地 倾 
向 于 达到 它 的 极 大 值 。 如 果 差 ai 一 6 小 ,就 可 以 对 之 展开 ,并 取 
到 二 阶 小 项 为 止 : 〈 记 住 求 和 规定 ,下 同 ) 


Sai) = SC2) 十 | (ao — &i)dr 


2 
+ | 


pe A A 


Bisa 


式 中 | 表示 取 变 分 导数 30 在 wm 一 名 时 的 值 ， 余 类 推 .由 
Qs I i 


于 S(@) 在 oi 二 6 处 为 极 大 ,所 以 一 阶 变 分 导数 为 零 。 记 
AS = S(@i) 一 (6r)， 


则 有 
A | Bo st a sa (1.8.3) 
其 中 
cs O25 
Bii Soa; Bi (1.8.4) 
定义 力 ' Xi 为 
j= 
Bai 
则 由 (1.8.3) 式 可 得 
二 二 (1.8.5) 
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由 于 系统 处 于 某 一 状态 的 几率 正比 于 cewyts， 所 以 可 以 定义 
物理 量 G 的 系 综 平均 值 为 
[Gexp CAS/ta) I su 
(6) = - 


| em Casa I oor 
或 利用 (1.8.3) 式 ,得 
ceo [—2-|es(e — &) (0 —&) ar| I 0% 


jee [= jee -aaa Im 
(1.8.6) 


尽管 上 式 只 在 mm s 区 附近 才 有 效 , 但 积分 限 仍 可 以 取 为 (一 %， 
co)， 因 为 w 远离 &; 时 被 积 函数 指数 地 趋 于 零 ， 对 积分 没有 明显 
的 贡献 . 

利用 (1.8.5) 访 可 以 证 明 


(GXi) 一 (Xj) = 0。 (1.8.7) 
所 以 有 
《(oi — &;)Xi) = aXi). /1.8.8) 
由 恒等式 
ee [5 Bi — i) (oi) dr | I] Ooi 


a ”一 一 一 一 一 一 一 Cs 
em -ee — i)(0; — Gi) dr | ll 6oai 
两 边 对 &; 求 微 商 ,注意 左边 的 分 母 是 与 6; 无 关 的 常数 , 便 得 
(GiX1) = kp5ii, (1.8.9) 
由 于 微观 过 程 的 可 逆 性 ,有 

《oi(0) at)) 一 《oi(0)ai 一品? 

再 由 时 间 平 移 不 变性 ,有 
(ai(0)m(—t)) = alt)ei(0)), 
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由 以 上 两 式 可 得 


《oi(0)0;C2)) 一 《ci(t)oai(0)》。 (1.8.10) 
两 边 减 去 《a(0)eix(0)〉 并 用 tt 除 ,再 取 t 一 0 的 极限 , 便 得 
ox(0)6(0)) = 《6(0)0;(0)). (1.8.11) 
将 (1.8.1) 式 代入 并 利用 (1.8.9) 式 ,左边 成 为 
—《o(0)7iX.(0)) = — kgridn = — Karii, 
耐 右边 是 
— 《YuXi(0)e(0)) = —karn6n 一 —kary,. 
所 以 有 


Yi = Ti (1.8.12) 
这 就 是 Onsager 关系 ,是 Onsager 在 1931 年 得 到 的 . 
注意 到 推导 Onsager 关系 的 过 程 中 , 除了 用 到 近 平衡 的 条 件 
之 外 ,我 们 所 假设 的 仅仅 是 微观 运动 的 可 逆 性 和 时 间 平 移 不 变性 ， 
而 这 是 相当 普遍 地 成 立 的 .因此 Onsager 关系 是 近 平 衡 现 象 中 的 
普遍 原理 ,被 称 为 Onsager 原理 
但 是 ,在 有 些 情 况 下 , 对 于 微观 过 程 的 可 逆 性 要 加 以 说 明 。 在 
旋转 系统 中 ,或 在 有 外 磁场 的 系统 中 , 作 时 间 反 帝 时 必须 同时 改变 
角速度 2 的 方向 或 者 改变 外 磁场 B 的 方向 ,才能 保证 不 变性 ， 因 
此 , 当 动 力学 系数 7ii 与 从 或 B 有 关 时 ，Onsager 关系 应 当 写成 
7j(@) = 71(— 1), (1.8.13) 
ri(B) = 7rn(—B). (1.8.14) 
此 外 ,在 征明 (1.8.12) 式 的 过 程 中 已 默认 % 这 些 量 在 时 间 反 演 下 保 
持 不 变 。 这 对 于 ww 代表 密度 、 内 能 密度 、 电 和 荷 密度 等 物理 量 的 情 
况 下 是 正确 的 。 但 是 , 如 果 % 与 某 种 宏观 速度 成 比例 , 那么 它 在 
时 间 反 资 下 就 会 变 号 。 在 (1.8.11) 式 中 ， 如 果 % 和 o 属于 同一 类 
物理 量 ， 那 么 它们 在 时 间 反 这 下 同时 变 号 或 同时 不 变 号 ， 所 以 
(1.8.11) 式 总 是 成 立 的 , 它们 的 Onsager 关系 就 是 (1.8.12) 式 。 如 
果 %w 和 wj 不 属于 同一 类 物理 量 , 就 要 注意 到 , 在 时 间 反 演 下 其 中 
之 一 变 号 而 另 一 不 变 号 ,这 时 Onsager 关系 就 应 当 改 写 为 
Yi 一 一 了 ii (1.8.15) 
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正确 应 用 Onsager 关系 的 关键 是 对 于 给 定 的 流 ' 要 正确 地 
找 出 相应 的 为"。 为 此 ， 注 意 将 (1.8.3) 式 对 + 求 导 并 利用 (1.8.5) 
式 可 得 


S 一 一 (xiadr. (1.8.16) 


可 见 , 只 要 为 所 邯 虑 系统 写 出 § 的 表达 式 , 就 可 以 确定 “ 流 ' 和 相应 
的 ' 力 ” ， 
例如 ,对 于 热传导 问题 , 设 热度 为 9 ,温度 为 了, 则 项 止 流体 中 
炉 的 增加 率 为 
4 一 一 “9 dr 
T 


经 过 分 部 积分 并 假定 无 穷 远 处 9 一 0， 就 得 到 


J PI 
S 1 3 dr. (1.8.17) 
与 (1.8.16) 式 相 比 较 , 如 果 取 9g 为 流 ' , 则 相应 的 力 ' 就 是 

1 

eS 
由 (1.8.1) 式 得 

rR 
qi Yi T? Bx, (1.8.18) 


Yj/T” 是 热 导 率 ki;。 Onsager 关系 要 求 ji 一 gj;。 与 实验 定律 
(1.4.19) 式 比较 ,有 xij 一 本。 

再 以 粘 带 性 为 例 。 在 均匀 温度 的 流体 中 ， 胁 强 张 量 Pu 使 小 
体积 元 dr 上 受到 一 个 力 [ 见 (1.4.11') 式 ] 


过 OPag ar. 
Dxp 


根据 (1.4.15) 式 可 知 , 粘 滞 张 量 04 部 分 对 这 力 的 贡献 可 以 写成 


Ts Oop dr 
Oxsg st 


若 这 个 体积 元 有 速度 c。, 那么 单位 时 间 内 粘 沾 力 对 它 作 的 功 是 


Ooap dr 
Xs 9 


a 
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这 部 分 功 转变 为 热能 ,使 系统 的 和 增 加 ,其 增长 率 为 


5 一 (= Bon 3 
T Ors 


经 过 分 部 积分 , 设 无 穷 远 处 无 粘 滞 力 , 则 得 


3 7 1 ac。 | 7 Veagp 
$= Gu， 一 一 2 ar == (ar * 一 一 adr. (1.8.19 
| | Oe 人 4 


这 里 用 了 cas 是 对 称 张 量 的 条 件 , 并 定义 了 


1 /Oec Oc 
Vas— i Ca + Qc 上 1.8.20 
2 Dx， Dxr。 ) 


如 果 把 os 当成 流 ' , 则 相应 的 力 ' 是 去 pm 所 以 (1.8.1) 式 


可 写成 


V 
= Wap,reV rs, (1.8.21) 


Ld 
Gap 本 Yop,rs 


这 里 (ap) = i,，(76) 一 j， quoprrs 一 一 2， 由 Onsager 关系 知 


Naprs ”四 rioap5 (1.8.22) 
与 实验 定律 (1.4.15a) 式 比较 ,可 知 
mapg,rs 一 — (6or6ps 十 85ppr) 
+ (2 严 一 5 ubrs. (1.8.23) 
又 以 电导 率 为 例 。 设 导体 中 电势 为 p(r), 电 流 密度 为 j(7)， 
则 毁 的 增加 率 为 


;9 
3 一 一 | 下 dr， 1.8.24 
T Ox, E ( ) 


把 i 看 成 流 ' ,把 二 je 看 成 力 ’ , 则 


， 1 Ogq 

so 一 Yop 一 5 1.8.25 

7 xp ) 
与 通常 的 Ohm 定律 

nt 

fe Oup Bxp 


e 49 4% 


相 比 较 可 知 
Yup 于 了 aup， 
其 中 op 是 电导 率 张 量 . 根据 Onsager 关系 ,有 
Oup 叶 Opga, (1.8.26) 
在 各 向 同性 导体 中 ，owg 一 c6oe，5 为 电导 率 ， 
Onsager 关系 可 以 帮助 我 们 认识 新 现象 。 例如 ， 我 们 知道 了 
温 焚 电 现象 , 即 


Om oT ee 
a A 1.8.2 
Or h Oxsp ( 
于 是 Ohm 定律 就 应 当 推广 为 
一 Fe 一 gsjg+ cop 3 (1.8.28) 
a 如 


其 中 o 引 是 (osp) 的 逆 和 矩阵 的 矩阵 元 ,注意 ，aop 不 一 定 是 对 称 
张 量 。(1.8.28) 式 可 改写 为 


, 0 87 E 
fe mB Oagp 人 OarQrp Bx (1.8.29) 
而 由 (1.8.18) 式 可 知 ,无 电流 时 热流 为 
Gu 吧 一 此 oT 
Oxsp 


上 式 与 (1.8.29) 式 相 比较 ,容易 发 现 它 不 符合 Onsager 关系 , 所 以 
应 当 把 上 式 改 写 为 


da 一 一 5op 一 kap Gr (1.8.30) 

其 中 
EopT 一 Gaprcra7 。 (1.8.31) 

将 (1.8.28) 式 代 人 (1.8.30) 式 ,得 

qo 一 pop16 一 Kap 5 (1.8.32) 

式 中 
Bag 一 7opo， (1.8.33) 
Kag 一 fop 一 Orsceacrp 了 , (1.8.34) 
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其 中 ss 是 光电 流 时 的 热 导 率 ， ks 是 无 外 场 时 的 热 导 率 . 
(1.8.30) 式 中 新 增加 的 一 项 一 5 并 反映 了 电位 差 引起 热流 的 
Xa 


现象 ,是 Benedick 于 1918 年 从 实验 发 现 的 电热 效应 , 比 温差 引起 
电流 的 现象 晚 了 六 十 多 年 。 在 Onsager 关系 提出 之 后 , 人 们 才 认 
识 到 它们 之 闻 的 联系 。 


第 二 章 ”线性 输 运 方程 
在 简化 情况 下 的 精确 解 


$2.1 概述 


求解 输 运 方程 的 目的 是 得 到 密度 分 布 函数 n(r,v, :1)， 从 而 
给 出 有 关 粒 子 输 运 的 信息 。 但 是 由 于 输 运 方程 是 一 个 微分 -积分 
方程 ,其 自 变 量 多 达 七 个 〈 三 个 坐标 分 量 、 三 个 速度 分 量 及 一 个 时 
间 变 量 ), 而 且 其 积分 核 函数 相当 复杂 , 所 以 求解 输 运 方程 通常 是 
很 困难 的 。 如 果 积 分 核 函 数 与 分 布 函 数 有 关 ， 输 运 方程 是 非 线 性 
的 ， 求 解 也 更 加 困难 。 因此 , 求解 输 运 方程 时 常常 要 做 某 些 简化 
或 近似 的 处 理 ， 具 体 地 说 ， 有 以 下 三 条 途径 。 

一 是 采用 简单 的 模型 , 使 输 运 方程 的 形式 得 到 简化 。 如 果 简 
化 得 适当 ,就 可 能 求 得 精确 解 ,由 此 得 到 一 些 真 实物 理 现象 的 适当 
解释 。 求 简化 输 运 方程 的 精确 解 的 更 重要 意义 在 于 ， 从 中 获得 有 
关 更 复杂 输 运 方程 解 的 特征 的 有 用 信息 ， 并 为 复杂 输 运 方程 的 近 
似 求 解 提 供 依 据 。 此 外 , 这 些 精确 解 还 可 以 当 作 基准 解 用 来 检验 
不 同 数值 解法 近似 格式 的 优 劣 ， 事 实 上 ,到 上 前 为 止 ,不 论 是 线性 
的 还 是 非 线 性 的 输 运 方程 ,都 已 经 对 某 些 简化 模型 求 得 了 精确 解 . 
这 些 精确 解 的 数量 虽然 不 多 ， 但 在 许多 物理 问题 的 讨论 中 却 能 起 
到 很 大 的 作用 。 本章 将 对 线性 输 运 方程 在 简化 情况 下 的 精确 解 进 
行 讨论 . 

考虑 方程 (1 0 即 

2 v- 2 + 人， 9 十 vE(r,v)n(r,v,) 
一 7zr 一 JpnCr Di) 十 Cr Di)， (2.1.1) 


如 果 介 质 是 元 散射 (或 纯 吸收 ) 的 ， 即 每 次 碰撞 部 导致 吸收 而 不 产 


? S52* 
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生 次 级 粒子 ,那么 就 有 
Er,v > v0) = 0, c(r,v) = 0, Sr,v) = 3,(r,v), (2.1.2) 
于 是 (2.1.1) 式 就 成 为 


On On F On 
一 一 “一 十 一 -一 十 v2Z,(r, 
Qi a Dr m Ov Sh 
= s(r,vV,/). (2.1.3) 


假定 3(r,v) 是 已 知 函 数 , 与 分 布 函数 无 关 ，(2.1.3) 式 就 是 线性 
输 运 方程 .这 就 是 本 章 所 要 讨论 的 第 一 个 简化 情况 . 
再 著 虑 无 外 场 时 (2.1.1) 式 的 定 态 情况 。 用 角 通 量 
pp 一 p(rz 0) = vn(r,v) 


写 出 ,得 
0 . 22 十 2 一 areaGzCrw ~ ys 
GO’ —> Gp(r,v ,0 ) + sr,v, 0), (2.1.4) 
其 中 
2, = 3,(r,z), 
5(r,v > v0 —> 0) = /Er,vV' —>U), (2.1.5) 
s(r,v,0) = vis(r,v0), 
如 果 
| 
5(r, 0'— 0) = ez 一 v,0' 一 上) 与 v' 无 关 ， 


那么 ,将 (2.1.4) 式 对 v 积分 ,并 令 
P(r,0) = zero 0), 
| 06)= JavsCr,0, 6), (2.1.7) 
就 得 到 
6. p+ 5,p(r,0) 
Or 


一 ja0'3(r,0'— 09)p(r,9') Tir0O). (2.1.8) 
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这 个 方程 称 为 单 速 输 运 方程 ， 或 单 能 输 运 方程 。 近 似 (2.1.6) 称 为 
常 截面 近似 . 

在 常 截面 近似 下 , 如果 介 质 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 ,那么 总 宏 
观 截面 3, 和 每 次 碰撞 所 产生 次 级 粒 于 的 平均 数 c 都 是 常量 , 与 了 
及 9 无关， 磁 撞 核 了 水 数 5 了 及 碰撞 特征 函数 f 也 和 7? 无关 。 由 
(1.3.27) 可 得 

3(4 一 g) 一 <319 — 4). 
进一步 假定 次 级 中 子 的 放出 是 各 向 同性 的 : 
(0 TT 0) 


源 也 是 各 向 同性 的 : 
‘(r,0) 一 SCr) 
4 


就 可 以 把 (2.1.8) 式 进一步 简化 为 


6 2+ so(r,0) 
r 


总 |agwor， Cp 0. (2.1.9] 
这 是 本 章 要 讨论 的 第 二 个 简化 情况 . 

简化 方程 的 可 能 性 是 多 种 多 样 的 . (2.1.3) 式 和 (2.1.9) 式 也 还 
可 以 进一步 简化 。 以 上 主要 考虑 了 对 碰撞 核 函 数 加 适当 的 限制 和 
对 介质 作 空 间 均 匀 性 和 各 向 同性 的 假设 ， 以 消去 变量 v 并 简化 对 
变量 > 及 6 的 依赖 ;或 考虑 定 态 , 以 消去 对 变量 * 的 依赖 。 此 外 ， 
在 所 讨论 的 物理 问题 中 ， 分 布 函数 对 空间 的 依赖 还 可 能 具有 某 种 
对 称 性 ， 如 一 维 对 称 ( 包 括 平 几何 、 球 几何 及 柱 几 何等 对 称 情况 )、 
周期 性 对 称 等 。 这 些 对 称 性 也 可 以 利用 来 使 输 运 方程 简化 。 所 有 
这 些 简化 中 ,以 碰撞 核 函 数 的 适当 形式 的 选择 最 关 重 要 。 从 本 章 
将 要 讨论 的 一 些 简化 情形 可 以 看 出 ， 如 果 碰 撞 积 分 项 没有 适当 的 
简化 形式 , 输 运 方程 的 精确 解 是 无 法 求 出 的 . 

求解 输 运 方程 的 途径 之 二 是 使 用 近似 方法 .出 于 能 够 精 询 求 

本 


解 的 (经 过 简化 的 ) 输 运 方程 为 数 极 少 ， 所 以 近似 方法 受到 普遍 的 
重视 。 这 些 近 似 方法 对 求解 非 线性 输 运 方程 尤其 重要 , 因此 我 们 
将 在 讨论 非 线 性 输 运 方程 时 再 详细 介绍 。 当然 ,那里 所 介绍 的 各 
种 近似 方法 也 可 以 用 于 求解 线性 输 运 方程 ， 

”途径 之 三 是 使 用 数值 计算 或 统计 模拟 的 方法 。 这 些 方法 将 在 
第 三 章 中 加 以 讨论 . 

以 上 所 说 的 三 种 途径 在 解决 实际 问题 时 各 有 长 处 。 求 简单 模 
型 的 精确 解 , 其 结论 明确 而 且 没 有 计算 误差 ,便于 讨论 某 些 理论 问 
题 , 可 以 用 来 判断 某 些 猜测 的 正确 性 ,但 常常 由 于 对 实际 问题 做 了 
过 多 的 简化 而 丢掉 了 某 些 重要 信息 . 求 近 似 解 的 方法 可 以 讨论 更 
合乎 实际 情况 的 问题 ,但 求解 过 程 常常 过 于 复杂 , 求 得 的 解 也 常常 
不 是 封闭 形式 ,不 像 精 确 解 那样 明确 简洁 ;更 重要 的 是 由 于 结论 只 
是 近似 的 , 万 以 有 时 就 在 一 定 程度 上 降低 了 其 应 用 价值 。 数值 计 
算 或 统计 模拟 的 方法 可 以 针对 具体 问题 得 出 确切 的 数值 结果 ， 但 
无 法 得 到 解析 的 结论 ,因此 进行 理论 分 析 和 概括 比较 困难 ,不 易 发 
现 有 关 物 理 现象 中 的 规律 性 ;此 外 ,在 计算 中 还 有 不 可 避免 的 误差 
出 现 ， 影 响 计算 结 果 的 可 靠 性 ,实际 上 ， 在 讨论 具体 的 输 运 问题 
时 ,常常 要 同时 采用 多 种 途径 ,以 便 互 相 补充 ,互相 验证 。 例 如 ,在 
讨论 中 子 或 光子 输 运 时 , 扩散 理论 是 十 分 有 用 的 近似 方法 。 但 是 
在 边界 和 强 吸 收 体 附 近 , 这 一 近似 方法 的 结果 和 实际 偏离 很 大 , 必 
须 利用 输 运 方程 的 精确 解 来 加 以 修正 。 在 远离 边界 或 强 吸 收 体 的 
地 方 , 通过 和 精确 解 的 渐 近 形式 相 比 较 , 选择 适当 的 “外 推 长 度 ' ， 
扩散 理论 的 结果 也 能 得 到 重大 改进 (参见 52.10)。 又 如 ,在 讨论 气 
体 的 输 运 系数 时 ，Enskog 和 Chapman" 就 先 从 平衡 态 的 精确 解 
Maxwell 分 布 人 手 , 得 到 近乎 衡 处 Boltzmann 方程 的 近似 解 , 最 后 
用 数值 方法 求 得 了 输 运 系数 ,其 数值 与 实验 结果 符合 得 很 好 ， 


2.2 ”粒子 在 无 散射 介质 中 的 流 身 


考 卡 无 散射 介质 中 的 线性 输 运 方程 (2.1.3)， 即 可 以 完全 咯 去 
碰 擅 积分 项 的 下 列 方 程 
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On n d 
Dr - 
十 vyE(r,v)n = s(r,v,t), (2.2.1) 
式 中 3(r,z) 和 rp) 是 已 知 国 数 ， 与 n(r,v,t1) 无 关 。 田 
外 ,假定 介质 为 无 限 ,没有 边界 . 
首先 求 (2.2.1) 式 的 形式 解 。 定 义 流 射 碰 接 算 子 : 
wav0. +. + ,r,s), (2.2.2) 
or m 0v 
方程 (2.2.1) 式 可 以 写成 
床 十 n= (2.2.3) 
这 个 方程 有 形式 解 ; 


Pr yi) 一 ce ‘*n(r,v0,0) 
f 
十 | dt'e (rv ,1 ). (2.2.4) 
0 


这 里 算 子 ce 称 为 时 间 演 化 算 子 或 时 间 传 播 算 子 ， 它 给 出 时 间 
演化 效应 , 亦 即 按 (2.2.4) 式 的 规律 把 初始 〈: 一 0) 时 刻 的 分 布 函 
数值 传播 到 以 后 某 时 刻 +。 如 果 没 有 外 场 而 且 介质 均匀 ,那么 就 有 
F = 02(ryz) 一 2(2)， 而 


Sa 一 0 -+o3(mD 
Or 


注意 到 算 子 o 二 和 v3s(v) 对 易 ,就 有 


wn. 
了 Fr。 


?2 一 el 一 ZaCz)t .ee ; 


ce 


而 算 子 ~”“ 疗 作用 于 任意 解析 函数 $Cr,v,1) 时 ,相当 于 把 人 
标 系 平移 oz, 即 


?De 一 一 


2 orp(r,v,1) 


(下 
及 1 
=- 于 一 一 一 一 oroo) 


aa nl 


= pr — v1,0,1)., (2.2.5) 


所 以 形式 解 〈2.2.4) 式 在 无 外 场 和 介质 均匀 的 情况 下 可 以 写 出 结 
果 : 


n(r,V0,t) = e "Yon(r — Vi,v,0) 
， 
十 | itz'e Za (rr Vt)0,t), (2.2.6) 
0 


上 式 右边 第 一 项 表示 上 一 0 时 位 于 (r 一 v1) 处 附近 的 速度 为 v 
的 粒子 在 经 过 vi 这 段 路 程 中 被 吸收 衰减 之 后 (速度 不 变 ) : 时 刻 
到 7 处 附近 剩 下 的 粒子 对 a(r,v,:) 的 贡献 ,第 二 项 则 表示 : = 
0 时 刻 以 后 f+ 一 v(t 一 +*) 处 附近 源 所 放出 的 速度 为 v 的 粒子 
经 吸收 衰减 后 在 二 时 刻 到 附近 剩 下 的 粒子 对 n(r,v,:) 的 贡 
献 ， 如 果 在 真空 中 ，3。(v) 一 0， 那 么 (2.2.6) 式 就 简化 为 


n(r,v,t) = n(r — vi,v0,0) 
十 | dz's(r — v(t CO—1),0,/), (2.2.7) 
0 


其 次 考虑 无 外 场 时 的 定 态 。 这 时 (2.2.1) 式 变 成 
Pe Ea Rs (2.2.8) 


可 以 看 出 ,这 里 v 只 起 参量 的 作用 , 即 对 于 给 定 的 v，(2.2.8) 式 只 
是 以 7 为 自 变量 的 微分 方程 。 记 和 角 通 量 vn(r,v) 为 9 一 p(7)， 
省 去 参量 v 不 标 出 ,那么 (2.2.8) 式 可 改写 为 


9 . 让 + Er,v)p = s(r,0). (2.2.9) 


设 m 是 空间 中 任意 一 点 ，! 是 通过 ro 沿 98 方向 的 直线 . 由 (2.2.9) 
式 可 以 看 出 ，9(Cr) 在 ! 上 的 值 与 ! 外 的 各 点 无 关 。 因此 ， 令 
7 一 To 一 RQ， 就 可 以 把 (2.2.9) 式 变 成 常 微分 方程 : 

_dqp(ro — RO) 

dR 
= s(ro — RO,v). (2.2.10) 

(2.2.10) 式 的 通 解 是 

plro — RO) = plro)e™o® 


十 2,(ro 一 RG:z)p(n 二 RO) 
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， 
-| eR (pr, — RW,V)AR’, (2.2.11) 
0 


其 中 
al R’, R) = | Sro — R"O,v dR’. 
(2.2.11) 式 可 以 改写 成 
P(r) 一 p(m — RO)eT™® 
| tn — R'O,v)aR’, 
上 式 左边 与 R 无 关 。 如 果 源 只 分 布 在 有 限 的 区 域内 ,， 则 无 限 远 处 


9p(m 一 RO) 为 零 . 在 上 式 右边 取 R 一 oo 的 极限 之 后 , 用 ? 代 
替 ro, 用 R 人 代替 R ,就 得 到 


plr) 一 | — RO,V)AR., (2.2.12) 
如 果 介 质 是 均匀 的 ，3,(r,v) 一 >.(v)， 那 么 

plr) | es — RO,v)aR; (2.2.13) 
如 果 是 在 真空 中 ，3,(v) 一 0， 就 有 

o(r) 一 | 一 RO,o)ZR。 (2.2.14) 


如 果 介 质 虽然 不 均匀 , 但 宏观 吸收 截面 3,(r,v) 一 5.(r) 与 "无 
关 , 那么 c(0,R) 就 称 为 > 与 > 一 RO 两 点 间 的 光学 厚度 (注意 ， 
它 是 个 无 量 纲 的 量 , 等 于 两 点 间 的 吸收 平均 自由 程 数 ). 

最 后 讨论 一 下 表面 源 的 情况 ， 看 看 在 这 情况 下 无 外 场 的 定 态 
是 怎样 分 布 的 .为 简单 起 见 , 假设 涯 位 于 一 个 封闭 的 凸 表 面 "上 ， 
* 是 从 o 算 起 沿 表面 法 线 # 方向 的 坐标 (如 图 2.1)， 则 表面 源 可 
以 写成 


s(r,v) = ss,(r,v)6(x) (2.2.15) 
将 (2.2.15) 式 代入 (2.2.12) 式 ,注意 到 
GR ral (2.2.16) 


a 


e SA。 


A 


便 得 (将 9 所 依赖 的 另 一 变量 v 恢 复写 出 ) 
p(r,D) 一 | pr — RO,v)6 Cx)dR 


= | xi(7 一 RG,v) 6(x) dr. 
Re0 16 é,| 

如 果 在 所 包围 的 凸 区 域内 ， 则 当 尺 从 0 变 到 co 时 ,x 只 有 一 

次 ( 当 一 R69 点 落 到 o 上 时 ) 为 零 ,因此 

rr 一 RiG,D) 


7 _ 下) 一 一 co(0,R) 。 
p( 9 ) 2 0 2 


(2.2.17) 


乡 


图 2.1 表面 源 在 空 穴 中 产生 的 角 通 量 


如 果 这 个 凸 区 域内 是 真空 ， 即 由 o 所 包围 的 一 空 腔 ， 那 么 a(0， 
R,) 一 0， 而 (2.2.17) 式 给 出 | 
g(r, 0) 一 sr 一 RQ,0) 
19 .2 
在 空 腔 表 面 处 ,，r = r,，R, 一 0， 因 此 表面 处 的 角 通 量 为 
p70) = i710) = Lr 0). 
I9 é, | 
于 是 空 驼 内 的 角 通 量 又 可 以 通过 表面 处 的 角 通 量 表 示 为 
sr — RD,v) 


a Per RS R.0,0). 
14 月 


9p(r,v0) 一 


当空 腔 表 面 上 的 角 通 量 为 常数 时 ， 空 腔 内 尾 一 点 处 的 角 通 量 也 是 
同一 常数 . 

在 辐射 输 运 的 情形 下 应 用 上 述 结果 ,使 得 到 下 列 著 名 的 ' 室 腔 
辑 射 结果 , 即 当 一 空 腔 由 处 于 绝对 温度 工 的 黑体 所 包 图 时 , 舱 中 
的 辐射 分 布 就 是 均匀 的 \, 相 当 于 温度 工 的 黑体 辐射 分 布 ,也 就 是 该 
温度 下 的 Planck 分 布 。 
$ 2.3 首次 飞行 积分 核 


上 节 讨 论 了 无 散射 介质 中 输 运 方程 的 精确 解 ， 现 在 来 探讨 一 
下 ,从 中 可 以 引伸 出 什么 结果 . 

考虑 用 r, E, 9,: 作为 自 变量 时 角 通 量 p 一 p(r, E, 9,1) 
所 满足 的 输 运 方程 (1.3.25); 


1 Op Op 
一 -+TO. 二 十 3 
vo» Oi Dr 业 


一 | ageabzr,z —>E,0’—> 0)p(r,E',0’',!) 
+ s(r,E,0,:). (2.3.1) 
如 果 是 在 无 散射 的 ( 纯 吸 收 ) 介 质 中 ,那么 仍 有 
5(r,E’ -> E,0'—>0)= 0, 3,(r,E) = 3,(r,E), 
所 以 (2.3.1) 式 的 定 态 就 由 下 列 方程 决定 . 
: OS + Ep sr,E,0). Cy 
用 讨论 (2.2.9) 式 的 方法 可 以 同样 求 得 
op(r,E,0) 一 上 一 RG,E,O)ZR， (2.3.3) 
其 中 
R 
a | g(r — RO,E)R'. (2.3.4) 
在 均匀 介质 中 ,有 
9p(r:E,G) 一 | ees — RO,E,0)dR, (2.3.5) 
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如 果 介 质 有 散射 ,那么 互 与 3 就 不 再 相等 , 以 上 的 讨论 方法 
也 不 再 有 效 。 但 是 ,如果 我 们 讨论 初生 粒子 , 即 从 源 放出 之 后 尚 
未 受到 过 散射 的 粒子 的 分 布 函数 pi(r,E,,:)， 那 么 , 由 于 这 种 
粒子 所 遇 到 的 碰撞 〈 不 论 是 被 吸收 还 是 被 散射 ) 都 使 它 失 去 了 作 
为 “初生 粒子 的 资格 ,因此 op; 所 满足 的 方程 在 形式 上 与 无 散射 介 
质 中 9 满足 的 方程 类 似 , 区 别 只 是 用 3, 代替 了 3.。 所 以 , 其 定 态 
方程 可 由 (2.3.2) 式 改写 成 


0. Op + Ep; = sr, EE,G). (2.3.6) 
Or 
在 均匀 介质 中 ,初生 粒子 的 定 态 就 是 
pri(r, 卫 0) 一 人 seedr — RO,F,G)d4R. (2.3.7) 


以 下 考虑 各 向 同性 散射 的 均匀 介质 , 3, 仅 是 已 的 函数 。 为 进 
一 步 改 写 (2.3.7) 式 ,引入 记号 


B80 . 0) = 5(O.0'—1) 
其 中 5(@ . 0' 一 1) 是 通常 的 5 函数。 容易 验证 , 对 于 任意 的 函 
数 {GQ)， 有 
20'8:(0 . OY 8) = 10). 
利用 记号 8,(8 .9')， 可 以 把 (2.3.7) 式 改写 成 体积 分 的 形式 : 
pr,E,0)— |aRax9 ‘ Or)sr — R,E ,0G) 


pl AE)R) (2.3.8) 


式 中 
op 中， dR 一 Rd Rd Rp. 
对 于 单 向 点 源 (位 于 ro 且 仅 沿 4 方向 发 射 粒子 的 源 ): 


s(r,E,6) so(E)s(r Te ro)5(0 Y 0,), 


有 
pi(r,E,0) 3 so(E)Ga(T, 0;ro, 00), 
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这 里 


Galr, 0 》 ro, 060) i exp [—2(E)lr—roll 


(Cr 一 ro)’ 
xp6i(G . G6 ( 一 。 9 ) (2.3.9) 


称 为 点 源 Green 函数 ， 又 称 为 首次 飞行 积分 核 (函数 )。 它 表示 
在 ro 处 沿 G. 方 向 发 射 的 每 个 粒子 对 > 处 沿 4 方向 的 未 经 碰 擅 
粒子 角 通 量 的 贡献 。 对 于 任意 的 源 *(r, 了 3,G@),， 可 以 用 Ga 作 积 
分 核 而 求 得 它 所 产生 的 初生 粒子 角 通 量 : 


pr,E,0) ee |ariads Ga r, ;7,0) 
Xxs(ro, FE,0,). (2.3.10) 


由 (2.3.9) 式 容易 看 出 首次 飞行 积分 核 的 性 质 : 

Ga(r,0gim)9) 一 Ga(ro,— Oo;r,— 0). 
这 性 质 被 称 为 “ 倒 易 定理 '。 它 说 明 , 在 mr 处 9 方向 上 放出 粒子 
的 单位 源 在 > 处 所 产生 沿 @ 方向 的 初生 角 通 量 等 于 在 r 处 一 9 
方向 上 放出 粒子 的 单位 源 在 rw 处 所 产生 沿 一 4 方向 的 初生 角 通 
量 。 由 倒 易 定理 容易 导出 一 些 有 意思 的 推论 。 例如， 我们 有 


| Gar G7,0) a0 ~ | ca(n 一 0m 一 9)49 
即 ,7 处 单位 定向 (9) 源 在 > 处 引起 的 初生 通 量 等 于 > 处 单位 各 


向 同性 源 在 7, 处 引起 的 沿 一 0, 方向 的 角 通 量 . 又 如 , 设 如 为 一 方 
加 矢量 , 则 有 


jh * GGa(r, 0;r,0)d0a0, 
jl ， Oou(n, 一 Gor, 一 9)d070， 


即 ，mw 处 一 单位 各 向 同性 源 在 > 处 引起 的 在 如 方向 的 净 流 等 于 
处 一 方向 分 布 为 一 人生 的 单位 源 在 nm 处 引起 的 通 量 . 


如 果 有 位 于 原点 的 各 向 同性 点 源 , 即 


e 02 。 


sn 三 ,Go) 3 ed 5(ro)， 


那么 ,在 > 处 产生 的 初生 粒子 的 通 量 就 是 
pi(r;B;G) 一 SBE) LPL 5, (TG) (2.3.11) 
对 4 积分 ,得 到 
$i(r,E) — |ddpi(r, E,0) 
一 SC(EJe[ 一 2CBE)z] Sr,E) 
4xr’ 
了 
工 bi(r,E)drdE = draE |aGni(r,E,0) 
表示 位 置 在 (r,dr) 范围 内 ,能 量 在 (E,4E) 范围 内 的 初生 粒子 
数 。 不 难看 出 , 若 在 > 处 放 一 面积 元 ac, 其 方向 随机 选择 , 则 单位 


时 间 内 打 在 面积 元 一 侧 的 能 量 在 〈E，2E) 范围 内 的 初生 粒子 数 
的 期 届 值 就 等 于 


径 $i(r,E)dE. 
如 果 有 许多 各 向 同性 的 点 源 分 布 在 空间 的 各 点 
ri(j 一 1)2……)， 
5(7 五， 0,) sm 多 an 加 6(ro ES rj ), 


光大 
br BE) 一 Sn,E) PEAE)r on|], 


4x(r 一 ri;)’ 
如 果 各 向 同性 源 连 续 分 布 在 曲面 c 上 , 即 
s(r,sE ,0o) ao me) 5(r — R,),R,é o, 
那么 就 有 


di(r;E) 一 | dosaR, ,E) 上 Rl, 
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及 ,6E c。 
对 于 曲面 上 均 久 分 布 的 各 向 同性 源 ，56(R,,E) 一 SCE) 与 民 , 无 
关 , 于 是 


pi(rsE)= $5(E) jz exp[—2,(E)lr — R,|] 


4r(r — R,) 
= [daopim( 17 — RI,E), Reo. (2.3.13) 


将 (2.3.13) 式 用 于 c 为 平面 的 情况 , 则 可 以 求 得 ,在 距 平 面 x 
处 ,有 


pr™ (xr,E) > SA(E)E(S(E)x) (2.3.14) 
式 中 E,(x) 是 一 阶 指数 积分 函数 : 
od [ea | eeep, (2.3.15) 


当 v 为 球面 (半径 4a) 时 ,可 以 求 得 ,在 距 球 心 + 处 ,有 
pH(r, E)— [E(Z,(E)lr — al) 
= (SC (2.3.16) 
公式 (2.3.13) 式 也 容易 推广 到 线 源 的 情况 . 


$ 2.4 输 运 方程 的 积分 方程 形式 
利用 首次 飞行 积分 核 可 以 把 输 运 方程 写成 积分 方程 的 形式 。 
记 
ss“(r,E,0,) = aE’|a0's(r,E’ —E, 
0' -> Oo(r, E',0',1) + s(r,E,0Q,i), (2.4.1) 
那么 输 运 方程 (2.3.1) 就 可 以 写成 
ot 9 . + Elr,E)p 
=—s(r,E,0,), (2.4.2) 
可 称 为 等 效 源 '，。 
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先 考虑 均匀 介质 中 的 定 态 情 形 , 这 时 有 
5(r,E'—>E,0'->0)= 5(E'— E,0'— 0), 
Elr,E) Re 2,(E), 


Os 
4 


0 
于 是 (2.4.2) 式 变 成 


和 


6. 3 + 5,(E)p = 7(r,E,0). (2.4.3) 


把 “(r,E,8) 看 成 是 已 知 的 , 再 和 方程 (2.3.6) 相 对 比 , 就 可 以 根 
据 (2.3.10) 式 ,利用 首次 飞行 积分 核 Ga(r,9;r',9')， 求 得 


p(r,E,0) 一 jarag’Gar, 0;r', OC, E, OG'), (2.4.4) 
将 (2.4.1) 式 代入 (2.4.4) 式 ,就 得 到 积分 方程 形式 的 输 运 方程 ， 
ee ed | Jarag’Galr,G;r',0") 
由 2] d0” 3(E” -> 了 0 -> 0)p(r, BE",0") 
‘(7',E,0)|. (2.4.5) 
对 于 各 向 同性 源 和 各 向 同性 散射 的 情形 ,有 
s{(r, E,0) > 二 S(r,E), 
5(E'—>E,0'—>0)— 5(E'—> E). 
将 (2.4.5) 式 对 6 积分 , 记 
blr, E) 一 |ddp(r,E,0), 
就 得 到 关于 通 量 $(r,E) 的 积分 方程 : 


{exp[—2,(E)Ir—r’|] 
$(r, E) | 


由 ez 一 五 )%(r 五 ) 十 slr',E)). (2.4.6) 
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这 个 方程 称 为 Peierls 积分 方程 . 
如 果 源 是 平面 对 称 的 ， 那 么 $(r,E) 也 应 当 是 平面 对 称 的 ， 
这 时 (2.4.6) 式 可 以 写成 


plr, E) 一 | zz [er | zz exp[—Z(E)Ir—r|)] 


4z(y 一 站)? 
。 {E's(E'— E)vb(x', E')++ S(x', E)| 
利用 上 节 的 结果 (2.3.14), 可 得 
中 (x， 下 ) 一 1 az > E(23,(E)ix 一 x|) 
。 人 ezCE —» Eb(x', E’)+t S$(x’, E)l. 


(2.4.7) 
如 果 源 是 球 对 称 的 . 也 可 以 类 似 地 利用 (2.3.16) 式 将 (2.4.6) 式 写成 


prs E)— Jar LEBEN — |) 
— E(S(E)(r + 7'))] 
: {CaF'zCE: > E)$(r',E') 
+ S(r,E)). (2.4.8) 


现在 来 讨论 一 般 的 输 运 方程 (2.4.2)。 如 果 ” 是 已 知 函 数 ， 那 
么 "和 (也 就 是 E 和 人 6) 可 以 看 成 是 参量 , 而 (2.4.2) 式 可 以 看 成 
是 一 个 关于 r,; 的 函数 的 线性 偏 微分 方程 . 设 ,sw 是 四 维 时 空中 
的 一 个 固定 点 ,过 这 一 点 沿 《 0, 士 ) 方向 [ 即 线性 偏向 分 方 各 
(2.4.2) 的 特征 线 方向 ] 作 一 直线 !， 那 么 p(7o，w) 只 与 这 条 直线 
上 的 诸 点 有 关 。 因 此, 令 
R 


r= RY, :=1——， 
v 


就 可 以 把 (2.4.2) 式 写成 一 个 常 微分 方程 : 


d R 
一 和 一 RE 9o 一 人 
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十 2,(ro 一 RO,E, OG)r(n — RO,E,0,s 一 2) 
vy 


一 8 (r, ee 0 2 £). 
用 类 似 于 讨论 (2.2.10) 式 的 方法 可 以 求 得 
prsE,0,) = | 
ss (r — RO,E,0,:1— 2) dR (2.4.9) 
其 中 
R 
a(r,R,E) 一 |, 5,(r — R'O,E)R’ (2.4.10) 
将 (2.4.1) 式 代入 (2.4.9) 式 , 就 得 到 关于 p(r, E, ,1) 的 积分 方 
程 : 
p(7: 忆 ,0 7 ) 一 | 2Rereree 


。 {aE'|a0’sCr — RO,E’—> E,0’'— 0) 
0 
"gq (r — RO,FE',0’',:t 一 有) 
v 


+ s(r — RO,E,0,:—E) (2.4.11) 
v 


由 于 没有 计 及 外 力 场 的 作用 ， 所 以 这 一 结果 通常 适用 于 光子 或 中 
Ts 


$ 2.5 ”过 脱 几 率 和 碰 擅 几 率 


逃脱 几率 和 碰撞 几率 是 讨论 强 吸收 介质 中 粒子 输 运 问题 时 经 
常 使 用 的 概念 .为 确定 起 见 ,考虑 图 2.2 中 的 由 两 个 区 域 组 成 的 系 
统 。 从 4 区 的 逃脱 几率 P4 定义 为 ， 在 4 区 里 均匀 各 向 同性 地 产 
生 的 一 个 粒子 在 被 吸收 以 前 逃 出 4 区 的 几率 . 从 4 区 的 首次 飞 
行 逃 脱 几率 Ps 定义 为 ， 在 4 区 里 均 习 各 辐 同 性 地 产生 的 一 个 粒 
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2.2 从 4 区 逃脱 的 粒子 


子 在 首次 碰撞 以 前 逃 出 4 区 的 几率 。 由 这 个 定义 得 知 ， 粒 子 在 4 
中 发 生 间 次 磁 摘 的 几率 为 
Pic 一 一 Po。 

为 计算 首次 飞行 逃脱 几率 ， 考 虑 一 个 在 体积 了 中 的 均匀 各 向 
同性 的 粒子 源 "。 由 了 中 小 体积 元 2r 内 放出 的 , 每 单位 时 间 通 过 
r' 处 面积 元 do 的 首次 飞行 粒子 数 为 (参见 图 2.3) 

drddexp[—2 |r’'—r|] 


其 中 d6 是 面积 元 do 在 > 点 所 张 的 立体 角 元 。 将 上 式 对 drd9 
积分 ;就 得 到 每 单位 时 间 从 了 内 首次 飞行 逃脱 出 来 的 粒子 数 : 

dr | aspr 一 2 -|r 一 7|]. 
注意 ,每 单位 时 间 在 V 内 产生 的 粒子 总 数 为 Vs, 就 可 以 奢 出 从 体 
积 V 内 首次 飞行 逃脱 的 几率 为 


Pr 一 pe |， ar a0exp[—3, |r’— 7r])]. (2.5.1) 


这 个 积分 以 用 Dirae 首先 提出 的 “ 弦 法 ' 计算 较为 简便 。 这 方 消 
中 ,对 于 每 一 方向 4 ,都 假想 体积 了 可 以 由 许多 包含 这 方向 的 ' 纺 ， 
的 小 条 充满 ,而 每 一 小 条 则 由 体积 元 
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do 


图 2.3 计算 逃脱 几率 所 用 的 坐标 系 


dr = |0 . é,|dodR’ (2.5.2) 

构成 ， 如 图 2.4 所 示 。 这 里 R' 一 |r' 一 ?|，é, 是 表面 元 ac 的 外 

法 向 ，16@ . éldo 是 体积 元 dr (也 是 dr 所 在 小 条 ) 的 横 截 面积 ， 

为 了 对 do 积分 时 刚好 给 出 体积 ,我们 只 应 考虑 dr 所 在 小 条 一 

端 (例如 ,粒子 射出 的 一 端 , 那儿 6 . & > 0) 的 do, 而 不 应 两 端 
都 算 , 因 此 (2.5.2) 式 应 改写 成 

dr = 0.édodR'’, 0.8>0, (2.5.3) 


图 2.4 驴 分 布 熙 数 的 计算 
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现在 (2.5.1) 式 可 以 改写 成 
.Pvo 一 |)aoas | dlRierzR0O .8, 0.8,>0, 
4xV 
或 作出 对 4R' 的 积分 ,得 


1 1 -sRyO ; 
Pr 一 一 zeasd — RO 2，0 .2>0. 
4xV5, Bs 


(2.5.4) 
引入 弦 长 的 分 布 函 数 $p(R)， 这 里 p(R)4R 表示 弦 长 在 R 
至 Rd+dR 之 间 的 几率 ,于 是 
dod00 .2 


RCRrSR 十 4R 


||aags .2 


分 母 中 唯一 的 限制 是 6 . 2 > 0， 因 此 若 先 对 4d6 再 对 do 积分 ， 
便 容 易 算 出 其 值 为 *4, 这 里 4 是 了 的 表面 积 , 于 是 
$b(R)AR 一 | ld00 .8, 0O.:8>0, (2.5.5) 


RERER+dR 


利用 (2.5.5) 式 ,可 以 把 (2.5.4) 式 改写 成 


wad max 
1 一 ce 一 3258 R)aR, 2.5.6 
7 | e-2i8)$(R) (2.5.6) 


注意 ,平均 弦 长 《R》 容 易 从 (2.5.5) 式 算出 : 
(RY 一 | RI(R)AR 一 和 (2.5.7) 
用 这 结果 ,(2.5.6) 式 可 写成 


二 县 电 I — e218)G(R)AR. (2.5.8) 
由 此 可 见 ， 只 要 求 出 驼 长 分 布 丽 数 %(R)， 就 可 以 求 得 首次 飞行 
迷 脱 几率 ， 

当 系统 的 体积 很 小 , 使 3R < 1 时 ，(2.5.8) 式 中 的 1 一 
czi8 一 8,R, 于 是 Pr ~ 1， 男 一 方面 , 当 系统 的 体积 很 大 ， 使 
.RDO1 时 ,有 1 一 ce 2 之 1， 而 从 (2.5.6) 式 知 
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$CR)AR 一 ，0.8>0. 


Po == 


网 
PW A RY 
这 里 ls = De 为 总 平均 外 由 程 ， 

作为 一 个 例子 ， 讨 论 球 的 首次 飞行 逃脱 几率 。 设 球 半 径 为 a， 
记 p&p 一介. 8 一 cos96， 由 于 球 的 对 称 性 (球面 上 每 一 点 都 处 在 同 
等 地 位 ), 用 (2.5.5) 式 计算 $5(R)4R 时 ,可 先 作 对 do 的 积分 ,于 是 
得 到 
bu(R)dR ee 
| Wn 


注意 到 R = 24p。 就 得 到 pdp 一 RaR1(4o)， 所 以 
pa(R) dR 一 dR. 
把 这 个 结果 代入 (2.5.8) 式 ,就 得 球 的 首次 飞行 逃脱 几率 ;: 


PS es 
8(a2.): 


用 类 似 的 方法 可 以 求 得 厚度 为 a 的 无 限 平 板 的 弦 长 分 布防 数 
中 板 (R) 一 0 
而 相应 的 首次 飞行 逃脱 几率 为 
Eg Wik ; 
Pio pp [1 2E,(a2,)]1, 


这 里 E(x) 为 三 阶 指数 积分 ,一 般 有 


Pi {22 — 1 + (1+ 2aB,)e-*5],. (2.5.9) 


E,(x) SS | ec zt "du 一 | pe /dnp, (2.5.10) 
同样 ,可 以 求 得 半径 < 的 无 限 长 圆柱 中 的 首次 飞行 逃脱 几率 : 


Pa 一 2 (21aFKia3) La2) + Kela2i) lo a2) — 1 
+ Ki(a3) (a) — Kea ) (a) 
# 
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yD | 


式 中 1,(z) 和 K,(z) 分 别 是 > 阶 的 第 一 类 和 第 二 类 变型 Bessel 
了 浮 数 。 

Dirac、Fuchs、Peierls 及 Preston 等 曾 得 出 半球 、 遍 球 及 户 半 
球 的 弦 分 布 函数 和 首次 飞行 逃脱 几率 83。 结果 相当 复杂 , 在 此 不 
再 援引 . 


$2.6 单 速 输 运 理论 
从 本 节 开 始 讨论 常 截面 近似 下 的 简化 输 运 方程 (2.1.9), 即 


水 2 一 ‘| dO'p(r,02’) 十 SCr) (2.6.1) 
r 4 4r 


注意 ,这 个 方程 是 在 无 外 场 和 定 态 情况 下 作 了 常 截面 近似 ,并 假定 
介质 均匀 和 散射 各 向 同性 以 及 源 各 向 同性 之 后 才 得 到 的 。 由 于 粒 
子 速 率 在 (2.6.1) 式 中 不 出 现 ， 所 以 可 以 认为 所 有 粒子 都 具有 同样 
的 单一 速率 。 事 实 上 , 如 果 后 一 前 提成 立 , 那 么 输 运 方程 (2.1.1) 在 
上 述 条 件 下 的 确 可 以 简化 成 (2.6.1) 式 的 形状 。 这 就 是 以 (2.6.1) 
式 为 基础 的 输 运 理论 常 被 称 为 单 速 输 运 理论 的 原因 。 不 过 ， 从 
(2.6.1) 式 , 即 (2.1.9) 式 的 推导 可 见 , 只 要 常 截面 近似 成 立 , 即使 粒 
于 具有 一 定 的 速率 分 布 ,这 方程 也 仍然 可 用 ,因而 本 节 中 的 讨论 也 
仍然 成 立 。 
用 4 2.4 中 的 方法 ,也 可 以 把 (2.6.1) 式 写成 积分 方程 的 形式 : 
q(r,0) 一 | [| 空 jecwCr — RO,0’) 
下 Tr | dR. (2.6.2) 


将 上 式 两 边 对 46 积分 ,并 引进 通 量 
$(7) 一 agp(r,d), 
便 得 音速 Peierls 积分 方程 
* 72 。 


$(7) 一 je er Cr 02.6.3) 
4xr(r 一 也) 


注意 , 如 果 能 够 求 得 5(r)， 就 可 以 利用 (2.6.2) 式 求 得 g(r,9): 


gtr;0) = [ein 1 [emglr — RO) 
+ S(r — RO)]aR. (2.6.4) 
所 以 单 速 Peierls 积分 方程 (2.6.3) 是 单 速 输 运 理论 的 基础 。 
现在 讨论 (2.6.3) 式 的 解法 。 定 义 积分 算 子 K: 


一 zlr7 一 | 


Kd(r) = jz yr) (2.6.5) 
可 以 把 (2.6.3) 式 改写 为 
9 
(1 K)S—K (所 ) (2.6.6) 


其 中 了 是 单位 算 子 :19 一 g， 由 (2.6.6) 式 可 以 求 出 形式 解 ; 
es 
$ 一 (1 一 开 ) A 
即 


由 一 TK (入). (2.6.7) 


浆 二 1 


如 果 级 数 (2.6.7) 收 人 钙 , 那 么 代 人 (2.6.6) 式 就 可 以 直接 证 明 , 它 是 原 
来 积分 方程 (2.6.3) 式 的 解 . (2.6.7) 式 右边 称 为 Neumann 级 数 ， 
它 等 效 于 迭代 过 程 
# 十 1) -一 7) 5 0) 一 _ 
ptD 一 KY + (二 中 四 x (总 )、 (2.6.8) 


这 迭代 过 程 称 为 Neumann 迭代. 
为 了 保证 级 数 (2.6.7) 收 和 敛 ,应 当 有 
IKI|<1 (2.6.9) 
其 中 算 子 KK 的 范 | 天 |‖ 定义 为 
Il 一 max 和 人- fe 多 许 孙 数 闫 ]， 
这 里 上 州 和 | 及 州都 理解 为 Hilbert 空间 中 的 范 ， 在 有 界 系统 中 ， 


”。 73 。 


用 ! 记 系 统 的 线 度 (例如 ,平均 弦 长 ), 那 么 由 (2.6.5) 式 可 以 估计 天 


的 范 
KH 全 0(c3,7) 


若 1< = (小 系统 ) 或 c < 1( 强 吸收 )， 那 么 条 件 (2.6.9) 式 可 
以 满足 ，Neumann 级 数 可 以 收 钱 得 很 快 。 


把 级 数 (2.6.7) 具 体 写 出 ,就 是 
( ) 12 2 Ce 一 rm s( i 
Pr Jer Es 9 
. eZrir—r’| ee Erlr' -rl 有 
十 Jar pr je rr ) 
十 ..。 (2.6.10) 


由 此 可 以 看 到 各 项 的 物理 意义 : 第 一 项 代表 由 源 放出 的 到 达 7 处 
的 初生 粒子 的 贡献 ; 第 二 项 代表 由 源 放出 后 经 过 了 一 次 散射 再 到 
达 > 处 的 第 二 代 粒 子 的 贡献 ; 如 此 等 等 ， 因此 ，Neumann 级 数 实 
际 上 是 按 散 射 次 数 展开 的 解 。 

当 系 统 具 有 某 种 对 称 性 时 ， 方 程 (2.6.1) 和 (2.6.3) 可 以 进一步 
简化 。 

如 果 系统 是 平面 对 称 的 , 记 


p(r,0) 一 9p(zyp)， 由 Cr) 一 由 (xz)， 


SCr) SGz)， 
其 中 一 G .else 是 g 与 * 轴 方向 夹 角 的 余弦 ， 则 (2.6.1) 式 和 
《2.6.3) 式 可 以 分 别 改 写 为 
cs 


fe 1 
poet app) = | dp'p (xsp) + SFI, (2.6.11) 
x 2 J-1 2 


中 (x) 一 | ar E(Z,|x 一 x'|)[cZp(x’) + S(x’)]. 


(2.6.12) 
如 果 系 统 是 球 对 称 的 , 记 
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p(r;0) = 1 op(r,p), 
27x 


pr) = $(r), S(r) = 5S(7), 
其 中 u 一 9. 名 是 4 与 矢 径 r 方 向 夹 解 的 余弦 ,那么 可 以 求 得 
OP OPpx onpfo r—r/r 
Ox Or 7 On (a. 3 


人 


Oy r 7 On 7 7 
yg 
— 0, 经)， 
oo -pz+ ap (-2 xz ys 
0 Or +r On ”3 3 


其 中 9,9,,0, 是 0 在 x,y,z 三 个 轴 上 的 投影 ,于 是 
0. OP(7,0) 1 0. Op(r,p) 
Or 27 Or 
= 1[| ,P91 ae 
| 到 (1 £) 1 
所 以 (2.6.1) 式 就 可 改写 成 


Bp ,1—w Op ec | 
一 二 十 二 一 所 ? 
4 可 0 2 | du ql(r, p') 


+ Slr), 
2 


而 (2.6.3) 式 也 就 可 以 改写 成 
dr) 一 a [E,(3,|r — +°|) 


人 


(2.6.13) 


2 El(Z,|r 六 |)] [cZ,p(r') 
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十 Sr (2.6.14) 
如 果 系 统 是 柱 对 称 的 , 取 柱 坐标 ?二 (p,9,2z), 令 4 一 9. 
és 一 cosc， wa 是 G 和 p 轴 方 向 a, 间 的 夹 角 ; 9 一 cosoyo 是 
在 垂直 于 &。 的 平面 上 的 投影 与 z 轴 方 向 2 的 夹 角 。 易 得 
0 “6 =— | V1i—p. 
记 | 
pr,0)=p(p, 4,0), 
$lr) 一 plp), S(r) = S(p), 
那么 可 以 求 得 


因此 
0. Pop dP+ i — nr) 
r Op 

_ 2 Op Op 
x|4 一 四 Bt mm 5 | 

而 (2.6.1) 式 可 以 改写 为 
Op 1 0) oP Op 
i 7) [0 2) tm | 


= S|a0'w (ps ws0) + 0), (2.6.15) 
4 4 


了 


ee ?76 。 


共 中 40' = dpdw'，p 从 一 1 积分 到 1，o' 从 0 积分 到 2r。 相 应 
地 ,(2.6.3) 式 可 改写 为 
bp) 一 二 | pdp wk a 
KiB){esp(p) + Sp)} (2.6.16) 
V [(e 十 p) 一 四， [2—(o—p')] 
式 中 
Kii(x) = [KGa (2.6.17) 


而 Ko(z) 为 零 阶 第 二 类 变型 Bessel 函数 。 
本 章 以 下 各 节 主 要 讨论 平面 对 称 情况 下 输 运 方 程 (2.6.11) 的 
边 值 问题 的 两 种 解法 , 即 积分 变换 法 和 分 离 变量 法 . 


$2.7 积分 变换 法 


考 虞 一 维 平 几何 无 限 大 介质 , 设 在 面 x = 0 处 有 一 个 均匀 的 
各 向 同性 面 源 505《x)， 则 单 速 输 运 方程 (2.6.11) 就 可 以 写成 
Oqp 2 


[a [a S$ 
pz 一 上 十 也 pp (由 一 经 algp(xsAp) + dx), (2.7.1) 
Oxr 2 J-! 2 


式 中 p 一 9 . 8:.，6: 是 x 轴 方 向 的 单位 和 撩 .。 边界 条 件 可 以 写成 


lim p(x,1) = 0. (2.7.2) 
现在 做 Fourier 变换 。 记 
Bhs p) = | dre tpl, p), (2.7.3) 


将 (2.7.1) 式 两 边 乘 以 e'** 并 对 zx 从 一 co 到 co 积分 ， 利 用 (2.7.2) 
式 及 (2.7.3) 式 可 以 得 到 


= ikugp(k, £) 十 2.%$(k, £) 


CZ 人 Do 
| eGR) 


或 两 边 用 (2, 一 砍 4) 除 , 便 可 以 写成 


coef ， ， So 
| a 


Zr 一 其 
然后 两 边 对 “从 一 1 到 1 积分 ,并 记 


$(%, £) 一 


5 一 人 ang(ta = (dxetpls), (2.7.4) 


就 得 到 
A 1 m : du 
SO 一 去 [S 十 56CD] | se 
由 此 可 以 解 出 $(%): 
~/,y X(K) (2.7.5 
p(k) A ) 
其 中 
0 _ 唉 -Sm2 十 坎 7 
A J a Ry 
1 dp 
4(4) 2 |, Zr- 一 大 大 
二 CZ， 全 之 ， 十 1 
1 a a (2.7.7) 
通过 逆 Fourier 变换 可 从 $B(%) 求 得 由 (x) : 
1 —iRr TY 
bo) =— | dke Bh) 
= 1 (" gpo-ite XR) 
at 人 (2.7.8) 


再 利用 (2.6.4) 式 ,就 可 由 由 (x) 求 出 p(x,p)。 

为 作出 (2.7.8) 式 中 所 示 的 逆 Fourier 变换 ,需要 利用 一 些 复 
变 函 数论 中 的 技巧 。 在 以 上 的 讨论 中 ，& 是 实数 .现在 把 (2.7.8) 
式 中 的 $(%) 解析 延 拓 到 整个 复 和 平面 , 这 就 需要 考察 %(A) 在 
《平面 上 的 解析 行为 ， 

从 (2.7.5) 至 (2.7.7) 式 可 见 ，$(%) 有 一 对 支点 : 太一 士 13。 
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加 


为 保证 对 数 函数 取 单 值 , 复 平面 必须 切割 成 Riemann 面 ， 以 便 消 
去 支点 ， 切 割 的 方法 当然 不 是 唯一 的 . 但 是 我 们 注意 到 ， 在 计算 
(2.7.6) 式 和 (2.7.7) 式 中 的 积分 时 兽 对 疡 从 一 1 积分 到 1， 而 被 积 
函数 对 于 《= 3,/(ip) 是 有 奇异 性 的 。 于 是 我 们 作 从 一 ico 至 
一 弛 : 以 及 从 2 至 ico 的 切割 。 这 样 ，$(%*) 在 切 过 的 复 & 平 
面 上 为 单 值 而 且 在 实 轴 上 取 实 数值 , 
其 次 考察 %(k) 的 极点 。 由 于 

Nn > Sma 2 

kr02ik 了 一 这 也 
所 以 二 0 一 般 不 是 YX) 的 极点 ，$(*) 的 极点 应 当 是 使 

(6 3 Ey le eZ >, 十 iR 


2ik Z， > 1k 
一 ] 一 < ta 六 一 0 (2.7.9) 
‘3 


的 点 &。 由 于 A() 一 1 一 c， 所 以 只 有 ce 一 1 时 ,一 0 才 
是 $(《) 的 极点 ， 注 意 到 4( 一 人 一 4( 人 )， 可 知 < 一 1 时 一 0 
是 A() 一 0 的 二 重 根 ， 记 一 斌 ， 则 (2.7.9) 式 可 以 写成 


p=ctg "pp， tp 取 主 秆 . (2.7.10) 

这 里 ， 霹 PP 取 主 值 的 要 求 对 应 于 $p(《) 在 切 过 的 复 有 平面 上 取 

单 值 .不 难看 出 , 当 < > 1 时 ,(2.7.10) 式 有 两 个 实 根 ,它们 大 小 相 

等 ， 符 号 相反 ， 积 $(%) 在 实 轴 上 的 两 个 极点 土 如 6 相对 应 。 当 

0 <c 过 1 时 ,(2.7.10) 式 没有 实 根 . 令 了 一 19, 则 (2.7.10) 式 又 
可 以 写成 

了 一 了 h (2.7.11) 


这 里 thx 表 乐 双 曲 线 正 切 函 数 。 对 于 0 二 c 二 1，(2.7.11) 式 有 
两 个 大 小 相 筹 ,符号 相反 的 实 根 ， 和 $(R)》 在 虚 轴 上 的 两 个 极点 
士 z 相对 应 , 这 里 mm 为 正 实数 .下 节 将 说 明 ， 只 有 当 0 <c 二 1 
时 ， 系 统 才 存 在 有 物理 意义 的 定 态 ， 因 此 我 们 现在 只 讨论 这 种 情 
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说。 由 于 (2.7.11) 式 的 实 根 绝 对 值 小 于 1, 所 以 x < 过 . 


我 们 试图 选择 一 个 适当 的 路 径 作 积分 来 完成 逆 Fourier 变 
换 。 显然 , 积分 路 径 的 选择 与 x 的 符号 有 关 。 但 着 注意 到 本 市 所 
讨论 问题 的 对 称 性 , 即 $(x) 一 $( 一 *)， 便 只 须 讨论 x > 0 的 情 
况 。 这 时 可 以 选取 如 图 2.5 所 示 的 积分 路 径 。 根据 留 数 定理 ,有 


图 3.5 道 Fourier 变换 的 积分 回路 


二 2 而 | czX( 人 ) ($2) | 


ey dec “0 
式 中 


9 B00 。 


(2.7.12) 


nt | 2 着 Se | 


fo 一 ln 
cE Dio— ko ILD:— gp2 ko 2,— ko 
(2.7.13) 
于 是 得 到 
一 1 —1kx X(R) 
bs ” 人 加 | 
we C0e 一 <ox Es lim| a [去 PL | 
R>oJC.+CytCst+t Ce 27 A(k) 
— lim 1 -i 区 X(k) 
im | ak [去 k 了 (2.7.14) 


这 里 尺 是 上 略 径 C， 和 Ce 的 半径 , > 是 路 径 C4 的 半径 ， 
我 们 注意 到 ,在 C2 和 Cs 二 ;3 当 及 一 oo 时 ,有 
X(4)| of/1N. 
Ee 0 
因此 由 Jordan 引 理 知 , 当 R 一 oo 时 ,路 径 C; 和 Cs 上 的 积分 消 
失 . 
在 C3 和 Cs 上 , 设 太 二 se 一 it， 其 中 8 及 上 是 实数 ， 二 5,. 
在 C;, 上 ,sg>>0, 当 e 一 十 0 时 ,有 
站 


Zr 一 了 和 一 5, 
在 C; 上 ，s 一 0, 当 s 一 一 0 时 ,有 
必 -> In 和 十 2 in 
因此 有 
加 人 必 人 | 去 
| dR eh: 人 
27 J 1 一 全 :In《 土 尘 十 加 ) 
2\、 Kk 一 2 


so Ble 


一 全 AR 
其 中 
1 Em hth +2] 7 
A(K) 2 [人 7 2) | | (2.7.15) 
由 于 C 所 包围 的 点 《二 一 13, 不 是 极点 , 因此 在 C, 上 的 积 
分 随 ”一 0 而 消失 . 
综合 以 上 的 讨论 ,可 以 将 (2.7.14) 式 写成 


本 | dhA(R)e-t, x > 0. 


再 考虑 到 4$( 一 x) 一 $(x), 我们 便 可 以 把 无 限 大 介质 中 平面 源 问 
题 的 解 写 成 


$x) 一 woc-ealzl 十 04)e-tzldA (2.7.16) 
其 中 me 及 A(R) 分 别 由 (2.7.13) 式 及 (2.7.15) 式 给 出 。 


$ 2.8 ”关于 积分 变换 法 的 几 点 说 明 


上 节 就 无 限 均 匀 介 质 中 各 向 同性 平面 源 的 问题 介绍 了 积分 变 
换 法 在 求解 输 运 方程 中 的 应 用 。 积 分 变换 法 是 求解 微分 方程 或 微 
分 -积分 方程 的 有 力 工 具 . 虽然 各 种 积分 变换 都 可 能 应 用 ,但 在 输 
运 理论 中 用 得 最 多 的 还 是 Fourier 变换 和 Laplace 变换 。 用 积分 
变换 法 求解 输 运 方程 的 一 般 步骤 为 ; 

i 对 输 运 方程 实行 积分 变换 ; 

ii. 解 变 换 后 的 输 运 方程 ,所 得 到 的 解 是 原 输 运 方程 解 的 积分 


证 ,讨论 变换 后 的 解 在 复 平面 上 的 解析 性 质 ; 
iv. 选择 适当 的 力道 作 积分 实现 逆 变 换 , 求 原 输 运 方程 的 解 ; 


v. 判断 所 得 到 的 解 是 否 有 物 埋 意 义 。 
上 节 直 接 对 所 讨论 的 方程 (2.7.1) 作 Fourier 变换 ， 然 后 通过 
(2.7.4) 式 得 出 ， 
bg(x) 一 | we uw)adp 


的 Fourier 变换 $8(R) 所 满足 的 方程 (2.7.5)。 我 们 当然 也 可 以 
直接 从 p(x) 所 满足 的 Peierls 积分 方程 


OP EACAL EA 


+ E(zls|) (2.8.1) 
参见 (2.6.12)] 出 发 ,对 它 作 Fourier 变换 来 得 出 
S(O) — | repls) (2.8.2) 
应 当 满 足 的 方程 。 事 实 上 ， 在 变换 时 对 (2.8.1) 式 右边 第 一 项 利用 
卷 积 定理 , 便 得 到 
$k) 一 全 E(k)B(R) 十 之 E(k), (2.8.3) 
式 中 


ER — | eeElE zl) 
将 定义 (2.3.15) 代 入 上 式 , 掉 换 一 下 积分 次 序 后 不 难 求 得 
站 -和 入 | dx Lexp (ikx 一 Zuux) 
十 exp(—ikx 一 Sur)] 


J 
1 4 [ikR + Eu ik 一 St 


i 
庆 ln i (2.8.4) 
由 (2.8.3) 式 可 得 
3 (人 
$(k) 一 (2.8.5) 
1 一 E(k) 
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注意 到 (2.8.4)、(2.7.6) 和 (2.7.7) 式 ,可 以 看 出 (2.8.5) 式 与 (2.7.5) 式 
完全 一 致 . 

用 积分 变换 法 求 得 的 解 虽 然 满 足 原来 的 输 运 方程 ， 但 是 ， 还 
应 当 仔细 考察 解 是 否 有 物理 意义 . 例如 ， 我 们 从 物理 意义 上 要 求 
p(x, 4K) 和 8$(x) 必须 非 负 ， 这 个 限制 无 法 通过 变换 后 的 函数 
(大 ,4p) 和 $B(%) 体现 。 上 节 讨 论 8B(%) 的 极点 时 ,假定 了 0 一 
c< 1， 于 是 $(%) 的 两 个 极点 土 iwo 在 虚 轴 上 。 当 = 二 1 时 ， 
$(%) 的 两 个 极点 都 在 实 轴 上 。 如 果 仍 按 图 2.5 所 示 的 路 径 积分 ， 
就 会 带 有 振荡 项 ce*'*, 于 是 $(x) 在 某 些 区 间 就 会 取 负 值 , 这 是 
没有 物理 意义 的 。 当 cc = 1 时 ，$(%) 的 两 个 极点 重合 于 原点 , 围 
道 积分 发 散 。 所 以 ,我 们 说 , 当 c 宇 1 时 ， 对 于 所 考虑 的 带 有 限 源 
So 0 的 无 限 系 统 ,不 存在 定 态 解 ， 

在 上 节 得 到 的 结果 (2.7.16) 中 ,由 于 二 3,， 所 以 当 

Ix| > 


i 


时 ,就 有 
中 (xz) 一 aoe "ll = po (4) (2.8.6) 


pu(x) 称 为 渐 近 项 .被 使 去 的 项 
| ai4(6)e-ea4 a hh,(y) 
称 为 瞬 变 项 .将 (2.8.6) 式 对 * 微分 两 次 ,注意 到 


dl | l, x*>0. ol|x| = 
dx —1l, x*<0 gx 2 


便 得 
Ppas 
dx’ 
这 是 一 个 具有 平面 源 的 扩散 方程 。 因此 (2.8.6) 式 被 称 为 扩散 近 
似 . 当 < 一 0 时 , 从 (2.7.11) 式 看 出 ee 一 至， 因此 < 很 小 时 扩散 
近似 失效 。 也 就 是 说 ,扩散 近似 只 适用 于 吸收 不 十 分 强 的 介质 .此 
外 , 若 系 统 的 尺寸 不 超过 几 个 分 子平 均 自 由 程 , 则 
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一 tb) 一 2oom8(z)。 (2.8.7) 


1 
[zl 人 


Zs 
扩散 近似 显然 也 不 适用 . 
(2.7.11) 式 可 以 写成 


[7 LY 


Z; C2Z， 
当 < 接近 1 时 ,可 以 把 如 用 (1 一 <“) 的 宪 次 展开 ,得 到 


0 NE 
so = 33(1 — oe) LE es je 

11 一 <1<% 1. (2.8.8) 
记 扩 散 长 度 


则 从 上 式 可 知 人 


ee FV3(1— ce) 
从 (2.8.6) 式 可 见 ， 扩 散 长 度 是 渐 近 解 降 低 。 倍 的 距离 。(2.8.9) 式 
把 可 以 宏观 测量 的 物理 量 工 和 微观 量 mw 及 < 联系 起 来 了 ， 

由 平面 源 的 结果 可 以 求 得 点 源 问 题 的 解 . 事实 上， 由 中 Cr) 
对 源 SCr) 的 线性 依赖 关系 可 知 ， 不 同 源 引起 的 通 量 可 以 登 加 . 
因此 ， 如 果 用 da(x) 和 $a(r) 分 别 表示 单位 平面 源 和 单位 点 源 
(假设 都 是 名 向 同性 的 单 能 粒子 源 ) 所 引起 的 通 量 ， 这 里 x* 和 ?分 
别 是 离 平面 源 的 垂直 距离 和 离 点 源 的 距离 ;那么 , 当 把 画 源 看 成 由 


i (2.8.9) 


点 源 又 加 而 成 时 , 便 不 难 导 出 关系 : 
0 | 如 (7)2zrer (2.8.10) 
两 边 对 x 微 商 ,就 得 到 
ce bd 
$a(7) — | bn) (2.8.11) 


将 平面 源 问 题 的 解 (2.7.16) 代 入 (2.8.11) 式 ,就 得 到 
== 1 让 已 一 路 2 天 已 一 好 
和 (一 二 | ore 十 1 an4(oee | (2.8.12) 
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其 中 的 m 及 4(x) 分 别 由 (2.7.13) 式 及 (2.7.15) 式 给 出 , 但 是 它们 
之 中 的 % 都 应 取 为 1 (和 单位 源 强 对 应 ). 也 可 以 从 具有 点 源 的 
输 运 方 程 出 发 , 作 三 维 的 Fourier 变换 之 后 ,经 过 一 系列 运算 求 得 
《2.8.12) 式 的 结果 所 

注意 ,，(2.8.10) 式 和 (2.8.11) 式 所 表达 的 入 源 解 与 平面 源 解 之 
间 的 关系 ,可 以 在 更 普遍 的 条 件 下 成 立 , 而 不 限于 常 截面 近似 . 这 
是 因为 它们 只 是 建立 在 通 量 对 源 强 的 线性 依赖 关系 上 . 顺便 指 
出 ,关系 式 (2.3.13) 其 实 也 是 建立 在 这 一 线性 依赖 关系 基础 上 的 ， 


§ 2.9 Wiener-Hopf 技巧 


本 节 要 介绍 的 Wiener-Hopf 技巧 是 求解 输 运 方程 边 信 间 题 
的 有 效 方法 之 一 . 它 是 积分 变换 法 对 下 列 类 型 《Wiener-Hopf 型 ) 
积分 方程 的 应 用 : 


$l 一 人 dR — be) + ga), (2.9.1) 


这 里 R(x) 和 g(x) 是 给 定 的 函数 ， 方 程 则 假定 对 所 有 实 * 值 
(一 2 二 + 过 o) 都 成 立 。 事 实 上 ， 只 有 对 于 0 <+ < co 区 间 
的 $(w),(2.9.1) 式 才 真正 构成 一 个 积分 方程 ; 对 于 x < 0，g(x) 
倒是 由 (2.9.1) 式 本 身 所 定义 的 . 

全 


SO 一 | areed() 一 名 -CD + Bl). 
其 中 


$k) 一 | arerea(o)， | 


$i(k) 一 | areeaco)， 
将 (2.9.1) 式 两 边 用 extr 乘 , 然 后 对 x 从 一 co 到 co 积分 , 便 得 到 


Bi TF BR = RRBHR) + F(R), (2.9.3) 
其 中 
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om 


R(K) 一 人 ereeR(o， 


BO 一 人 arevegCoO。 
令 (Rk) 一 1 一 有 RR(4)， 则 (2.9.3) 式 又 可 以 写成 

F(R)BHLR) 十 BR) = ECR) (2.9.4) 
设 由 R(x) 的 形状 及 所 芳 虚 问题 的 条 件 知道 

x -> 一 c0 上 时 ，9p(x) ~ es*， 

xz 一 co 时 ，9Gx) ~ ee"*; 
且 >az。 由 (2.9.2) 式 可 知 ，$B4(%) 在 Imk>>a 的 半 平 面 上 
解析 ，$_(%) 在 Imk 二 5b 的 半 平 面 上 解析 . 于是，$4+(%) 及 
$_(《) 在 复 & 平 面 上 的 一 个 带 状 区 域 a 二 Imk < 5 上 同 为 解析 
函数 。 这 一 点 是 运用 Wiener-Hopf 技巧 的 前 提 . 

设 Bk) 至 少 在 区 域 a 二 Imk < 4 上 是 解析 的 。 假定 和 (X) 

可 以 乓 成 两 个 痕 数 的 商 : 


A 和 (2.9.5) 


其 中 h(R) 在 Im% > a 的 半 平 面 上 解析 ,而 #-(%) 在 Im 一 4 
的 半 平 面 上 解析 .于 是 ,(2.9.4) 式 又 可 以 写成 
hi(R)PrR) 十 hCR)P (KR) = h_(R)ECKR), (2.9.6) 
h_(k)g(*) 至 少 在 区 域 a 二 Im% 二 上 是 解析 的 。 再 进一步 假 
定 4_(k)&g(*) 可 以 拆 成 两 个 涵 数 之 差 : 
h_(K)E(R) = 7 (KR) — 7-(%), (2.9.7) 
其 中 7Y1(%) 在 Im 二 2 的 半 平 面 上 解析 ，7-(*) 在 半 平 面 
Im% < 上 解析 。 这 样 ,(2.9.6) 式 又 可 写成 
hr(R)PrCR) — r+(%) : 
一 —h_(R)P-K) 一 7-(k), (2.9.8) 
注意 (2.9.4)、(2.9.6) 及 (2.9.8) 式 都 只 在 带 状 区 域 a < im < 2 上 
才 成 立 ， 现 在 引入 全 平面 上 的 解析 少数 : 
jC I 一 7+(《)， 当 4 < Imk 时 ， 


ee 


~ 
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复 变 函数 理论 中 的 广义 Liouvile 定理 告诉 我 们 。 对 于 复 《 平 面 
上 的 解析 函数 J(t)， 如 果 | 站 -> co 时 |](k)/ 如 | -> 0， 那么 
J(f) 就 是 的 不 高 于 (> 一 1) 次 的 多 项 式 . 事实 上 , 设 


J(K) 一 2 7", 


mm 二 0 


从 Cauchy 定理 , 知 
— 1 (1% ; 
em 一 人 必 ( 其 中 通史 绕 原点 一 周 )， 
所 以 对 于 mw 之 n 的 项 , 当 [| -> co 时 ,有 


lanl 二 。 人 过 二 | 让 26 -0 
2 kr 


x J0 k” 2x 0 


这 就 证 明了 推广 的 Liouvile 定理 . 利用 这 个 定理 , 通过 讨论 
J(%) 在 |*! 一 oo 时 的 行为 ， 可 以 完全 确定 J(), 于 是 就 从 
(2.9.9) 式 得 到 

Bi (K) J(R) 十 Y+(K) 


A+(A) 


es 
pb_(%) 一 人 
而 %(x) 可 由 逆 Fourier 变换 求 得 


$l) 一 工 区 dke-its[ BR) + SR)] (2.9.10) 


其 中 积分 的 路 径 必 须 取 在 B11(*) 和 $.(*) 都 是 解析 函数 的 公共 
区 域 , 即 区 域 a < Imk 天 2 中 . 

以 上 说 明了 Wiener-Hopf 技巧 的 梗概 。 可 见 , 其 中 关键 之 处 
是 ,对 于 一 个 给 定 的 在 a < Imk < 2 区 域 中 解析 的 函数 a(%), 能 
否 实 现 Wiener-Hopf 分 解 ， 就 是 能 否 写成 两 个 分 别 在 a < Im 
和 Imk <2 二 半 平 面 中 解析 的 函数 之 差 或 商 . 

首先 考虑 如 何 分 解 为 差 。 设 << wa 天 六 5， 取 如 图 2.6 
所 示 的 闭路 径 C。 由 于 a(R\) 在 2<ImK<2 上 解析 ， 所 以 由 
Cauchy 定理 可 知 
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a(k) 一 [| J 人 
2x1 —R2+ial 及 ,十 ia 及 +T51 
十 人 | (2.9.11) 
-Rs+ib, J z—R 


图 2.6 Wiener-Hopf 分 解 为 差 时 的 积分 回路 


当 R, 一 0o0 ,Ri 一 co 时 ,如 果 能 使 
Ww ao(z)dz — 0, | ez)dz — 0， (2.9.12) 


Ritial 几 C— R -Rtibl 2 一 R 
那么 (2.9.11) 式 就 可 以 写 为 
a(k) 一 | cxGz)dz _ | CAC PLE (2.9.13) 


27at J -mtio 2—R 2xzrz J -tib, 2 — Rh 
如 果 又 有 
到 时 元 otial al(z)dz 
A | otio 2 一 包 ， 
— 1 (®t ag(z)dz 
(= 二 | < 全 全 (2.9.14) 


分 别 在 二 半 平 面 a < Im%,Imk 二 5， 上 解析 ,那么 ，a() 分 解 为 
差 
oR) = oR) 一 ac)，a < Img 一 六 (2.9.15 ) 
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就 可 以 实现 。 实 际 上 ,可 以 证 明 ,如 果 当 |4| -> oo 时 ， I 


区 域 a 二 Im% 专 5b 中 一 致 趋 于 零 , 那 么 (2.9.12) 式 就 可 以 满足 ， 
还 可 以 证 明 , 如 果 记 一 w 十 iv, 而 且 对 于 任 一 v & (4，6), 积分 


| ea 区 


存在 并 且 有 限 , 那 么 (2.9.14) 式 中 a (k) 就 是 半 平 面 w < Imk 上 
的 解析 函数 , 而 a_-(4) 就 是 半 平 面 Imk < b 上 的 解析 函数 ， 注 
意 ， 尽 管 我 们 一 开始 要 求 oy(《) 在 a < Imkt 上 解析 ，a_() 在 
Imk < b 上 解析 ,而 我 们 所 证 明 的 却 只 是 二 者 分 别 在 wm < Imk 和 
Ink < bh 上 解析 ,但 是 显然 已 经 满足 了 我 们 的 需要 。 

旭 来 考虑 如 何 分 解 为 商 。 先 假定 在 a < Imk < 2 的 区 域内 ， 
a(%) 是 解析 函数 , 且 当 |X| -> co 时 ，a(《) -> oj 再 定义 一 个 函 
数 P(), 若 a() 在 其 解析 的 区 域 中 没有 零点 。 就 取 P(A) 一 m， 
若 ua(k) 在 该 区 域 中 有 ”个 零点 名 ,名 ,… ,kr， 就 取 

PUA) 一 cok O— RR)(R— Ra):*- (Ro— hs); 
这 样 ，a()/P(R) 就 是 非 零 的 解 通 数 。 显 然 。 当 在 复 外 平面 上 
沿 一 ico 到 ia 和 沿 i 到 ico 切 开 后 ， 
7» 
BA) = BEY (一 翅 m( — i) 
也 是 a < Imk <b 中 的 非 零 的 解析 函数 , 而 且 当 || 在 这 区 域 
中 趋 于 co 时 ， 上 式 趋 于 1， 所 以 jnB(4) 也 是 区 域 a < Imnk 一 4 
中 的 解析 函数 ,而 且 其 实 部 在 | -> co 时 趋 于 零 。 但 是 ,这 样 定 
义 的 in5(t) 的 虚 部 在 一 co -io 和 co 十 ip 处 可 能 有 不 同 的 值 ， 
因为 当 契 沿 直线 "一 常量 从 一 co +ip 变 到 co 十 i 时 ，5(f) 的 
幅 角 可 能 改变 2*N。 这 里 Y 一 定 是 整数 ， 因 为 在 下 一 一 co 十 ? 
各 一 oo 十 iv 处 F(X) 都 等 于 1. 记 
(kt) 一 0 一 io) "(Ri)", (2.9.16) 
则 从 以 上 讨论 知 ，w(4) 满足 下 列 条 件 : 
(i) 在 区 域 a 二 Imk < 2 上 , 它 解析 且 没有 零点 ; 
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(ii) 当 & 沿 直线 v 一 常数 从 一 fco 十 iv 变 到 co 十 io 时 ， 其 
幅 角 不 变 ; 

(ii) 当 1 一 co 时 ,， p(k) 一 1 
因此 ， 在 a = Im <。 的 区 域 里 in4(%) 存在 并 解析 、 而 且 当 


1 -> oo 时 | 加 和 | 一 0。 如 果 oR) 的 形式 还 能 保证 积分 


| aulingls + io)|, ve (人 


存在 并 有 限 , 那 么 ln 4(%) 就 应 当 能 够 分 解 为 差 : 
Inp(R) = p(k) — $_(k), (2.9.17) 
其 中 
1 (YY lng(z)dz 
bt) = 2) 了 史 ee 人 
(nbsDdz 
人 | 2 
分 别 是 半 平 面 a 二 Imk 及 im 二 b， 上 的 解析 况 数 ,由 (2.9.16) 
式 和 (2.9.17) 式 可 得 
a(%) Es P(K) ” (8 加 ia) 2 exp [由 :+( 太 )] lL 
(KR— 22)2” . exp[Lp_(k)] 
记 
上 = PR) . (hk—ia) ?exp[yb,(k)], 
(2.9.18) 


oR) = (Kk— ib): exp[ p(k)]. 

显然 oc:(X) 及 a_(4) 分 别 是 半 平 面 a 二 Imk 及 Imk 二 bh 上 

的 解析 函数 ， 这 样 ,我 们 就 实现 了 分 解 a(《) 为 商 oy()/e_(k). 

以 上 的 分 析 不 仅 指出 了 在 什么 样 的 条 件 下 Wiener-Hopf 分 解 

可 以 实现 ， 而 且 给 出 了 一 种 寻求 分 解 的 具体 步 又 。 下 节 将 通过 
Milne 问题 的 求解 来 说 明 Wiener-Hopf 技巧 的 实际 应 用 ， 


$ 2.10 ”Miine 问题 
设 介质 占据 半空 间 0 二 + 二 co ,介质 是 均匀 的 ,散射 是 各 向 同 
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性 的 , 其 性 质 由 c 及 3 给 出 。 又 设 半 空间 x 二 0 是 真空 .假定 在 
x 一 co 处 有 一 个 稳定 的 平面 源 ， 求 从 自由 表面 x = 0 处 射出 的 通 
量 。 这 个 半 无 限 均匀 介质 中 的 输 运 问题 就 是 输 运 理论 中 著名 的 
Milne 问题 。 它 的 典型 应 用 就 是 确定 从 恒星 (例如 太阳 ) 表面 射 
出 的 辐射 的 分 布 或 确定 从 相当 厚 的 屏蔽 层 中 漏出 的 中 子 的 分 布 . 

由 于 在 有 限 范围 内 不 存在 源 ， 而 且 介质 只 占据 半空 间 0 <x 
< co, 所 以 输 运 方程 (2.8.t) 式 可 以 写成 


“Go 一 | az (Bi 一 xD 0<#< oo (2.10. 


为 了 反映 * 一 co 处 的 源 , 我 们 引进 边界 条 件 : 

p(X) ~ cs， 当 >x 一 co 时 ， (2.10.2) 
其 中 0 一 m 二 到 这 是 考虑 到 前 面 得 到 的 结果 (2.8.6) 才 写 出 的 。 
严格 地 说 ，Milne 问题 就 是 由 方程 (2.10.1) 式 和 边界 条 件 (2.10.2) 
式 组 成 的 定 解 问题 。 

对 于 x < 0, 我 们 用 (2.10.1) 式 本 身 定 义 $(x) 的 值 。 这 相当 
于 把 * 二 0 的 半空 间 从 真空 换 成 和 x 宇 0 处 介质 具有 同样 3, 的 
纯 吸 收 介质 (ec 一 0)。 显 然 ,这 样 改动 不 会 导致 x 之 0 处 介质 中 的 
解 . 

对 (2.10.1) 式 作 Fourier 变换 , 便 得 到 


c5， 2 十 雹 
$i + $k) = | Bk), 
其 中 $1(R) 及 $_() 定义 在 (2.9.2) 式 中 给 出 。 记 
a a 2 
A 三 二 一 ln 
(有 
则 得 到 
A(R)B1(K) 一 一 中 (A)。 (2.10.3) 


与 $2.7 中 一 样 , 从 一 ;co 到 一 :3 及 从 13， 到 ;co 切割 复 * 
平面 , 则 A(《) 在 切 过 的 平面 上 解析 .考虑 到 (2.10.2) 式 , 可 知 
4+(K) 在 半 平 面 wo 二 Imk 上 解析 。 按照 x< 0 处 p(x) 的 定 
义 ; 当 zx 一 一 o 时 ， 
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en Se ar Ele — #1) ~ ee 


可 见 $8-(*) 在 Im% < 5， 半 平 面 上 解析 ， 于 是 ,我 们 看 到 , m 二 
Imk 过 2 是 Bi(X)、g$-() 及 A() 共同 的 解析 区 域 ， 这 使 我 
们 有 可 能 借助 Wiener-Hopf 技巧 完成 逆 Fourier 变换 。 
为 此 ,我 们 要 将 4A(%) 写成 
六 Lt) 
A() i)” (2.10.4) 
其 中 4;(%*) 在 半 平 面 二 Imk 上 解析 ，4_(*) 在 半 平 面 ImA 
一 3 上 解析 . 由 于 |*| 一 co 时 4(%) 一 1 而且 A(%) 有 两 
个 零点 《一 土 imo, 所 以 根据 上 节 的 讨论 ,应 当 取 
P(R) 一 (一 io)(K 十 io) 一 外 十 局 ， 
/py __ A(K) A(K)(R + 32) 
A 0 a 
当 有 & 沿 直线 v 一 常数 从 一 co 十 io 变 到 0 十 iv 时 ，B(%) 的 幅 角 
不 变 , 所 以 可 以 取 
J(R) = ACKR)(R + 中) 
+t 
记 
4 有 一 志 | ,Imk > a 
2ri -wtiel 2C— 
de ee 
4 (一 元 | 下 时。 Jo < bh, 


一 oo+50) 妈 一 一 


其 中 二 a 一 5b 一 2; 于 是 像 导出 (2.9.18) 式 一 样 去 做 ,就 可 以 
导出 


1 一: exp[p, CK)], 


(2.10.5) 
+_(k) 一 . — i3,)exp[b_(R)] 
利用 (2.10.4) 式 ,可 以 把 (2.10.3) 式 写成 
LK)BHKR) 一 —1 (R$). (2.10.6) 


记 
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254 ) 名 + (R)，Tm > a, 

—4_(K)P_(R), Imk < b, 

注意 到 1+ (4)9+() 和 一 4-(《)$-(K*) 有 共同 的 解析 区 域 a 二 
Im% < 加， 所 以 J(%) 是 在 整个 复 《平面 上 的 解析 函数 。 由 
(2.10.5) 式 可 见 , 当 人 | 一 co 时 ，X4(%) 一 《。 再 由 Fourier 变 
换 的 普遍 特性 知 ，9+(4) 及 $-(%) 在 各 自 的 解析 区 内 沿 任 一 平 
行 于 实 轴 的 直线 都 应 当 是 平方 可 积 的 ， 所 以 ,在 各 自 的 解析 区 内 ， 
当 多 | 一 co 时 ，$z(%) 一 0 这 样 ,我 们 知道 , 当 《| 一 co 时 ， 
JW)/ 人 一 0。 根据 复 变 函 数 中 的 广义 Liouvile 定理 ， 可 知 J(%) 
是 常数 ,以 4 记 之 。 故 由 (2.10.6) 式 得 到 


1 =| 


a 十 iD 
中 (及 = A eX 一 中 ] ， 
) 外 十 而 时 (2.10.7) 


$_(K) = —A(R— 1i2) exp[— G(R)]. 
剩 下 的 工作 是 作 逆 变换 ， 设 过 ci 过 1， 则 逆 变 换 可 以 写 


成 


co 十 fc1 


ei rf , 
$e) 一 去 | ae 和 (人 


十 二 | dke tb_(A)。 (2.10.8) 


2 ) -tt 


当 z >> 0 时 ,积分 路 径 可 以 在 下 半 平 面 封闭 ， 对 于 (2.10.8) 式 右边 
的 第 二 项 ,由 于 $-(*) 在 下 半 平 面 中 解析 ,所 以 国道 积分 为 零 ; 而 
由 于 在 下 半 平 面 上 构成 围 道 一 部 分 的 大 半圆 弧 上 的 贡献 随 圆 半径 
趋 于 co 而 趋 于 零 , 所 以 (2.10.8) 式 右边 的 第 二 项 为 零 。 因 此 只 番 下 
第 一 项 , 写 出 

“i ooticy itr Rt 12 opt ) 

A Re Oe 人 十 ge Se 
选择 如 图 2.7 所 示 的 积分 路 径 。 当 R00 时 ， 治 大 贺 弧 上 的 积分 
趋 于 零 ; 由 于 一 :3, 不 是 极点 ,所 以 当 8 习 0 时 , 绕 它 的 小 半 图 弧 上 
的 积分 也 趋 于 零 。 于 是 得 到 
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图 2.7 计算 (2.10.9) 式 中 积分 的 回路 


/A itrR + iB - 
A 十 十 ikz RT io 一 (有 
pls) 2 oe | | | Ri 十 gi Tn 


在 C, 及 Cs 上 , 置 太一 8 一 86 及 k= 一 gis 并 让 s 一 0， 便 
有 


(ett iE ut 
CitCs Rge 


oo 

-5 一 之 二 了 CE 

-| dse SX E [e 中 二 is+0) 。 e 中 二 (一 五 2]， 
22 4 一 名 0 


而 利用 留 数 定 理 可 得 Cs 及 C3 上 的 贡献 : 
| dhe-iks RT iD: pith 


Ri 
二 Dy E 十 12, crete-it| 
R 十 750 k=ilro 
a —(2; Keo) eb+ to eto 
iko 


v 


| dRe™ it 和 十 228 4 
3 十 所 
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w= Yi Se 十 上 eb+'te ea 
k=—ise 


kiko 
二 (5, ea ko) € “are vt os 
iko 
因此 得 到 
中 Kx) 一 之 十 ko Pt koY 
ko 

一 一 4 21 Ko Cb isoe «a 
27 ko 

十 4| dse™’* 2, fe $40) e+ -0)] 
2 2 2 一 £2 


(2.10.10) 
最 后 还 需 确定 常数 4 人 
令 A 一 1M 并 让 M 一 cc, 由 于 所 以 


二 d(xM)e "vbr) 一 me (去 ) 


4 一 fi 人 re (二 = 16(0), 


M—>% 


和 (0) 是 自由 表面 处 的 通 量 。 把 这 一 常数 值 代 人 (2.10.10) 式 , 便 得 
到 


blx) 一 0) 人 十 1) 一 we evo 


一 1 eo 一 上 pe so 


Ko 


人 oOo 

: -rr 一 之 二 Pe 
十 | dse sx ; EF [e w+ is+0) Sip pr 1 "|. 

TZ} $ ko 


(2.10.11) 
再 利用 (2.6.4) 式 ,就 可 以 得 到 角 通 量 分 布 : 


» 96 * 


p(x, p) 一 aRe sep 一 Ri， (2.10.12) 


特别 是 自由 表面 x 一 0 处 的 出 射 角 分 布 : 


g(0, pa) 一 Sa 


> | age-ze4( 一 Re)， un<0 
0 


:或 置 一 Ra 一 Rlp| 一 x, 则 从 $B;(《) 的 定义 可 得 下 列 关 系 : 


pp 
214| 
C2: ~ 

= (i 2.10.13 
214l ” ( Pi 
从 这 里 也 可 以 看 出 $;(%) 的 物理 意义 。 再 利用 (2.10.7) 式 及 
4 一 i$p(0), 还 可 以 把 (2.10.13) 式 写成 


p(0, p) 一 地 (0 一 二 一 -exp | 一 Gon)t (2.10.14) 
2 1 — mr 


Zi 
p(0, 4) 一 | dxre Ti 由 (xz) 


2 
这 样 ， 我 们 借助 于 Wiener-Hopf 技巧 ， 用 积分 变换 法 求 得 
了 Milne 问题 的 精确 解 。 从 wi(%) 的 定义 当然 还 可 以 对 以 上 
(2.10.11) 式 至 (2.10.14) 式 的 结果 简化 。 但 是 由 于 计算 复杂 ,我 们 
将 不 在 这 里 进行 。 从 下 节 开 始 将 要 介绍 的 分 离 变量 法 ,在 $2.14 市 
中 将 用 之 对 Milne 问题 进行 进一步 处 理 ， 


§2.11 分 离 变 量 法 


仍然 讨论 平面 对 称 系统 的 定 态 输 运 方程 : 
a 


PR 十 39 一 | dp p(x, wm ) 十 Sx) (2.11.1) 
Or 2 1-! 2 


[参见 (2.6.11)1. 但 是 我 们 不 用 积分 变换 法 而 用 男 一 种 方法 , 即 分 
离 变量 法 来 讨论 它 . 以 下 用 粒子 平均 自由 程 1/2, 作 长 度 单位 ,于 
是 (2.11.1) 式 可 简化 为 


Gq 
-= 
Ox 


考虑 无 源 的 情形 ; 


1 
+ pes p= Earp, p) 十 二 SG (2.11.2) 
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1 
Pe | dp p(x, p'), (2.11.3) 
~—1 


Or 
先 寻 找 (2.11.3) 式 的 如 下 形式 的 解 ;: 
p(xsp) = Xe)p(p). (2.11.4) 
将 (2.11.4) 式 代 人 (2.11.3) 式 中 ,得 到 
工人 .11.5 
二 E+) ,de) (2.11.5) 


由 于 左边 与 4 无关 而 右边 与 x 无关， 所 以 两 边 应 该 都 等 于 一 个 党 
数 , 记 这 个 常数 为 一 二 , 则 (2.11.5) 式 可 以 写成 以 下 两 个 式 子 : 


4 一 1 


1 
1 1 2.11.6) 
X dx »” | 
1 
_ 工 十 | a (2.11.7) 
A 2p4g J -1 2 


(2.11.6) 式 的 解 是 
Xx) 一 cx 

而 (2.11.7) 式 可 以 写成 一 个 以 » 为 本 征 信 的 积分 方程 : 

Gb = dre). 2.118) 
血 的 下 标 是 为 了 强调 ， 它 是 属于 本 征 值 "的 本 征 函数 ， 如 果 求 得 
了 (4), 方 程 (2.11.3) 的 通 解 就 可 以 写成 。-“"yv(A) 的 线性 先 
加 形式 . 

假定 本 征 函数 是 归 一 化 了 的 : 


| hs (2.11.9) 
那么 (2.11.8) 可 以 写成 
(2 一 po,(n) 一 (2.11.10) 
如 果 [一 1,1], 那 么 2 一 将 0， 所 以 
(RY 2.11.11 
J (2.11.11) 


芳 虑 到 归 一 化 条 件 (2.11.9), 可知 2? 必须 满足 
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1 一举 n 之 一 一 0 (2.11.12) 


—1 

若 "一 ee (2.11.12) 式 就 与 (2.7.9) 式 完 全 一 致 ， 不 难看 出 , 当 
c 之 1 时 ，(2.11.12) 式 有 一 对 虚 根 > 一 土 iw; 当 0<c<1 时 ， 
(2.11.12) 式 有 两 个 实 根 > 一 土 w; 当 cc 一 1 时， (2.11.12) 式 的 根 
v > co。 除非 有 特殊 声明 ， 以 下 只 讨论 有 物理 意义 的 0 和 < < 1 
的 情况 。 这 时 (2.11.10) 式 有 离散 本 征 值 


v= 十 yo, vo 之 1, (2.11.13) 
相应 的 本 征 通 数 是 
一 <“ _ .11. 
Por( 1) Ds (2.11.14) 
其 中 v。 是 (2.11.12) 式 的 正 根 , 即 
ln 加 Ld (2.11.15) 


ct 
如 果 一 1<&y» 和 i 4 天 2 时， 
pp) 一 2 
当天 一 2 时，w(w) 一 co。 定义 积分 主 值 


1 pg 1 
中 二 
-yy—H sw0|J-1i sts 2 一 以 


那么 本 征 函 数 加 (ph) 可 以 写成 
BC po + (5 — pn), (2.11.16) 
其 中 4(w) 由 (ae) 的 妇 一 化 条 件 来 确定 : 
Vp dp Se 
2p| e+) 1 。 
所 以 


人 
2 主 一 和 
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这 时 的 本 征 值 » 在 [一 1,1] 范 围 内 取信 , 称 为 连续 绕 本 征 值 . 
弄 清 了 (2.11.10) 式 的 本 征 值 谱 之 后 ,就 可 以 把 无 源 输 运 方程 
(2.11.3) 的 通 解 写成 | 
p(x, 1) lordor (te)e xm 十 qo do (pp) es 


十 国 dvA(v)p (pe 7. (2.11.18) 


剩 下 的 工作 只 是 选择 适当 的 系数 wx 和 4(»), 以 便 使 (2.11.18) 
式 能 够 满足 给 定 的 边界 条 件 。 这 通常 是 不 容易 完成 的 ， 因 为 要 涉 
及 到 本 征 函 数组 
{ dos, PD,} 

是 否 完备 及 是 否 正 交 的 问题 .以 下 几 节 中 ， 我 们 将 先 作 一 些 数学 
准备 ， 然 后 就 无 限 介质 中 的 平面 源 问 题 及 半 无 限 介质 的 Milne 问 
题 和 反照 率 疝 题 作 具体 的 讨论 ， 

由 于 涉及 的 本 征 函 数 具 有 奇异 性 : 它们 可 能 是 形 如 (2.11.16) 
式 所 示 的 广义 函数 ;因此 在 输 运 理论 中 使 用 的 分 离 变 量 法 ,有 时 也 
称 为 奋 异 本 征 函 数 法 . 


$ 2.12* Cauchy 积分 


设 gp(z) 是 定义 在 复 * 平面 内 光滑 曲线 工 上 的 连续 函数 ， 
f= 和 1 一 cc; 是 工 的 端点 ， 这 两 个 端点 可 以 重合 ， 也 可 以 不 重 
合 。 如 果 对 工 上 任意 两 点 t, 和 (和 皆 非 端点 ), 都 有 
1p(o) — p21) | < A1n — 4’, (2.12.1) 
其 中 4, + 者 是正 的 常数 ,那么 就 称 plz) 在 工 上 满足 Hilder 条 
件 , 记 作 
pE€H, 
如 果 除 pg € 之 外 ,在 工 的 端点 ci(i 一 1,2) 附近 还 有 
0) p*E€EH, (2.12.2) 
(#1 一 ce)” 
那么 就 称 p(z) 在 工 上 满足 条 件 H*, 记 作 
pH 


PO) = 


。 TI00 。 


如 果 工 是 分 段 光滑 的 曲线 ,各 段 的 端点 依次 为 c(i 二 1,2,……,7)， 
在 每 一 段 光 滑 部 分 上 有 (2.12.1) 式 成 立 , 而 在 所 有 ct 有 (2.12.2) 
式 成 立 , 那 么 也 称 p € H*. 

设 p(z) 在 工 上 满足 H* 条 件 ，z 是 复 :平面 内 不 在 L 上 的 
一 点 , 则 


9(z) 一 | .2 和 (2.12.3) 


to— 2 
称 为 Cauchy 积分 。 可 以 证 明 , 在 除 上 之 外 的 复 :平面 上 , @(x) 
是 解析 库 数 。 下 文 谈 到 工 的 左 侧 或 右 侧 时 ， 都 是 指 当 沿 工 按 : 增 
加 方向 走时 有 关 点 是 在 左 侧 或 右 侧 而 言 。 如 果 工 是 一 个 闭路 ， 那 
么 规定 + 增加 的 方向 必须 保证 闭路 所 包围 的 有 限 部 分 位 于 工 左 
侧 ,否则 就 用 一 上 代 *。 对 于 闭路 上 , 记 工 左 侧 的 有 限 部 分 为 51， 
矶 记 工 右 侧 的 无 限 部 分 为 5S。 注意 5' 及 5” 都 不 包括 工 . 
如 果 工 在 实 轴 上 ,用 实 坐 标 x 代替 1, 则 (2.12.3) 式 可 以 写成 


Te | pA)dx (2.12.4) 


滤 一 加 
面世 的 左 例 就 是 实 轴 上 方 , 右 例 就 是 下 方 。 设 zk (cy0),2 一 az 
十 ig, 8 是正 实数 , 则 
ie) = 1" Par 
Ee x— (xtis) 
取 & 一 0 的 极限 ,用 @*(xo) 来 表示 它 , 便 得 到 
tr) = lim . Pl*)ax 
9 Cm) | t= (X03) 
加 P| ee 


cl me 


十 ixrp (xo), 


其 中 是 主 值 记号 . 9 我 们 将 写成 
or 一 人 -ce 一 四 


cy 一 Yo 一 3 


十 ixqp (xo); 


(2.12.5) 
类 似 地 可 以 证 明 , 对 z = x 一 ie, 有 


“。101。 


$-(x) 一 | Plr)dr | eae 一 


ixp(xo), (2.12.6) 
ax- 一 xxo 十 18 9 (mo) 


其 中 & 仍 理解 为 正 的 无 穷 小 量 。 可 见 , 用 实 轴 上 的 函数 p(x)， 我 
们 定义 了 一 个 除 实 轴 外 的 复 平 面 上 解析 的 函数 D(x), 它 在 实 轴 的 
两 侧 有 一 间 赂 ,其 跃 变 为 2rzp(x)， 

现在 学 虑 一 元 归 数 p(x,y)，、x,y 部 是 实 变数 . 我 们 起 反 


二 | 于 |P-: | | (2.12.7) 


一 Yo 9》 一 多 


中 的 二 重 积分 交换 顺序 。 主 值 记 号 了 的 下 标 是 为 了 明确 对 哪 一 个 
变量 在 哪个 位 置 取 主 值 而 写 的。 两 次 使 用 (2.12.5) 式 ， 可 以 把 
(2.12.7 ) 式 改写 成 
{| adxr PX,y) dy 
se ie ), ? 一 :2 | 
一 JrP,=xv。 | Pe 
oh ee 
ix|! Px)dy 
: ee — Xo—1i8 
到 | ee p(xr,y)dxrdy 
ZL (x— ro—ig)(y—x—ie) 
地 | (xx)dx 
L 


XxX+—Xxo—1i&8 


一 ixp(xo, | 


— in|, 了 aa20a 一 mg(aszo)， (2.12.8) 
Ly 一 40 一 6 


dx 
a | 了 a | 一 人 ce 一 |， 
"JL(x— xo)(y — x) 


它 是 把 (2.12.7 ) 式 中 的 积分 次 序 改变 后 写 出 的 。 注 意 到 


| el | 
(x — xo) (y — *) 一 MXoLx 一 MXo ?7 一 X 2 


就 有 
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[Pn ps op(zay)dx 


Ly— xot L YX 一 Yo0 
十 P.-， | ‘E21 | 
JL ?一 区 
反复 利用 (2.12.5) 式 及 (2.12.6) 式 ,可 以 得 到 
7 一 | | Py)drdy .2 
li (x*— xo—ie)(y— x*—ie) y—xo—i8 
x| PINAY | Pxo,y)dy (2.12.9) 
Ly— xo—18 Ly—xo—ig 

注意 到 因 于 


i wie |! TY 

Oe 2 车 一 zx 
而 无 测度 的 人 区域 中 被 积 函 数 乘 以 2 并 不 改变 积分 信 。 因此 ， 由 
《2.12.8) 式 和 (2.12.9) 式 可 以 得 

7] 一 三 一 后 (ro， xzo)， 
即 
dx px dy 
pr, — = [0 | 2 | 


x,y) dx 
= Bau, dy Le a 
— mo(xo, xo). (2.12.10) 
(2.12.5) 式 和 (2.12.6) 式 可 以 推广 到 任意 分 段 光 滑 曲线 工 的 情 
形 。 不 失 一 般 人 性 ,可 以 假定 工 是 闭合 的 。 对 于 非 闲 合 的 工 , 可 以 增 
加 一 段 光 滑 曲 线 使 工 闭 合并 假定 函数 9 在 该 段 为 零 。 设 是 L 上 
一 点 ,《2.12.3) 式 可 以 写成 


Dz) 一 中 p(t) 一 9(po) 十 中 Pn) 7 
L tz By 
由 Cauchy 公式 


P(to) dt = 
L ff 2 


因此 , 当 z 从 工 左 侧 趋 过 ww 时 ， 


| 若 多 反 Ss 
0， 着 zc3 ， 
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B+(10) 一 中 2 二 人 了 2 十 2riq (10); 


当 z 从 荆 右 侧 趋 近 时 ， 
or = PP = Pg, 


1 一 io 
但 是 
$ PD) — (to) 9 ph — p(t) 了 
t—io t— lo 
Pp) a 
pe dt ip (4o), 
所 以 
g+(r) = P| a dy (2.12.11) 
gr-(n) 一 P| ,2 Be (2.12.12) 


这 两 个 式 子 称 为 Plemelj 公式 ,是 (2.12.5) 式 及 (2.12.6) 式 的 推 
广 。 式 中 积分 号 没有 写成 名 路 积分 ， 因 为 这 两 式 显 然 对 于 非 闭 路 
的 情况 也 正确 .但 是 应 当 指出 , 在 z 一 1。 时 , z 必须 沿 着 一 条 与 
上 有 一 不 太 小 的 交角 的 方向 接近 wo， 这 个 结果 才 是 正确 和 的。 如果 
z 行进 的 轨迹 与 工 在 t。 处 相 切 ,那么 讨论 极限 的 趋 近 时 ,必须 根 
据 具 体 问题 进行 更 细致 的 分 析 "4. 不 过 ,在 输 运 理论 中 出 现 的 一 般 
情况 下 ,(2.12.11) 及 (2.12.12) 式 都 是 成 立 的 ， 

Plemelj 公式 说 明 , 如 果 qp(z) 在 工 上 满足 H* 条 件 , 那么 它 
就 定义 了 一 个 在 沿 工 切 过 的 xz 平面 上 解析 的 函数 , 即 由 (2.12.3) 式 
给 出 的 B(z). @(z) 在 工 的 两 侧 间 断 ， 其 跃 变 值 为 2xig(z)。 反 
过 来 ,如 果 有 一 个 在 沿 工 切 过 的 z 平面 上 解析 的 函数 8 ez)， 它 在 
越过 工时 间 晴 

PH) — B10) = 2rip(t0), to EL, 
而 pQ@) 在 工 上 满足 H* 条 件 , 那 么 ，@(z) 是 否 一 定 取 (2.12.3) 
式 的 形式 呢 ? 为 探讨 这 个 问题 ,假设 有 两 个 函数 @B.(z) 和 i(z) 
都 满足 上 述 条 件 , 那 么 
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0(z) = @i(e] — D(z) 
就 是 整个 z 平面 上 的 解析 函数 。 所 以 ,满足 上 述 条 件 的 @(z) 一 
定 是 (2.12.3) 式 右边 与 一 个 全 平面 上 的 解析 函数 之 和 , 即 
{POd 4 Tg 
0 一 | es + Da 
当 1z1 一 oo 时 ， 右 边 第 一 项 为 0(1z1-9。 如 果 已 知 1z| -> oo 
时 j@B(z)| ~ oO(Cizii，& 是 正 整数 ,那么 就 有 
6(z) 一 |, 2 + PCz) (2.12.13) 
其 中 Pi(z) 是 z 的 次 多 项 式 . 
(2.12.10) 式 也 可 以 推广 到 分 段 光 滑 曲 线 的 情形 ,如果 p(t,4) 


是 L 上 两 点 + 及 4 的 函数 ，qpli, 1) 对 zt 和 1 痢 满 足 H* 条 
件 , 而 且 w 是 工 的 光滑 部 分 上 的 一 点 ,那么 就 有 


| | pli)dn | 曾 | de Pls44) 
Li 一 1 nt 上 (一 如 )( 人 一念 


2 x p(to, to), (2.12.14) 


式 中 的 积分 都 应 理解 为 取 主 值 ， 这 里 只 是 为 了 简单 而 略 去 了 主 值 
记号 。 (2.12.14) 式 称 为 Poincare-Bertrand 公式 ， 关 于 这 个 公式 的 
严格 证 明 , 可 参考 文献 [16]. 


$2.13* (人 Cauchy 型 奇异 积分 方程 
关于 yp(p) 的 积分 方程 
(pm) + OOP) tr PE fp), pe L, (2.13.1) 


称 为 Cauchy 型 奇异 积分 方程 ,其 中 a( 1), Bb(p) 及 f(x) 是 分 段 
光滑 曲线 工 上 的 已 知 函数 。 下面 讨 论 这 种 方程 的 解法 。 令 


f(z) 一 |， dy J )， z&L, (2.13.2) 


利用 (2.12.11) 及 (2.12.12) 式 ,对 于 LL 上 的 一 点 w， 可 以 得 到 
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9(p) 一 [96+(p) 一 $-(p)], 


人 (2.13.3) 


Lyv—H 
因此 (2.13.1) 式 可 以 写成 
[oa(p) + iB(p) BT (p) 一 Lalp) — ih) BD 0) = 2xif(p). 

(2.13.4) 
假定 cl4), B(x) 是 实 函数 而 且 0 十 扣 闪 0, 那么 ,(2.13.4) 式 可 
以 写成 


1 
一 本 [2 (p) + b(n)], 


Ca)9 (p) 一 2 (Co) = filn), (2.13.5) 
其 中 


2xzf(x) 
i 


GU 2 “(+ pp) Co 
oa(p) 一 到 (Co 
容易 看 出 ，|1G(4)1 一 1 所 以 可 以 写 出 
G(A) = exp[2i10(1)], (2.13.7) 
其 中 
@(p) 一 te es (2.13.8) 


由 (2.13.5) 式 求 @*(p) 及 8 (4), 称 为 非 齐 次 Hilbert 问题 。 为 
了 求解 这 问题 ， 需要 先 考 虑 Riemann-Hilbert 问题 (或 称 齐 次 
Hilbert 问题 ), 邵 : 找 一 个 在 切 过 的 xz 平面 上 解析 的 非 零 函 数 
X(z)， 使 它 在 切 痕 两 侧 购 值 X Cn) 及 X~(p) 满足 


<- Ee = G(p) = exp [2i@(1)], (2.13.9) 


假定 工 的 起 点 为 4, 终点 为 4。 由 于 在 se, 2 两 点 X(p) 没有 
间断 ,所 以 G(e) 一 G(56) 一 1. 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 6(4) 一 0， 
8(5) 二 pr, ?是 整数 ， 考虑 函数 


TCD) 一 二 | 2 ， (2.13.10) 


。 106。 


利用 (2.12.11) 和 (2.12.12) 式 , 可 得 
exp[T*(p)] = cp| 工 |. dz 2 +i@(p)|, nx€ (a,b). 


(2.13.11) 

所 以 

expT Cn) -nr72; 区 

ns) p[2;@9(z)]。 ( ) 
就 是 说 ，expT(p) 可 以 满足 条 件 (2.13.9) 式 , 而 且 除 了 工 之 外 , 它 
是 解析 的 .在 端点 zx 一 “附近 ,由 于 8@(s) 一 0, 故 

T(z) 一 二 | 80) 一 8(a) 7 

2 一 站 
显然 它 在 zx 一 “处 解析 。 但 在 端点 z = 5 附近 它 不 解析 。 事实 
二; 由 于 @(2) 一 pr, 故 有 
Te) 一 + 8@(») (5) dy 


2 -一 总 
+ et) 了 一 全 
一 T(z) + pln(2 一 z)， 
其 中 


二 | Dl my 


是 切 过 以 后 的 z 平面 上 的 解析 函数 (包括 端点 a,。 在 内 )。 因 此 ， 
T(x) 在 % = 4。 处 不 解析 .但 是 只 要 取 
X(s) 一 expTs(%) =—= (b— 2) ?rexpT(x), (2.13.14) 
就 可 以 满足 (2.13.9) 式 ,同时 保证 它 在 切 过 的 平面 上 是 非 零 的 解析 
函数 。 所 以 ,将 (2.13.10) 式 代 人 (2.13.14) 式 , 就 得 到 Riemann-Hil- 
bert 问题 的 解 : 
X(z)] 一 (8 — 2) ?exp [| 2 @(») | (2.13.15) 


再 考虑 非 齐 次 Hilbert 问题 (2.13.5)。 将 
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X (x) 
C 
Ce) X (4) 


代 人 (2.13.5) 式 ,可 以 得 到 
K+ DR) — KC)D- Cp) = XCa)fln) (2.13.16) 
由 于 X(s)@(s) 是 切 过 的 复 = 平面 上 的 解析 函数 ,假定 它 在 |z| 
一 oo 时 的 行为 是 0(1z19 ,那么 由 (2.12.13) 式 可 以 得 到 
XB) 一 二 | 加 于 人 po + Pils). 
2x1 JL 2 一 


又 因为 X(zx) < 0, 两 边 可 用 X(x) 除 ,再 以 (2.13.6) 式 中 的 1(») 
代入 ,就 得 到 (2.13.5) 式 的 解 : 


pe 时 X-(»v)f(») 
Ee X(z) 人 {a(») 一 10(o) 2 — 2) 


十 PCa) | 
(2.13.17) 
其 中 Pi《x) 尚 待 确定 。 由 (2.13.2) 式 可 知 ， 当 1z| 一 co 时 ， 
9B(z) ~ 0(z-。 因 此 ,对 于 不 同 可 能 的 p 值 有 以 下 情况 : 
(i) 若 p 一 0, 则 由 (2.13.15) 式 知 , 当 |z| 一 co 时 X(Cx) 趋 
于 一 个 常数 。 由 于 (2.13.17) 式 右边 方 插 号 内 第 一 项 已 经 保证 |z| 
一 co 时 @(z) ~ 0(z ,因此 Pi(x) 一 0。 
(i) 若 p 二 0, 那 么 当 |z| 一 co 时 X(z) ~ z1?1, 所 以 Pi(2) 
应 当 是 x 的 |p| 一 1 次 多 项 式 . 
(证 ) 车 p 0, 那 么 当 |z| 一 00 时 和 (CD ~ 所 以 这 时 
不 仅 要 求 Pi(zx) 一 0, 而且 要 求 
| dy X_(»)1(») ~ Got 
r {a(y) — ip(v)}(» 一 =) 
注意 到 
| 
cr {a(») 一 好 (2 (> 一 >) 
i | dy 9 
z 2<0z"J oa(y) — i8(») 
就 可 以 知道 ,必须 有 
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X- (vv)y" 
| 0， 当 ?一 0,1….，p 一 工时 。 
(2.13.18) 
将 (2.13.17) 式 代入 (2.13.3) 式 , 就 可 以 求 得 Cauchy 型 奇异 积 
分 方程 的 解 . 
我 们 看 到 ,求解 Cauchy 型 奇异 积分 方程 的 步骤 为 : 
(i) 由 (2.13.8) 式 求 得 8(p) ,适当 选择 反正 切 函 数 的 一 支 ; 确 
定 8@(4) = 0, @(b) 一 pr. 
(二 ) 由 (2.13.15) 式 求 Xz). 
(四 ) 由 (2.13.17) 式 求 @(z) ,并 加 以 讨论 . 
(iv) 由 (2.13.3) 式 求 p(u)， 


$ 2.14* 全域 边 值 问 题 
在 前 两 节 数 学 准备 的 基础 上 上， 我们 用 分 离 变量 法 来 讨论 输 运 
方程 (2.11.2)，, 即 
+ 十 q(x, 4) 一 < ， dp p(x,p') 十 SC) 《2.11.2) 
假定 边界 条 件 是 
(xzo po 一 大 pb，pAE [一 1 1] (2.14.1) 
在 这 个 边界 条 件 下 求解 输 运 方 程 就 是 所 谓 的 全 域 边 值 问题 . 
从 $2.11 已 知 ,分 离 变 量 法 将 导 至 本 征 值 方 程 (2.11.8), 它 的 
本 征 萎 数 是 


gor (1) 一 (2.14.2) 

bt) = PP tA ,1Sv<1 
(2.14.3) 
其 中 0<c < 1,， v6 > 1 满足 (2.11.15) 式 , 即 
onw tl 1, (2.14.4) 


2 2 一 工 
而 4(v) 由 (2,.11.177) 式 给 出 ,如 
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1i(»)=1— 2 本 二， (2.14.5) 


我 们 将 用 对 本 征 函 数 (2.14.2) 及 (2.14.3) 展 开 的 办 法 来 找 全 域 边 值 

问题 的 解 . 为 此 ; 先 要 证 了 明 这 一 组 函数 的 完备 性 和 正 交 性 ， 

全 域 正 交 性 定理 : 函数 po+, Po-, po(—1 < ?到 1) 彼此 正 
交 ， 如 下 式 所 示 : 


| dieubs ppp) = 0, vv (2.14.6) 
上 式 不 难 证 明 。 事 实 上 ,由 于 6, 满足 (2.11.8) 式 ,或 
(一 人 jw 由 一 和 | ae) (2.14.7) 
2 2 J-! 


两 边 用 yw(e) 相 乘 后 ,对 4 从 一 1 到 1 积分 ,得 到 
| dp [Ga 二 七) (edu 人 | 


一 | np) auav(， 
将 附 标 ， 和 y 互 换 ,上 式 显然 也 成 立 , 即 有 
| ae 人 = 生 jevCaDeCa | 


一 < dp by pe’) 上 dp 1) 


以 上 二 式 两 边 分 别 相 减 , 便 得 到 


(F— i)) ,amb etp) = 0, 


» 


可 见 > 半 v 时 有 正 交 关系 (2.14.6) 成 立 ， 
从 (2.14.2) 式 容易 算出 


Nor 三 全 dupl Jor RD) 


22 
和 | 2 | (2.14.8) 
4 ve—1l vo— 1 


或 利用 (2.14.4) 式 ,有 
“ 410。 


N= + 2 于 人 > (2.14.8") 
利用 (2.12.10) 式 及 (2.14.5) 式 可 以 证 明 ， 
[es [| 9°48) | = NO)AC), (2.14.9) 
这 里 4(v) 为 任意 函数 ,而 
re | 2(y) 土 ( 竺 ) | (2.14.10) 
注意 , (2.14.9) 式 左边 积分 的 顺序 不 能 交 痪 。 事 实 上 ,有 
| e400 | dpb Du) | = NoD4CD NG)40»), 


(2.14.11) 


式 中 
No(2) 一 202(7)。 (2.14.12) 
现在 来 看 全 域 完备 性 定理 : 对 于 所 有 在 全 域 一 < 万 1 上 
定义 的 函数 f(4) EH*, 孙 数 -及 (一 1 二 vv 夺 1) 构成 
一 完备 集 。 即 ,对 于 任意 满足 上 述 条 件 的 f(y)， 总 可 以 找到 适当 
的 a0+, 40- 及 4(v), 使 
f(p) 一 a0rdort (pp) 十 ao 加 (CA) + =: dvA(v)b,( 4) (2.14.13) 


成 立 。 显 然 ,如 果 f(p) 可 以 这 样 展开 ,那么 在 (2.14.13) 式 两 边 同 
时 乘 以 pxjor(p) 并 对 & 从 一 1 到 1 积分 ,就 可 以 得 到 
dot ml dyvhor(» )f(»), (2.14.14) 
定义 
fi(p) = fp) 一 aorpor(p) 一 ao_do-(p), (2.14.15) 


其 中 ao 由 (2.14.14) 式 给 出 。 为 了 证 明 全 域 完备 性 定理 , 只 需 证 
明 , 对 于 由 (2.14.15) 式 给 出 的 和 (py) ,可 以 找到 4(»), 使 


lp) 一 | 4 人 ma (2.14.16) 


成 立即 可 。 将 〈2.14.3) 式 代 人 (2.14.16) 式 , 就 得 到 关于 4(>) 的 
Cauchy 型 奇异 积分 方程 
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fi(p) 一 人 pu)4CU) +P | 
我 们 将 证 明 它 有 解 4(v)€E H*。 记 


~ [ a, A409) 
"(2) 一 人 3 (2.14.18) 


当 4(v) EH* 时 ,n(z) 在 沿 [ 一 1,1] 切 过 的 x 平面 上 解析 ， 利 
用 Plemel} 公式 可 知 ,在 切 痕 两 侧 ，"(z) 的 值 zt(z) 满足 


dy A(7) (2.14.17) 
i y=) 


nt(n) tn(n)=P | dv A407), (2.14.19) 
nt(p) —n (nu) = ircpA(p). (2.14.20) 


于 是 (2.14.17) 式 可 以 写成 
fi(p) cpri 一 | 4(p) 十 > curilnt Cn) 
到 [am = 党 cai (2.14.21) 


记 


Ei 而 二 -2 
A(z) 三 1 | ad 3 


Cz] 2 十 工 
-一 上 一 一 一 一 。 
2 一 工 


一 ] 一 


(2.14.22) 


注意 ,这 里 4(2) 的 定义 和 (2.7.9) 式 中 4(t) 的 定义 不 同 ,实际 上 
4(z 一 吕 ) 才 是 (2.7.9) 式 中 的 4(h)。 显然 4Cs) 在 沿 [一 1 


切 过 的 复 z 平面 上 解析 . 取 rp 土 i6, 其 中 及 8 为 实数 ， 一 1 
<p 壹 15, 而。 一 十 0, 可 以 求 得 


工 十 由 .CAE 
A+( 二 
可 2 1 一 必 2 


= 14(p) ti | (2.14.23) 


其 中 用 到 了 (2.14.5) 式 ， 因 此 (2.14.21) 式 又 可 以 写成 
At(p)ni(p) 一 4 (pn (pp) = izrcpfi(p). (2.14.24) 
于 是 ,由 (2.12.13) 式 可 知 ,在 沿 [ 一 1,1] 切 过 的 复 xz 平面 上 解析 的 
。112 。 


函数 4(z)2Ks) 可 以 写成 
A -| bo + Puta), (2.14.25) 


但 是 根据 (2.14.18) 式 和 (2.14.22) 式 可 知 ，|z1 一 co 时 ,有 
14(z)z(s)| ~ pe 
故 Pi (z) 一 0， 于 是 得 到 


| cvfi(») 
n(g) FT | dy 0 a (2.14.26) 


现在 问题 归结 为 给 定 f(x) 之 后 , 能 否 由 (2.14.26) 式 给 出 在 沿 
[一 1,1] 切 对 的 复 z 平面 上 解析 的 函数 n(xz)， 唯 一 成 问题 的 地 方 
是 ，A(zx) 有 零点 xz 一 土 。。 但 是 由 (2.14.15) 式 可 知 ,在 s = 土 y， 
处 ,有 


a 。 


-1 2(2 干 2o) 2(v 二 v0) 


一 ”Go+ | dy cvpor (9) 一 qo | dy czdo-(2D) 
1! 2(z 二 2) -1 2(v 干 y0) 


利用 (2.14.14),(2.14.8) 和 (2.14.2) 各 式 , 可 以 发 现 上 式 右 端 为 零 ， 
因此 对 于 形 如 (2.14.15) 式 的 f(g)， 由 (2.14.26) 式 给 定 的 n(z) 
确实 在 沿 [ 一 1,1] 切 过 的 x 平面 上 解析 。 由 (2.14.20) 式 可 以 得 到 


A(u) 一 Bi tC) — 7 (p)], (2.14.27) 


于 是 全 域 完 备 性 定理 得 证 . 

由 fp) 求 4(w) 时 ,可 以 从 (2.14.13) 式 出 发 , 两 边 同 乘 以 
ppv(p) 并 对 4 从 一 1 到 1 积分 ,利用 (2.14.6) 式 及 (2.14.9) 式 ,就 
能 得 到 


ge 
4) ~ a dppps p)f(p). (2.14.28) 


， 利 用 (2.14.26) 式 可 以 证 明 (2.14.27) 式 与 (2.14.28) 式 一 致 ， 事实 
上 ,从 (2.14.26) 式 出 发 ,有 


过 cvf.(») 
z (p) A:( yp) | a 2(v— 二 715) ” 
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其 中 A*(p) 由 (2.14.23) 式 给 出 ， 从 上 式 可 以 得 到 


+( nom 1 |，- i) 
SR el (上 2(»v — pC— ie) 


_ /A+ > cvf.(»v) 
et) | yp 
利用 (2.12.5) 式 ,(2.12.6) 式 和 (2.14.23) 式 ,可 将 右边 化 简 , 得 到 


四 


2 (Hp) 一 2 (pp) 一 人 


天 
MCA) | 
十 Cm)ireph(t)|. 


于 是 由 (2.14.27) 式 ,有 


A(n) 一 [nt*(p) —n (pp)] 
es "gy hy) 
N(p) 2 2(»v 一 p) 
+ pA(p)fCp) | 
1 1 
my), dvvgu(v)f(») 


1 1 
Wy), dvvgqu(» )f(»), 


最 局 形式 就 是 (2.14.28) 式 ， 
加 过 头 来 再 看 本 节 开 始 提 出 的 全 域 边 值 问题 。 为 具体 起 
见 , 假 定 涯 是 位 于 x 一 0 处 的 无 限 平面 各 向 同性 源 ,强度 为 5,。。 于 
是 输 运 方程 (2.11.2) 式 可 写成 
必 3 十 plx, 4) 和 |， du p(x, 4.’) 
i 6(x), 0 <e < 1. (2.14.29) 


边界 条 件 (2.14.1) 式 现在 采取 形式 : 
lim p(x, 1) =— 0, 4E [~—1,1]. (2.14.30) 


1x1- 可 
按照 这 一 边界 条 件 ,方程 (2.14,29) 式 的 解 应 当 写 成 


。 114。 


aor dos(p)e en 十 | dyA(v)p,(n)e 2， 上 > 0， 
q(x, p) = ? 


a | dyAv b(n) er, x < 0. 


(2.14.31) 
在 zs- 和 4(»v 二 0) 的 前 面 添 负 号 是 为 了 下 文 形式 的 整齐 。 将 
(2.14.29) 式 两 边 从 x 一 一 8 到 x 一 8 积分 并 取 8 一 0 的 极限 ,可 
以 得 到 
qp(04, 4) p(0-,4) Es 地 
x 

将 (2.14.31) 式 代入 ,就 是 

0 do+ pot (1) 十 Co_do_(A) 十 | dv (»)p,(2). 

24 -1 


由 (2.14.14) 式 和 (2.14.28) 式 ,可 以 立即 得 到 


1 


六 -| PY Oy 
十 No 0+ 2 


2Nos” 
So 
2N(»v) 


A(y) 一 


1 ff SS 
3 人 wear(m 
$ 2.15* 半 域 边 值 问题 
郑 虞 $2.10 中 讨论 过 的 Milne 问题 ， 其 输 运 方程 可 以 写成 


上 2 + p(x, p) 一 < dp' q(x, pp’) (2.15.1) 
而 边界 条 件 是 

p(x,p) ~ O(e"%),， 当 x 一 00 时 ， (2.15.2) 

p(0, 1) = 0， 0 委 14 委 1. (2.15.3) 


由 于 边界 条 件 (2.15.3) 只 是 就 0 二 过 1 而 言 的 ,因此 称 为 半 域 边 
值 问题 
先 假设 Milne 问题 的 解 是 
(xp) 一 aordor (pH)e "+ a0_qy_(p) ee 


十 oP eh (2.15.4) 
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由 边界 条 件 (2.15.2) 式 知 v6 一 4 m_ 一 常数 ,由 于 方程 (2.15.1) 


是 齐 次 的 ， 所 以 它 的 解 乘 以 任意 常数 后 仍然 是 它 的 解 . 不 妨 取 
40- 一 1. 为 保证 (2.15.2) 式 ,还 需 有 4(> < 0) 一 0。 藻 虑 到 边界 
条 件 (2.15.3), 得 到 


一 各 -(p) 一 aordor (1) 十 | dvA(v)p,(p), OpeLl. 


(2.15.4’) 
这 相当 于 把 一 如 p_(p) 在 pe [0,1] 内 用 i(p) 与 $,(p)(v>>0) 
展开 . 
那么 ,任意 给 定 we [0,1] 上 的 函数 f(x)e H*, 它 能 否 展开 
成 


AD 一 orb Ct) 十 | dA) BAP) (2.15.5) 


的 形式 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 这 就 是 : 
半 域 完备 性 定理 : 对 于 ye [0, 1] 上 的 函数 f(x)E H*， 函 
数 w+ 及 (0 和 > 委 1) 组 成 完备 集 . 
为 证 明 这 个 定理 ,我 们 只 需要 证 明 , 能 找到 +， 使 得 
fo( 1) 一 f(y)— ao+rfor (1) (2.15.6) 
能 够 展开 为 


f(p) 一 | dA: (02.15.7) 
而 (2.15.7) 式 用 


pp) — LP—1 
2 27 一 下 


代入 后 ,就 是 Cauchy 型 奇异 积分 方程 


十 2(2)5(2 一 1) 


1 ACp) + P| 由 es flp). (2.15.8) 
令 
n(z) 一 | dy ss (2.15.9) 


它 在 沿 [0,1] 切 过 的 x 平面 上 解析 ， 用 Plemelj 公式 , (2.15.8) 式 
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RT 大 4 


[a 


又 可 以 写成 

At(p)at(p) — A(pn (pp) 一 种 cp 人 (po (2.15.10) 
其 中 A(p) 仍 由 (2.14.23) 式 给 出 。 由 于 4A(z) [ 见 (2.14.22) 式 ] 
不 是 在 沿 [0,1] 切 过 的 复 xz 平面 上 解析 ;而 是 在 沿 [ 一 1,1] 切 过 的 
z 平面 上 解析 ,因此 无 法 像 上 节 那 样 用 Plemal) 公式 处 理 (2.15.10) 
式 。 将 这 式 改 写成 

全 0 二 罗 三 7 (2.15.11) 
它 属 于 $2.13 中 讨论 过 的 非 齐 次 Hilbert 问题 。 按照 该 节 指 出 的 
方法 ,由 (2.13.8) 式 有 


rn1| TCR 
而 CO [这 | (2.15.12) 
当 & 从 0 变 到 1 时 ， 0 先 由 0 到 eco ,又 从 一 co 到 0。 因此 ,可 


以 选择 反正 切 函数 中 取 值 域 为 [0,=] 的 一 支 , 即 8(0) 一 0，@(1) 
一 *。 由 (2.13.15) 式 得 到 


X(z) = (1 — zx) !exp | dy |. (2.15.13) 
所 以 ,由 (2.13. Ma Hilbert 问题 的 解 


cyX (»v)h(») 
到 而 二 ;十 二 | 1 二 | (2.15.14) 


由 (2.15.9) 式 可 知 ， 当 lz| > oo 时 ，#(z) ~ 一 ,因此 Pas) 一 
0。 但 除 此 之 外 ,按照 (2.13.18) 式 ,还 应 当 有 


| ey ee ne, (2.15.15) 
而 这 可 通过 选择 
: 这 
Bs A (») (2.15.16) 


TI 
0 24-(2) 


来 保证 ， 求 得 a(x) 之 后 ,就 可 以 用 Plemelj 公式 得 到 
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二 (2.15.17) 
mc 


既然 对 于 任意 给 定 的 [0,11 上 的 函数 f(y)€ H*, 按照 (2.15.16) 式 
选择 sy 保证 了 jp(m) 可 以 展开 成 (2.15.7) 式 形 式 ,那么 半 域 完 
备 性 定理 就 得 到 了 证 明 。 

这 个 定理 的 证 明 过 程 同时 也 给 出 了 求解 半 域 边 值 问题 的 实际 
步骤 ,求解 本 节 开 始 时 提出 的 Milne 问题 ,只 要 从 〈2.15.4 ) 式 求 
出 as 和 A(v) 即 可 ,如 果 记 


7(») 一 ~ 和， (2.15.18) 


那么 (2.15.16),(2.15.14) 和 (2.15.17) 各 式 可 以 分 别 写成 
一 | dr C2)b (2) 


Go+ ns 3 (2.15.19) 
| dr) ls) 
n(z2) 一 x dy 了 [一 -(z) 一 aor gor (2)], 
(2.15.20) 
A(Y) 一 二 CD (2.15.21) 
ACD 
最 后 可 以 写 出 Milne 问题 的 解 
p(x,p) = fh (pu) cz 十 dor Por (1)e ma 
十 | dvyA(v)y( pe?, (2.15.22) 


为 了 迅速 地 求 出 展开 式 的 系数 ,需要 讨论 半 域 正 交 关 系 .可 以 
证 明 


| dpW (pr (ps, 1) 一 0， (2.15.23) 


jw os JAG a ~ Tw) 40), 
(2.15.24) 
其 中 ”和 > 都 属于 [0,1], 而 权重 商 数 为 
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= 一 2 cp(vo LX (p) 2.15.25 
W(p) = 7(p) (yo — 1) 3 ( ) 


除了 这 两 个 正 交 关系 之 外 ,还 有 以 下 半 域 重 又 积分 也 很 有 用 : 


| du CA CD Cj (各 ) x(+m， (2.15.26) 


| dl CC CD pt dC Cd) 


.APR OT 一 2X(—»), (2.15.28) 


WAPI 


(2.15.29) 
这 些 式 子 的 证 明 都 相当 复杂 "”", 这 里 不 拟 详 述 。 利用 这 些 式 子 很 
容易 从 (2.15.4 ) 式 求 得 

Ee X( 一 2o) 
X(m) 
4(z) 一 一 CDoX{ 人 一 加)do_(7)27 
(v0 一 2)7(2)VC>) 

cyy X(—v)A (») 

Vy N(v)X (») 


这 两 个 结果 显然 比 (2.15.19) 至 (2.15.21) 式 简洁 得 多 . 
从 (2.15.22) 式 可 以 得 到 自由 表面 《x 一 0) 处 的 出 射 (< 0) 
粒子 角 通 量 ， 


p04) 一 top) 十 aordor(p) + | dyA(v)p,(4), 4 = 0. 
(2.15.32) 


式 中 由 于 ”> 0, p< 0， 有 加 (p) 一 名 一。 下 面 将 利用 


《2.15.28) 及 (2.15.29) 式 简化 这 一 结果 .为 此 , 先 写 下 (2.15.4') 式 ， 
并 将 其 中 的 4 换 写 成 w (wx > 0): 


一 -Co od + | A) bE), >0 
再 用 p(w )W(pw) 乘 上 式 中 各 项 并 从 0 到 1 对 jr 积分 ,对 右边 


» li9e. 


9 (2.15.30) 


0 十 


(2.15.31) 


两 项 分 别 利用 (2.15.28) 式 及 (2.15.29) 式 , 便 得 到 
A AP 


一 2 Xp + Cm — Xp) | AG) 2 pulv) to — 


一 一 X( Ey 一 po) aorbor (ps) 


“i | A400 |, 4“ 一 0 
因此 
| hop ba pIW (Cp) an 


ao+ for (1) 十 | A(v)p( 1) dy 9 
X(p) 2 (vo 一 p) 


或 
ao+ bot (4) 十 | 4(7) 由 (天 )G7 


-zh Om) | < 
(2.15.33) 
这 里 应 用 (2.15.25) 式 将 三 (mw) 写成 了 Y(p)(wo 一 wx)， 并 利用 
了 关系 
en Ee 
(wo—p pA) wp pp 


将 (2.15.33) 式 代 人 (2.15.32) 式 ,得 到 


、 Cy 1 1 二 CVo 1 
We 
x| 1 一 au， nx<=0, 
加 一 由 一 区 
现在 利用 关系 
Sl 一 一 一 一 | 一 a -二 一 | 
vw+p 下 一 天 wtplw—p ptvl 


代入 前 式 后 ,在 逐 项 作对 pe 的 积分 时 ,利用 下 列 恒等式 
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X(2) 一 | a (2.15.34) 


”全 不 难得 出 


VAX) 
Xp 一 万) 
这 就 是 自由 表面 处 的 出 射 粒子 角 分 布 。 不 难 利用 函数 X(z) 的 性 
质证 明 恒 等 式 (2.15.34)。 事 实 上 ,从 (2.15.13) 式 可 见 ，X(s) 是 在 
沿 实 轴 从 0 本 1 切 过 的 复 x 平面 上 解析 的 函数 ,而 且 在 |z|1 一 co 时 


X(s) ~ 一 一 。 因 此 从 Cauchy 定理 有 


9p(0，5) 一 «< 0， (2.15.35) 


Cs ) 
0 2 | 


ci+cy &' 一 8 
其 中 C, 是 紧 贴 0 到 1 的 切 痕 从 反 向 绕 过 它 的 围 道 ，C: 是 具有 
半径 R>> 1 的 从 正 向 绕 过 著 六 的 圆 形 转 道 (例如 说 ,以 原点 为 心 )。 
Ci 十 Cs 合 起 来 就 是 在 X(z) 的 解析 区 内 从 正 向 绕 过 点 z 的 封闭 
力道 ， 当 RR co 时 ,力道 C: 的 贡献 消失 ， 剩 下 的 力道 C, 的 贡 
献 容易 通过 X+(j) 二 于 是 得 到 

0 mm 二 二 X (pH) —X(p) gs (2.15.36) 

pC—s 

现在 从 (2.15.13)、 es 二 式 及 (2.14.23) 式 可 以 看 出 


XxX (4) 一 ex i 二 A*(x) 
二 网 p[2i8(p)] 4 


或 
X (pk) _X (np) Xi(py)—X (pn) 


| 


4+(p) A (wp) At(p) 一 A-(p) 
~ Kp)—X (p) . 


. (2.15.37) 
zc Hr 
又 从 (2.15.18) 式 知 到 
_ ch X (pu) Ea | 
7(p) 一 1 [X*(p) 一 X (Up)]。(2.15.38) 


将 (2.15.38) 式 代入 (2.15. 36) 式 便 得 到 起 要 证 明 的 (2. 15.34) 式 . 
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从 (2.15.22) 式 还 可 以 看 出 ,在 远离 自由 边界 的 地 方 , 解 可 以 近 
似 地 写成 


p(x, 4) 一 Yo-e™™o 十 ao+r ore */™ + O(c *), 


+> 1. (2.15.39) 
而 渐 近 的 总 通 量 是 
Pax) 一 cz 十 ao+e xm (2.15.40) 
这 个 解 满足 扩散 方程 。 定 义 满足 
pas(—20) 一 0 (2.15.41) 
的 值 x。 为 外 推 端 点 。 显 然 有 
zo 一 in (一 ao+) 一 一 字 2 =| (2.15.42) 


(2.15.41) 式 可 以 作为 Milne 问题 中 ps《x) 所 满足 的 边界 条 件 . 
渐 近 中 子 通 量 在 * 一 0 处 满足 的 边界 条 件 也 可 以 表示 为 
1 一 ps(0)/ pal0) (2.15.43) 


这 里 和 VV,(*) 二 gas《x)， 4 被 称 为 线性 外 推 长 度 ， 从 (2.15.40) 
式 容 易 求 得 


1 一 voth 一 ， (2.15.44 


vo 


采用 (2.15.41) 式 或 (2.15.43) 式 作为 扩散 理论 中 通 量 在 自由 边 
界 处 所 满足 的 边界 条 件 ， 可 以 使 扩散 近似 中 的 通 量 值 在 远离 边界 
处 接近 于 由 输 运 理论 得 出 的 精确 的 通 量 值 ， 从 而 提高 扩散 近似 的 
精度 ， 

最 后 讨论 反照 率 问题 ， 作 为 应 用 半 域 奇 晃 本 征 函 数 展开 法 的 
另 一 例 。 在 反照 率 间 题 中 ， 我 们 孝 虑 由 均匀 及 散射 各 向 同性 的 介 
质 所 充满 的 半空 间 x 宇 0， 并 设 在 表面 x* 一 0 处 有 粒子 沿 某 方向 
从 左 方 射 人 介质 ， 求 从 介质 通过 这 表面 射出 的 角 通 量 ， 每 一 个 人 
射 粒子 引起 的 出 射 粒子 数 就 称 为 反照 率 . 

由 问题 的 物理 条 件 出 发 ,可 以 写 出 输 运 方程 


。122。 


pet ole, 同一 二 | dP, we)，z> 0， 
Ox 2 1-! 


(2.15.45) 
及 边界 条 件 
lim p(x, 1) = 0， (2.15.46) 


p(0, pe) 人 6(4 wa po) ， AoE [0， 1] (2.15.47) 


po 是 人 射 方向 与 x 轴 夹 角 的 余弦 . 
首先 将 p(x，p) 在 半 域 上 展开 ,如 (2.15.4) 式 所 示 。 由 条 件 
(2.15.46) 式 知 wo_ 一 0 及 A(v <0) 一 0， 故 有 


9p(z，Hp) 一 bo+dor(H)e 
十 | dvA(v)g(p)e *, (2.15.48) 
再 考 起 到 (2.15.47) 式 ,有 
6(p— pu) 一 aordhor (1) 


| dyA(v)B(p), pm> 0. 


利用 (2.15.23)、(2.15.24) 及 (2.15.26) 式 , 可 以 求 得 


a 27 (0) 
X00) 
y) = PW (po0) byl pt0) 
A NV)W(y) ” 
于 是 得 到 
ey 27 (pm) CX/vo 
pl ? £2) Dy bor (p) 


a a po po) Po 1) e-*/v 
+ Go v(m) | to eet EA) er 


村 (2.15.49) 
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而 反照 率 则 由 比值 
zlp(0， nan /| gn(0, padp 


一 工 | lalo00, pap 
Le J -1! 
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第 三 章 ”线性 输 运 方程 的 数值 解法 


”$3.1 引言 


本 章 讨论 线性 输 运 方程 的 数值 解法 ， 即 利用 电子 计算 机 做 数 
值 计 算 来 求解 输 运 方程 的 方法 。 由 于 现代 电子 计算 机 技术 飞速 发 
展 ,大 型 计算 机 的 存 贮 量 增 加 ,速度 和 功能 提高 ， 微 型 计算 机 迅速 
普及 ,使 数值 方法 得 到 愈 来 愈 广泛 的 应 用 . 

数值 解法 的 最 直接 途径 是 将 线性 输 运 方程 中 的 分 布 函数 
9(r, E, 06, 1) 离散 化 ; 即 , 用 它 在 一 组 离散 点 (rj, Ej;, G14, 1) 上 
的 离散 值 g(r;, 5;, G4, zn) 来 代表 它 , 并 用 这 组 离散 值 近似 表示 
出 输 运 方程 中 出 现 的 微 商 及 积分 ( 微 商 用 差 商 代 替 , 积 分 用 求 和 代 
替 ) ,使 线性 输 运 方程 化 为 关于 这 组 函数 离散 值 pC(ri,， Ei, G1, 1;) 
的 线性 代数 方程 组 ， 从 而 可 以 通过 数值 计算 方法 来 求解 。 这 是 本 
章 要 介绍 的 第 一 种 方法 , 称 为 离散 纵 标 法 ($3.2 至 $ 3.6). 

另 一 种 途径 是 选择 一 组 互相 正 交 的 基 函 数 并 将 输 运 方程 中 出 
现 的 分 布 函数 p(r, FE, 6, 1) 及 源 *(r, E, 9, :) 等 都 用 这 组 基 
函数 展开 ， 然 后 求 出 展开 系数 。 由 于 实际 选取 基 函 数 的 数目 是 有 
限 的 ,因此 展开 也 是 近似 的 。 分 布 函数 的 展开 式 中 的 系数 由 一 组 
线性 常 微分 方程 决定 ， 采 用 适当 的 差分 格式 ， 可 以 把 这 微分 方程 
组 化 为 线性 代数 方程 组 ,从 而 用 计算 方法 求解 。 本 章 $3.7 及 §3.8 
介绍 的 球 谐 函 数 法 就 是 采用 NN 个 球 谐 函数 Yim(G) 作为 基 函 数 来 
展开 的 方法 . 
”， 本章 43.9 将 要 介绍 的 第 三 种 方法 称 为 有 限 元 法 。 有 限 元 法 最 
初 是 五 十 年 代 中 期 在 结构 力学 的 各 种 问题 上 应 用 的 ， 后 来 也 被 陆 
续 运 用 到 流体 力学 \ 热 传输 及 中 子 输 运 问 题 上 。 这 是 一 种 以 变 分 
原理 为 基础 ， 吸 收 差分 格式 的 作法 而 发 展 起 来 的 一 种 有 效 的 数值 
解法 ; 它 把 求解 无 限 自由 度 的 待定 函数 这 一 问题 归结 为 求解 有 限 
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个 自由 度 的 待定 值 问 题 。 

最 后 ($3.10 及 $3.11) ,本 章 还 将 介绍 Monte Carlo 方法 .这 
是 用 计算 机 做 随机 模拟 的 方法 。 这 种 方法 与 上 述 三 种 方法 截然 不 
同 。 因 为 计算 依赖 随机 抽样 ， 所 以 即使 使 用 同一 程序 并 输入 同样 
的 数据 ， 各 次 运算 所 得 的 结果 也 不 同 。 反 复 进 行 多 次 运算 后 再 将 
所 得 的 结果 平均 ,才能 得 到 较为 可 靠 的 结果 。 这 种 方法 可 以 用 来 
计算 高 维 积分 ,而 且 维 数 越 多 ， 比 起 通常 数值 方法 来 就 越 轩 得 优 
越 , 因 为 计算 误差 与 维 数 无 关 而 只 与 所 取 的 样本 数目 有 关 . 如 果 能 
把 输 运 方程 的 解 用 高 维 积分 表示 出 来 , 例如 上 章 得 到 的 Neumann 
级 数 解 (2.6.7) 那 样 ， 就 可 以 用 Monte Carlo 方法 计算 这 些 高 维 积 
分 。 Monte Carlo 方法 也 可 以 以 另 一 种 方式 用 来 研究 输 运 过 程 , 即 
不 从 数学 上 求解 输 运 方程 ,而 直接 模拟 输 运 方程 所 描述 的 ,粒子 在 
输 运 中 可 能 遇 到 的 种 种 物理 过 程 ， 由 于 这 些 过 程 (例如 ,散射 \ 吸 
收 或 引起 反应 放出 新 的 粒子 ) 本 身 具有 随机 的 性 质 , 因 此 用 Monte 
Carlo 方法 来 模拟 是 十 分 自然 的 . 

必须 强调 ,尽管 数值 方法 威力 很 大 ,但 也 决 不 可 窒 目 使 用 。 在 
使 用 数值 计算 方法 时 ,必须 先 仔细 地 分 析 问 题 ,简化 方程 ， 力 求 减 
少 计算 量 ,才能 有 效 地 利用 计算 机 ,迅速 得 到 结果 。 以 离散 纵 标 法 
为 例 ，p(r, E,，0, 1) 共有 7 个 自 变 量 , 如 果 每 个 自 变量 取 100 个 
离散 点 , 那 就 会 得 到 关于 10* 个 未 知 量 g(ri;, Ei;, G4, 1s) 的 线性 
代数 方程 组 .这 样 庞大 的 计算 量 ， 即 使 用 目前 最 大 型 的 计算 机 也 
是 难以 完成 的 。 因 此 ,一 方面 ,在 使 用 数值 方法 以 前 ， 先 要 用 其 他 
方法 对 问题 作 初 步 的 定性 研究 ; 另 一 方面 ,在 使 用 数值 方法 时 ， 还 
要 考虑 运用 各 种 节省 计算 量 的 技巧 。 这样 才 能 通过 较 少 的 计算 得 
到 较 好 的 结果 . 

为 了 说 明 数 值 解法 。 本 章 所 举 的 例子 中 不 少 是 可 以 用 第 二 章 
中 介绍 过 的 精确 方法 求解 的 。 在 实际 应 用 时 。 常 常 要 用 数值 计算 
方法 去 求解 那些 无 法 精确 求解 的 方程 。 因 此 ,在 阅读 这 一 章 时 ,要 
注意 掌握 所 介绍 的 方法 ， 而 不 楼 局 限于 所 举 的 具体 例子 或 所 得 到 
的 具体 结果 . 
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5$ 3.2 ”离散 纵 标 法 
芳 虑 单 速 输 运 方程 (2.1.8): 
0. 0 435,(r)p(r, 0) 
Or 


a | a0’307, 0 一 6)p(r, 0) + sr, 0). (3.2.1) 
如 果 散 射 各 向 闻 性 , 则 有 
5 (r, 0'—> 6) 一 二 2 (r)， (3.2.2) 
那么 (3.2.1) 式 可 以 写成 
oR 2 + 3,(r)p(r, 0) 


一 Sr) | dQ’'plr, 0) + sr, 0), (3.2.3) 


在 一 维 平 几何 中 , 它 就 是 
eT 
Or 


二 2 | aug(z pe + sx p), (3.2.4) 


其 中 4 一 6 . 8., 6: 是 * 轴 方 向 的 单位 和 撩 。 如 果 所 考 虚 介质 是 从 
x* 一 0 到 xz 一 “的 无 限 平板 ， 那 么 为 使 问题 定 解 ， 须 在 * 一 0 和 
x 一 4 两 个 边界 处 加 上 适当 的 边界 条 件 . 为 叙述 确定 起 见 ， 假 定 
在 * 一 0 处 用 镜 反 射 的 边界 条 件 (1.5.5) 式 , 即 


Pp(0, 2) = p(0, 一 六 )， (3.2.5) 
而 在 zx 二 a 处 用 非 齐 次 边界 条 件 , 即 
9(a wx) 一 用 p)， 一 1 委 4 委 0， (3.2.6) 


其 中 f(x) 是 已 知 孙 数 . 
离散 纵 标 法 中 ,用 离散 函数 值 p(x, lim) (m Ly M) 
代替 4 的 连续 鸭 数 p(x, 4) 来 给 出 中 (3.2.4) 至 (3.2.6) 式 所 规定 的 
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问题 的 近似 解 。 考 虑 到 pe [一 1, 1] 及 (3.2.5) 式 ,应 选择 1 满足 
下 列 条 件 : 


—1 < Lu = 1 ， 且 Hm 一 ~ RM-mtie (3.2.7) 
一 般 取 MM 为 偶数 (理由 见 下 节 )。 设 (3.2.4) 式 中 的 积分 项 可 被 近似 
表示 成 求 和 : 


| ape — DY wop(r pm) 


其 中 ww 是 权重 ,它们 的 值 与 {4m} 的 选择 有 关 。 早 期 Carlson 等 27 
曾 取 jm 使 将 区 间 [一 1, 1] 分 成 # 等 分 :并 在 每 一 小 间隔 中 用 梯 
形 公式 求 积 。 当 时 用 的 Sn。 方法 这 一 名 称 现在 有 时 也 被 一 般 地 用 
来 指 离散 纵 标 法 .不 过 ,现在 常用 的 选取 {kw，wm} 的 方法 却 是 
Gauss 求 积 法 ( 详 见 下 节 )， 对 于 & 一 wm， 方程 (3.2.4) 可 写 为 


Lm SP pn) +t Zr) P(x, pm) 


~ Ex) DY wngp(ry pn) + sx, pm). (3.2.8) 


对 空间 区 间 [0,4] 也 可 分 成 I 个 小 段 ( 网 格 ) 来 处 理 。 设 第 i 
个 网 格 的 中 心 是 w， 边 沿 是 xi-3 和 “+ (它们 中 有 的 可 能 是 不 同 
介质 的 界面 )， 显然 有 三 一 0，xrt 一 a。 在 每 个 网 格 中 ， 对 


(3.2.8) 式 中 人 用 中 心 有 限 差 商 逼 近 ， 其 余 函 数 则 用 网 格 平均 值 
(由 中 心 值 逼近 ) 表 示 , 结 果 便 得 


(xi Lm) 一 px, Lem) 


Am 人 十 E(xi)p (ri, pm) 


5, (zi ~ 
c= 工人 > wnp (xi, Am ) 十 s(xi, Lm), 
2 二 1 


(m=1,2,.., M;i= 1,2,...,1) (3.2.9) 
或 简写 为 
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一 土台 D1 wagps 二 二 (3.2.10) 
Ti n=1 
这 里 Am 一 xit3 一 Xi-# 是 网 格 宽度 ,而 
I = (xis¥, Lm), Ph = Px, Lm), sh sx, Lm); 
2 = (x1), Zs = Ex), 
(3.2.11) 

为 讨论 方便 起 见 , 用 4 表示 (3.2.10) 或 (3.2.9) 式 的 右边 [以 后 相 
应 地 用 4(x, w) 表示 (3.2.4) 式 的 右边 ]: 

qt = > 3 waqps 十 5 。 (3.2.12) 

wwel 

(3.2.10) 式 是 (27 十 1)M 个 未 知 量 p，q 信 的 1M 个 方程 。 为 
减少 未 知 量 的 数目 , 取 


pi = 过 (gt 十 pir$). (3.2.13) 
于 是 (3.2.10) 式 可 写 为 
i++ 过 i 一 各 二 :一 于 
2 
A 人 xi 2 


这 里 4% 没有 用 半点 处 的 及“* 值 表 示 出 ,因为 在 用 迭代 法 求解 方 
程 组 (3.2.14) 时 ，9g”" 被 看 成 是 已 知 的 ,并 在 每 次 迭代 后 重新 计算 ， 
(3.2.14) 式 现在 是 (1 十 1)M 个 未 知 量 的 1M 个 方程 ,所 缺 的 M 个 
方程 由 边界 条 件 (3.2.5) 及 (3.2.6) 式 提供 : 


去 去 M 
pm 一 pumtis mM=—=0,1,.….， 了， (3.2.15 ) 
pt — f(pm), a (3.2.16) 
从 方程 (3.2.14) 式 可 以 解 出 _p 或 pi 
BIAx; 
f 

a 一 bi ey. ML 

1 十 ZAxi Hm_ 十 8 

ZLm Ax 2 
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1 
2pm Ax;: 2 


i BiAxry 
6 = 2 1， 
1 十 DA 
2 Lm 


这 时 利用 (3.2.17) 式 求 pi 是 适宜 的 ,因为 当 9 六 有 误差 日 时 ,用 
(3.2.17) 式 求 出 的 gp 红 的 误差 只 是 958 < s. 反之, 当 pm < 0 时， 
就 应 当 利 用 (3.2.18) 式 求 p 全 二. 

通过 以 上 分 析 , 我 们 可 以 把 求解 步骤 用 下 面 的 示意 图 表示 出 : 


2 /2 
La = 网 2 


172- 1472 
p, 三 、 A2 


| 


Ti2 XX3ss Xss X712 X02 X12 T1312 
图 3.1 平 几何 情形 的 求解 步 又 
具体 说 来 就 是 ， 先 根据 (3.2.13) 式 及 (3.2.12) 式 从 给 定 的 源 分 布 和 
赁 经 验 初步 选 定 的 pt (0 "1 ”7 ) 值 算出 


s 130 。 


oi 2 | 
Ey 


I 一 上】，: 区 


然后 从 边界 条 件 (3.2.16) 式 所 确定 的 p23 ( mm <¥) 出 发 ， 利用 


(3.2.18) 式 逐步 求 出 p53，qp2，:…, 直到 9 按照 < 二 0 处 
的 边界 条 件 (3.2.15), 又 可 以 得 到 w > 当时 的 0 二 ,再 利用 (3.2.17) 


式 逐 步 来 册 p33， 2,…, 直到 q+#， 这 样 算出 的 p 当 #(m 一 
2,…,M ;i 一 0, 1,2,"……, 1) 值 一 般 会 与 初步 先 定 的 值 不 同 . 
新 的 q 人 +# 值 代替 原来 选 定 的 值 ,再 根据 (3.2.13) 式 及 (3.2.12) 式 计 
算 和 5， 重复 上 述 过 程 ,又 得 到 二 次 迭代 的 结果 一 一 p 作 之 值 。 这 
样 逐次 迭代 ,直到 所 得 的 p+# 之 值 在 所 要 求 的 精确 程度 内 不 再 变 
动 为 止 。 和 迭代 收敛 的 快慢 在 一 定 程度 上 和 初步 选 定 的 9i#tt 值 是 
否 接近 正确 值 有 关 , 但 主要 决定 于 介质 的 性 质 (反映 在 豆 4 值 中 ) 和 
网 格 的 选取 (反映 在 pw 和 Ax 中 ). 

当 和 多 > 0，9 和 二 > 0 时， 对 于 mm > 0 利用 (3.2.17) 式 求 
pi#t， 可 以 在 条 件 

Am 二 1 (3.2.19) 


下 保证 wp? > 0, 即 从 中 心 差分 得 出 的 格式 为 正 . 但 当 pm 接近 
于 零 时 ,条 件 (3.2.19) 很 难 满足 ,因而 负 角 通 量 可 能 出 现 。 计算 中 
出 现 负 角 通 量 时 ， 常 常 需 要 在 局 部 把 差分 格式 加 以 改变 ， 变 成 所 
谓 “修补 : 格式 ， 

最 简单 的 修补 格式 是 “ 遇 负 置 堆 : ， 即 把 出 现 的 负 角 通 量 改 
置 为 零 。 另 一 修补 的 办 法 是 ， 遇 到 负 角 通 量 时 将 中 心 差分 关系 
《3.2.13) 改 为 加 权 平 均 : 

0 (32.13) 
ph 一 ogi + (1 —a)gpit$, pn 0 (3.2.13b) 


(3.2.13) 式 相当 于 选取 a 一 py 采用 加 权 平 均 格 式 后 ,(3.2.17) 式 
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及 (3.2.18) 式 分 别 变 成 (为 书写 简单 , 置 和 一 0); 


OT oa。 Ga 
1 十 CBrAxri/ Lm 


pt = = C9) A /be St | pt, (3.2.18a) 
l= EA ri em : 

当 c 足够 接近 1 时 ， 总 可 以 保证 当 pm > 0 时 从 正 的 po 和 二 得 到 正 

的 人 #3, 而 当 pm < 0 时 从 正 的 q+# 得 到 下 的 p 节 ft。 用 加 权 平 均 


格式 ( 当 a 守 二 时 ) 的 缺点 是 它 不 再 像 中 心 差分 格式 那样 具有 


二 阶 精度 . 

如 图 3.1 所 示 ， 在 粒子 运动 方 同 (pm > 0 时 在 zx 递 增 方向 ， 
km 二 0 时 在 * 递减 方向 ) 求 解 离散 化 方程 ， 是 保证 数值 稳定 性 的 
一 般 要 求 . 它 等 价 于 将 离散 化 方程 组 如 此 排列 ,使 系数 和 矩阵 变 成 下 
三 角 , 从 而 便于 求 逆 。 


$ 3.3 求 积 公式 


这 里 所 说 的 求 积 公式 ， 就 是 指 在 给 定 了 被 积 函数 和 积分 范围 
后 ， 把 定 积分 表示 为 被 积 函 数 在 各 离散 点 的 值 加 权 求 和 的 近似 表 
达 式 .计算 定 积分 的 矩形 公式 ,梯形 公式 及 Simpson 公式 等 ,都 是 
常用 的 求 积 公式 .因此 ,这 并 不 是 输 运 理论 中 所 特有 的 问题 。 但 


是 ,由 于 输 运 方程 中 常常 出 现形 如 

| .ay(r， 0’) (3.3.1) 
或 (在 一 维 对 称 情形 下 ) 形 如 

| dp p) (3.3.2) 


的 积分 ， 所 以 我 们 在 本 节 中 简要 介绍 一 下 如 何 选 取 较 好 的 求 积 公 
式 来 计算 这 两 种 形式 的 积分 ， 

先 看 (3.3.2) 式 , 我们 的 员 标 是 选择 合适 的 一 组 jm，wm; 
m 一 1,2,'……,M }, 使 得 
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村 
| dy’ px, Ap) 二 > wp(x, Lm) (3.3.3) 
具有 尽 可 能 高 的 代数 精确 度 ， 这 里 ww 与 9 无 关 。 为 使 通 量 
PX) 一 | duqp(x, 4) = > wmp (x, Lm) 


非 负 ,应 有 ww > 0。 通常 要 求 {1w} 关于 4 二 0 对称, 但 在 某 些 特 
殊 问题 (例如 辑 射 屏 藏 计算) 中, 角 通 量 朝 前 集中 在 4 一 工 附近 ,这 
时 {4m} 的 选取 应 照顾 4 一 工 附 近 的 正 值 。 由 于 自 变量 ”> 或 zx 与 这 
里 所 讨论 的 求 积分 公式 无 关 , 以 下 省 略 不 写 . 

我 们 说 一 个 求 积 公式 的 “代数 精确 度 为 x， 只 要 余 项 


Rp)=) an (一半 wnplpm) (3.3.4) 


中 ,对 于 任何 不 高 于 # 次 的 多 项 式 p(4) 一 pn(4), 都 有 R(ps) 一 
0， 而 总 存在 ?十 1 次 多 项 式 psri(4) 使 R(Ps+1) 关 0。 由 于 求 积 
分 公式 (3.3.3) 中 共有 2M 个 参数 {pm, wm} ,而 2M 一 1 次 多 项 式 
共有 2M 个 系数 ,因此 ,应 当 有 可 能 选择 求 积分 公式 中 的 2M 个 参 
数 , 使 得 对 于 所 有 2M 一 1 次 多 项 式 pw-i(4) 都 有 R(pPzn-i) = 0， 
也 就 是 说 , 求 积 分 公式 有 和 希望 达到 的 代数 精确 度 是 2M 一 1。 事 
实 正 是 如 此 .让 我 们 仔细 地 讨论 一 下 这 点 ， 
设 {ps(4);# 二 0,1,2,.'*} 是 [一 1, 1] 区 间 上 的 一 组 正 交 
多 项 式 , 其 中 ps(4) 是 7 次 多 项 式 . 于 是 有 
dppn(p)pu(p) — 0, nn 时 (3.3.5) 
设 px(4) 的 M 个 根 是 p, po，***, pu, 且 
Ee 
而 其 最 高 次 项 系数 是 ex， 那么 就 有 
bir(U) 一 ad 一 AU 一 6) (4 一 Ap)。 (3.3.6) 
对 任意 2M 一 1 次 多 项 式 gp(4)， 总 可 以 找到 MM 一 1 次 多 项 式 “ 
4(p) 和 r《p), 使 得 
plp) 一 pul1)9(p) + rp). (3.3.7) 
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注意 到 pu(4) 与 4(p) 正 交 [ 从 > 一 M 而 nM 一 1 时 的 (3.3.5) 
式 可 见 ], 就 有 
| dnp) 一 | dur(4)., (3.3.8) 
记 本 
Ia) = mm 一 1 2 M, (3.3.9 
4 ti 人 (pu — pm) 


其 中 hpm) 一 | 冯 “0 容易 证 明 


lm(p) 2 一 二 一 Am 一 0 (pm 一 pa) 


(3.3.10) 
于 是 对 M 一 1 次 多 项 式 r(4) 有 


r(p) 一 之 ) rpm)in(p). (3.3.11) 


由 于 Lm(m 一 li M) 是 pul4) 的 根 , 故 由 (3.3.7) 式 可 知 
ppm) 一 7(pn)， 7 一 1s 23 “AM (3.3.12) 
将 (3.3,11) 式 代入 (3.3.8) 式 ,并 利用 (3.3.12) 式 ,可 以 得 到 


duq(p) 一 > ppm) | m0)an 
但 


1 
mm ln du = S08 3.3.13 
| (1 Pu( im) | ,2 LC 一 »( ) 


就 有 
| dpu9p(A) 一 wnpl Ln). (3.3.14) 


因此 余 项 RCe) 一 0， 由 于 op(w) 被 假定 为 任意 的 2M 一 1 次 多 
矿 项 式 ， 因此 (3.3.14) 式 说 明 这 一 求 积 公式 的 代数 精确 度 不 小 于 
2M 一 1. 这 个 公式 称 为 Gauss 求 积 公式 、 由 于 Legendre 多 项 
式 是 [一 1,1] 上 的 正 交 多 项 式 , 因 此 ps(p) 就 可 取 为 二 次 Legendre 
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多 项 式 P,(4)。 相应 的 Gauss 求 积 公式 也 可 称 为 Gauss-Legen 
dre 求 积 公 式 。 

容易 证 明 Gauss 求 积 公 式 的 代数 精确 度 就 是 2M 一 1。 事 实 
上 ,对 于 2M 次 多 项 式 


(Au) 一 [pu(p)1, 
显然 有 

上: dpp(4) > 0. 
但 由 于 pm 是 pw(w) 的 根 , 故 pu(pm) 一 0， 而 


人 1 


> p(pm) wm 一 0。 


mm 二 1 


这 就 表明 ,存在 2M 次 多 项 式 g(x) 使 余 项 R(p) 非 零 ,因而 证 明 
了 上 面 的 论断 . 

Gauss-Legendre 求 积 公式 中 的 {jm, wm} 已 被 精确 地 计算 了 
许多 。 为 了 使 用 方便 ,我 们 列表 如 下 : 


表 3.1 Gauss-Legendre 求 积 法 中 的 ps 和 ws* 


Lm Wa 
M= 2 
0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 
M= 4 
0.33998 10435 84856 0.65214 5351548 62546 
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 
M 一 6 


0.23861 91860 83197 ,46791 39345 72691 
0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139 
0.93246 95142 03152 .17132 44923 79170 


OO 


bee] 


0.18343 46424 95650 0.36268 37833 78362 
0.52553 24099 16329 0.31370 66458 77887 
0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374 
0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376 
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0.14887 
0.43339 
0.67940 
0.86506 
0.97390 


0.12523 
0.36783 
0.58731 
0.76990 
0.90411] 
0.98156 


0.09501 
.0.28160 
0.45801 
0.61787 
0.75540 
0.86563 
0.94457 
0.98940 


Lm 


43389 
53941 
95682 
33666 
65285 


34085 
14989 
79542 
26741 
72563 
06342 


25098 
35507 
67776 
62444 
44083 
12023 
50230 
09349 


81631 
29247 
99024 
88985 
17172 


11469 
98180 
86617 
94305 
70475 
46719 


37637 
79258 
57227 
02643 
55003 
87831 
73232 
91649 


Mt 一 10 


M 


12 


16 


1 4 
* 权重 归 一 化 到 | 六 di = >) wn = 7. 


续 表 3.1 


Ww 


0.29552 
0.26926 
0.21908 
0.14945 
0.06667 


.24914 
.23349 
,20316 
.16007 
.10693 
.04717 


一 一 


0.18943 
0.18260 
0.16915 
0.14959 
0.12462 
0.09515 
0.06225 
0.02715 


42247 
67193 
63625 
13491 
13443 


70458 
25365 
74267 
83285 
93259 
53363 


06104 
34150 
65193 
59888 
89712 
85116 
35239 
24594 


et 


| 


14753 
09996 
15982 
50581 
08688 


13403 
38355 
23066 
43346 
95318 
86512 


55068 
44923 
95002 
16576 
55533 
82492 
38647 
11754 


er 


由 于 pm 关于 4 二 0 是 对 称 的 ,所 以 表 3.1 中 只 列 出 了 mm > 0 的 
部 分 ， 从 (3.3.13) 式 容易 看 出 ,和 士 kr 相应 的 wm 是 相等 的 。 M 
应 当选 择 为 偶数 ,因为 当 M 是 奇数 时 , Pu(p) 总 有 一 个 根 p 二 0， 
在 这 个 * 值 上 和 角 通 量 既 非 向 左 又 非 向 右 ， 因 此 在 计算 中 会 造成 一 
些 困 难 ,例如 在 上 布 的 例子 中 应 用 边界 条 件 (3.2.16) 式 及 递 推 公式 


《3.2.17) 和 (3.2.18) 式 时 都 会 出 现 麻烦 . 


由 于 Gauss 求 积 公式 的 代数 精确 度 是 2M 一 1， 而 我 们 在 实 
际 应 用 中 只 能 取 有 限 的 M 值 ,内 此 为 保证 余 项 的 绝对 值 较 小 ,被 积 
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函数 p(x) 应 当 是 较 低 次 的 多 项 式 , 或 者 是 用 较 低 次 多 项 式 就 能 
较 好 逼近 的 函数 .然而 ,在 某 些 条 件 下 , 角 通 量 p(x, 4) 在 4 一 0 
处 会 发 生 间断 ,尤其 在 吸收 性 能 不 同 的 两 种 介质 的 界面 上 ,这 种 情 
况 很 容易 发 生 。 这 时 可 以 分 别 对 [一 1, 0] 和 [0, 1] 两 个 区 间 应 用 
Gauss 求 积 公式 。 为 此 ,对 于 区 间 [ 一 1, 0] 和 [0, 1] 应 当 分 别 作 变 
换 


然后 对 于 >6e [一 1, 11 来 使 用 Gauss-Legendre 求 积 公式 ， 
下 面 讨论 对 立体 角 积 分 的 情况 (3.3.1)。 我们 希望 得 到 近似 求 
积 公式 


N 


| 201 0) = > wf(0,), (3.3.15) 


n 二 1 


其 中 w。 > 0 并 与 拨 G) 无 关 。 我 们 可 以 考虑 一 个 单位 球面 。 和 
方向 &。 相应 , 取 单 位 球面 上 的 一 块 面积 w, 作 为 权重 是 方便 的 . 这 
种 方法 称 为 “面积 法 。 面 积 zw， 的 选取 当然 和 0, 方向 及 其 附近 
方向 的 夹 角 有 关 。 因 此 ,让 我 们 先 讨 论 9, 的 取 法 . 
用 pz,"n,$ 分 别 表 示 人 相对 于 x,”Y，s 轴 的 方向 余弦 ， 方 向 
0, 用 (1n, 17s, 54) 表示 。 显然 有 
局 十 对 十 结 一 1 (3.3.16) 
若 将 所 选择 的 所 有 离散 方向 {8,} 的 4 值 从 小 到 大 排列 成 {jm}): 
一 1 委 LN<AHpNI < 0 ul 
并 且 对 及 5 也 这 样 做 ; 
—1<nxu nM 一 < 一 0 一 和 二 一 < 委 1， 
—1<é un 0<5 yl1, 于 
么 对 于 各 向 同性 介质 , *, y, * 三 轴 应 当 是 平等 的 , 所 以 {xm}， 
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{1m}, {Em} 三 组 数 应 当 全 同 。 记 
Qi = hi = Mi = i 

i=—M,—M-+l1,.…,—1,1,2,...,M, (3.3.17) 
对 坐标 平面 反射 的 对 称 性 要 求 {cam}) 关于 4 二 0 对称， 故 an 一 
一 a-m。 可 以 证 明 , 在 {em} 中 只 要 选 定 了 一 个 , 例如 a,， 那 么 其 余 
ai(i 关 1) 就 被 完全 确定 。 事实 上 ， 我 们 只 须 考虑 第 一 象限 就 够 
了 , 设 9, 一 (p,m, 4) 为 第 一 象限 中 的 一 个 离散 方向 , 沿 p == 
4i 向 2 增加 的 方向 移 到 下 一 个 离散 方向 8;, 如 图 3.2 所 示 。 显然 


图 3.2 在 单位 球面 第 一 象限 上 对 称 点 的 排列 


有 = (ji, Nit1s S41), 注意 到 (3.3.17) 式 ,有 
0, = (@i, @;, oh) 
0, = (0;, ai or-1), 
利用 (3.3.16) 式 可 以 得 到 
十 oj 二 oh 一 0 十 ajti 二 oi 二 1, 
因此 


1 2 2 时 
of OF Ck 一 OK- Co 
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这 说 明 {c”"} 成 等 差 数 列 。 如 果 给 定 了 mw， 就 有 


oi = + c(i C— 1). (3.3.18) 
由 于 共有 MM 个 Cr > 故 存在 一 个 方向 (cai， Qi, Qn ) ， 因此 
o 叶 十 at 十 oo 一 1 (3.3.19) 
由 (3.3.18) 式 和 (3.3.19) 式 可 以 解 出 , 当 M 宕 2 时 有 
1—30 
c ee (3.3.20) 


因此 ,在 给 定 了 wm 之 后 ,就 确定 了 所 有 的 an。 容易 看 出 , 若 a 接 
近 0, 那么 < 就 比较 大 ，o 之 闻 的 闻 隔 也 较 大 ;反之 , 若 a 取得 比 
较 大 (但 不 能 超过 1/V 3 ), 则 。 值 较 小 ,ae 一 土 方 附近 的 w 
值 比较 密集 。 6 的 空间 取向 确定 后 , 就 可 (例如 说 ) 在 单位 球面 
上 根据 各 9。 邻近 区 (由 6。 与 相 令 取向 间 的 垂直 平分 面 截 出 ) 的 
面积 取 w。。 


$ 3.4 ”一 维 球 几 何 


对 于 具有 一 维 球 对 称 的 情况 ,利用 4 2.6 中 的 方法 ， 可 以 把 散 
射 各 向 同性 的 介质 中 的 单 速 输 运 方程 (3.2.3) 式 写成 


| 
0 pl(r, 4)+ 1 Ls 0 Sts £2)+ Ss(r)plr, 4) 
Or r Op 


(ay 


Ss = 上 dg(r，A) + s(r, 1), (3.4.1) 


其 中 4 一 由.G，2 及 六 分 别 是 矢 径 方向 和 速度 方向 的 单位 矢 
量 。 如 果 直 接 对 (3.4.1) 式 采用 差分 方法 ， 就 会 造成 不 守恒 的 差分 
格式 ， 也 就 是 说 ， 所 得 差分 方程 会 使 一 计算 网 格 中 的 粒子 数 不 守 
恒 。 因 此 我 们 将 对 每 一 网 格 应 用 粒子 数 守恒 的 要 求 来 直接 导出 离 
散 方 程 。 在 网 格 大 小 趋 于 零 的 极限 ， 这 离散 的 差分 方程 将 变 成 给 
运 方程 的 “守恒 形式 : 。 反 过 来 ， 对 守恒 形式 的 输 运 方程 作 差分 近 
似 , 所 得 的 差分 格式 也 是 守恒 的 ， 

考虑 一 个 以 半径 7 为 中 心 的 . 厚 Ar 的 球形 网 格 , 它 的 内 、 外 
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半径 分 别 是 了 7) 一 入 和 f+ ， 网 格 体积 为 六 7 4rz?Arr。 设 以 pr 
为 中 心 的 角度 网 格 的 宽度 为 Aym， 它 可 以 就 取 为 求 积 权重 , 即 取 
Apn 一 Wm。 从 上 的 定义 


n=0.2&=0. 工 (3.4.2) 
Fr 


见 , 当 粒子 在 空间 ' 流 射 * , 即 沿 0 方向 以 速率 v 运动 
Ca 
dr 
时 ， 在 不 同 的 > 处 会 只有 不 同 的 x 《除非 9 平行 或 反 平 行 于 &， 


或 4 一 土 1)。 事实 上 ,由 全 一 rr 7 及 4 的 定义 不 难得 到 ， 当 
‘dr 


v6 时 ,; 
2 时 ,有 
他 一 pv， (3.4.3) 
2 
全 a ky, (3.4.4) 


“ 随 粒子 运动 的 这 一 再 分 布 ， 使 得 粒子 能 在 “ 相 邻 ; 第 度 网 格 间 过 
渡 . 

让 我 们 来 算 一 下 单位 时 间 内 流 射 所 引起 的 相 空间 元 
AViApm 内 粒子 的 得 失 账 。 记 住 p 一 wm,w 是 粒子 在 相 空间 的 窗 
度 分 布 函 数 , 便 有 

(i) 穿 过 空间 边沿 riat 的 净 次 失 为 


n(rit¥, oo)4nr3 (< ) 4 全 pm 


ee : 2 2 
n(ri_¥, Wm) 4mri_¥ (4 27 a Am 


Es Prit¥, bem)4zrit# pm pm— (ri Lem ) 4zri_¥LmA Lm 


(i) AV; 中 由 于 粒子 穿 过 角 区 Am 的 边界 pwz3 进行 角度 再 
分 布 而 引起 Auw 中 的 净 丧 失 为 
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d 
n(ri, Vm+¥)4nrs Ari ( 有 到 


dw 
二 ， 1 .2A {2 
n(ri, Lm 和 ) 4 ;Ar ， 


t 一 pm+ 让 
a ri plri, Lm+# ) Ars Ar 
1 一 po _ 
Wk Yo pri, pm- )4nr: Ari。 


电 以 上 两 项 所 引起 的 、 单 位 时 间 内 每 单位 相 体 积 粒子 数 的 净 丧 失 
为 以 上 两 结果 之 和 除 以 相 体 积 元 44riAri 人 pm, 或 


[rp(CAriH pn) 一 全 -DCr rn)] 


[3 了 


1 [ 一 pm+# 


十 Apm pz, Lm+ 二 ) 


l= pn 
-pr pt) | (3.4.5) 
用 (3.4.5) 式 作为 ' 流 射 "项 [(3.4.1) 式 左边 前 两 项 ] 的 差分 表达 式 ， 
就 可 以 把 和 输 运 方程 (3.4.1) 式 相应 的 守恒 差分 格式 写成 


em 1 十 本 i 一 告 
7 m i— 
riAr; Lr 村 E 
1 [一 pr 1 一 pn- 二 ， 
| | 
Sp qs 
(i=1,2,.…, ;m= 1,2,...,M), (3.4.6) 
这 里 了 是 7 向 的 网 格 数 ,而 M 是 向 的 网 格 数 ,而 
5: ~ 
二 (3.4.7) 
n 二 1 
2 一 2， (ri), sh = s(ri, pm ) ， 


py Te 5,(7;), 
Pat prisgs pm)s Piss — Pris pn) 
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gps I P(ri, Pen ) 
(3.4.6) 式 共有 IM 个 方程 ,但 未 知 量 有 37M 十 1 十 M 个 .采用 
菱形 差分 关系 


ph 一 > [pat$ +t $$] 一 加 [p44# 十 pa- 二 ]，《〈3.4.8) 


可 提供 21M 个 方程 ;边界 条 件 可 以 提供 M 个 方程 例如 在 外 边界 
r 一 4 处 的 非 齐 次 边界 条 件 

pla, 4) = f(4), 4 = 0, 
可 以 提供 拖 个 方程: z 

gut = fpm), m= 1,2,.*., OC; (3.4.9) 


而 在 ”一 0 处 总 会 有 
p(0, 4) 一 p(0, 一 £), 


它 又 提供 个 方程: 


a es : (3.4.10) 


还 缺 个 方程 ,它们 可 以 从 考虑 “开始 ' 的 方向 ( 即 一 一 1 或 pj) 
来 得 到 。 在 这 特殊 方向 没有 角度 再 分 布 , 输 运 方程 (3.4.1) 式 变 为 ; 


“ 十 Zr)p(Cr， p) 
r 


一 2 | auecry e+:r， x), (3.4.11) 


它 在 形式 上 和 一 维 平板 情形 下 的 方程 (3.2.4) 一 样 ,因此 若 已 知 
pla, — 1) = phi = {1(— 1), (3.4.12) 
就 可 以 用 pw = 一 1 的 (3.2.18) 式 , 即 
-1 1 一 3Ar;1/2 


P12™ es 


1 十 过 汪 gin 
A : 1 ? 


:=1,1—]1,:...,1, (3.4.13) 
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业 1 中 T 壤 


求 得 of 好 人 一 0，1，:…，7) 之 后 ,利用 
Vin = 7 Liht + piat], i= 1,2,...,1, (3.4.14) 
就 给 出 了 所 需 的 另外 工 个 方程 
为 说 明 计 算 的 过 程 ,由 (3.4.8) 式 解 出 
Ti 9 和 (3.4.15 


ph 一 [git + gh-$]. 


将 这 两 式 代 人 (3.4.6) 式 ,可 以 得 到 


pmrit 1 一 pnt+# a 
(Fz 十 Ap a Pm 


六 jemri 一 二 上 一 pm+ # pe 
(3 Ar YT iAp | 要 


1 一 prs 1 pu-¥ 
ee 


rR, rR ) oo- .4040) 


它 可 以 分 别 解 出 p51 和 gh， 对 于 m 一 1, 先 由 (3.4.9) 式 求 出 
9itt， 再 利用 (3.4.12) 式 及 (3.4.13) 式 。 由 (3.4.14) 式 求 出 9 ， 就 可 


以 由 (3.4.16) 式 求 得 of- 由 于 9 也 可 以 由 (3.4.14) 式 得 到 ， 
因此 又 可 以 由 (3.4.16) 式 求 得 9 人 。 用 这 种 方式 可 继续 求 出 
9 条， ,p17 就 是 说 m= 1 的 一 行 全 部 可 以 求 出 ， 这 时 不 难 由 


(3.4.15) 式 求 得 mm 一 过 的 一 行 。 于 是 又 重复 前 面 的 作法 ,用 


(3.4.16) 式 从 右 向 左 求 得 mm 一 2 的 一 行 ,等 等 ， 当 m 声 的 各 行 
全 部 求 出 之 局 ,可 以 利用 (3.4.10) 式 求 得 gp 多 
(m— M+ 人 M). 
2 


对 于 m > 的 各 行 ,计算 的 过 程 与 m 二 的 情况 类 似 ， 只 是 利 
用 (3.4.16) 式 时 应 当 从 左 向 右 , 从 5 -二 求 ph+$。 以 下 的 迭代 过 程 


3 


与 一 维 平 几何 情形 下 相似 ,就 不 再 重复 了 - 
在 取 Ari 一 0， 和 pm 一 0， 7 00， AM -> co 的 极限 时 ， 方程 

(3.4.6) 和 (3.4.7) 化 为 

L 68 2 1 8 4 

汪汪 (re) 十 一 2 [(1 一 扩 )p] 十 29 
2, 
2 
(3.4.17) 式 与 (3.4.1) 式 形式 上 的 差别 在 于 左边 前 两 项 ( 流 射 "项 ) 
的 写法 不 同 。 实 际 上 ,用 矢量 记号 表示 ,(3.4.1) 式 中 左边 前 两 项 相 


当 于 0 . 二 gq 在 球 坐标 中 写 出 ,而 (3.4.17) 式 中 左边 前 两 项 相当 


r 


| dp'plr, pp) + s(r, 4). (3.4.17) 


于 让 . (Gq) = div (bq) 在 球 坐标 中 写 出 。 二 者 从 整体 来 说 当 
然 一 样 ，9 .也 9 一 二 (bp); 但 在 曲 几 何 的 情形 下 ， 按 从 


jr 


标 分 量 写 出 时 ,就 会 有 不 同 的 组 合 形式 .由 于 Gauss 定理 : 
| 0 .(G9)4 r 一 | A* Ooqpds 
rOr o 


对 于 任意 体积 7 都 成 立 (o 是 该 体积 的 表面 ;如 是 表面 元 45 处 的 外 
法 向 单位 矢量 ) , 当 积 分 过 一 小 体积 元 时 ， 就 得 出 具有 了 明确 物理 意 
义 的 结果 (等 于 每 单位 时 间 流 出 该 体积 元 的 粒子 数 )， 因 而 用 散 度 
形式 写 出 “ 流 射 ' 项 的 输 运 方程 能 保证 粒子 平衡 账 在 每 个 体积 元 都 
成 立 。 这 种 形式 称 为 守恒 形式 ; 根据 它 写 出 的 差分 格式 也 能 保证 
平衡 账 在 每 个 网 格 成 立 , 称 为 守恒 格式 . 我 们 以 上 对 (3.4.17) 式 从 
网 格 内 粒子 得 失 账 出 发 的 推导 ， 正 好 从 另 一 个 角度 就 球 几何 的 情 
况 说 明了 这 一 点。 
经 验证 明 ,采用 守恒 格式 可 以 提高 数值 计算 结果 的 精度 。 


$ 35 离散 纵 标 方程 中 空间 变量 的 有 限 元 处 理 


以 上 几 节 部 述 的 离散 纵 标 法 都 是 用 有 限 差 分 格式 来 处 理 空间 
变量 和 角度 变量 的 ,我 们 称 之 为 常规 的 方法 。 近年 来 又 出 现 了 一 
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种 改进 的 方法 ,就 是 用 有 限 元 法 来 处 理 离散 纵 标 方程 中 的 空间 变 
量 , 它 对 于 许多 问题 都 很 有 效 。 从 方法 上 说 ,有 限 元 法 与 常规 方法 
区 别 不 算 太 大 。 在 由 几何 问题 (例如 上 市 讨论 的 一 维 球 几 何 问 题 ) 
角度 网 格 边 沿 通 量 pwr3 的 处 理 中 ， 有 限 元 法 和 常规 方法 完全 一 
样 . 因此 ,为 简单 起 见 ,我 们 将 只 就 一 维 乎 几何 的 情况 说 明 有 限 元 
法 的 要 点 . 

常规 的 有 限 差 分 方法 默认 了 一 个 网 格 的 输入 角 通 量 就 是 相 邻 
的 前 一 个 空间 网 格 的 输出 角 通 量 。 这 样 ， 当 角 通 量 的 空间 导数 较 
大 时 ,就 不 得 不 把 空间 网 格 分 得 很 细 ,否则 误差 就 会 过 大 。 有 限 元 
法 为 了 也 付 这 种 角 通 量 随 空间 变化 很 是 ,甚至 不 连续 的 情况 ,认为 
在 每 一 空间 网 格 的 边 上 角 通 量 可 以 不 连续 。 也 就 是 说 ， 在 常规 有 
限 盖 分 法 中 ,网 格 边沿 wa3 处 的 角 通 量 就 是 p 弛 二 而 在 有 限 元 法 
中 , 则 用 gat3-" 及 gh+3t 分 别 表示 边沿 xiz3 两 侧 xiz3 一 0 及 
Xi 十 到 十 0 处 的 角 通 量 . 

这 种 作法 立即 带 来 一 个 新 间 题 。 以 pw > 0 的 情况 为 例 , 原 来 
用 po 全 求 02 寺 时 所 用 的 公式 (3.2.17) 失 效 了 。 在 有 限 元 方法 中 
必须 建立 一 个 新 的 递 推 公式 ,使 我 们 能 从 ps7" 同时 得 到 q+ 
和 pt。 对 于 mm 到 0 的 情况 ,问题 是 类 似 的 。 

为 建立 新 的 递 推 公式 ,我 们 引进 有 限 元 基本 数 : 
ee ， Ti+ tt4， 


pi_3(%) 一 


Xit 一 Xi 


0， 否则 ， 


(3.5.1) 
多 一 光一 去 
me tnt 
0， 否则 . 
将 一 典型 空间 网 格 中 角 通 量 p(x*) 写 成 
的 
也 就 是 
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Pm(x) 人 Qi [pst+o (zi 四 x) 十 人 "(x 一 xi_4)], 
Xi 


(3.5.3) 
其 中 Axi 一 xi44 一 x+i-#。 用 类 似 的 方法 把 源 项 g(x) 也 写成 


gm(x) 一 [gs Bt (zi 一半) + gst (x 一 亲生 )]。 
(3.5.4) 


用 这 些 表 达 式 可 以 把 输 运 方程 (3.2.4)[ 其 右边 整个 看 成 源 项 g(x， 
4), qm(X%) 一 9(x+， pem)] 写成 


Lm 二 < 和 [xit# — x) ph Bt + (x — ri 4) itt] 
1 [( zi 一 去 +0 i 二 雪 一 0 
二 Xi+ 二 一 Xx)gn 十 (x Xi_4)qgm J (C3.5.5.) 


先 讨 论 pm > 0 的 情况 ,分 别 用 
1 及 到 (3.5.6) 
乘 (3.5.5) 式 两 边 并 且 从 x;-; 一 0 积分 到 x+ 一 0, 注意 到 
pn(xi-4 一 0) 一 qh $~, pm(xit# — 0) 一 petri, 
就 可 以 得 到 


pm Pht- 一 pl) 十 Fi. 和 (ghdto 十 p+-o) 


人 i i f 
— (gt + 9 让 9)， 


及 
pm 2 (patto 一 pi#+°) 
十 下 .Ge (pit + 294+4-0) 
6 
一 了 。 2 (gi Bto 十 292+ 二 0) 。 
整理 后 得 到 
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Ari 


1 AXi 1 一 再 +0 1 Se) 1 二 要 -0 
2Z; pm 十 (pn + 之 7 9 


二 ~ (qh B+ + ght$-0) + png, (3.5.7) 
(—3pm 十 SiAx) ph kt + (pm 十 2BiAxi) htt 

一 Ari(42 $+ + 2g5+$7°). 
这 就 是 由 qh- 同时 求 qs-319 和 ght 和? 的 递 推 公式 。 对 于 
pm 二 0 的 情况 ,可 以 用 

1 及 x 一 x (3.5.8) 

代替 (3.5.6) 式 ,经 过 相似 的 步骤 ,得 到 由 p11 同时 求 pt+" 和 
9p24i 的 递 推 公 式 : 


(- pm 十 3 人 Fn 2 phtb? 


一 人 (gE 十 9 一 png 站 (3.5.9) 
(—3pm 十 2BIAx) ph dt + (3pm 十 BIAxi) pt 
瑟 = Axi(2925 本 + 十 git¥-°). 
与 常规 差分 法 比较 ,有 限 元 法 对 每 个 网 格 的 计算 量 更 大 ,所 需 
存储 量 更 多 ,但 可 用 较 粗 网 格 达到 同一 精度 ,而 且 减 少 了 出 现 负 通 
量 的 倾向 ,从 而 避免 了 耗费 时 间 的 修补 格式 。 


$ 3.6 ”关于 离散 纵 标 法 的 一 些 说 明 


1) 一 般 输 运 方程 的 约 化 。 我 们 已 经 就 一 维 平 几何 和 一 维 球 
几何 的 简单 例子 说 明了 离散 纵 标 法 的 应 用 。 现 在 邯 虑 比较 一 般 的 
线性 输 运 方程 (1.3.25): 


160p1+.56 人 
vo Or Or 


=- 一 全 2120z0r， E'~—E,0' — 06) 
0 
x plr, E', Q's 1) 十 5。 (3.6.1) 


假定 粒子 的 能 量 在 Ec 到 BE 之 间 ,将 这 一 区 疗 分 成 c 段 : 
Ec < Ec 人 < 天 天 < ~ <E,<= BE, 
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相应 地 所 有 粒子 也 被 分 成 G 群 ,能 量 在 Es 到 Es 之 间 的 称 为 第 
8 群 (简称 群 8)。 记 
ge 一 pe(r, 0, 1) = 1 dEgp(r, E, 0,1) 


= | dEp(E)., 
将 (3.6.1) 式 对 EE 从 Es 积分 到 Es_i, 可 得 


2 (lo,)+0 . ape 4 5 
Di \vs Or 


G 
3 > | a3e (2 > 0) par, 0 1 ) 十 sg (7， 0， !)， 


gr =] 
g=1,2,.….:,。0G (3.6.2) 
其 中 
Lt | diy(r,E,6,), 
Vg pe & v 
Zig = | dE2,p (r, E, 6, i)， 
pe 
了 gg == 一 -二 一 | aFE | dE'5(E’—> E, 0 —> 0) 


qe’(r, 全， zt) 
xX plr, E', 0', 1)， 
一 | azr(r， E, 0, 71). 
显然 vz 与 7 及 t 有关 ;但 当 qg(r, E, 0,1) 随时 间 的 变化 与 随 能 
量 的 变化 彼此 独立 时 ,ve 就 会 与 : 无 关 ; 当 能 群 的 划分 比较 多 ,每 
群 的 能 域 较 窗 时 ,ve 对 > 和 + 的 依赖 都 是 可 以 忽略 的 ， 在 这 些 情 
况 下 , (3.6. ee 
工 apz + 6 .dp + Beps(r, 0O, 1) 


Vg QL 


G 
3 ey 一 G)po (r, 0', 1) + salr, 6, 1), 
7 =l 


gz 一 1， 2 …， C。 (3.6.3) 
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记 有 效 源 


Sg 一 gg 十 >) | 25zez(9 一 > G)pr(r， 6’, £2) 


g/g 
则 (3.6.3) 式 就 可 写成 单 速 输 运 方 程 的 形式 : 


1 ape 上 + 0 OP Eigepe(r, 0,1) 
vg Or Or 


一 | dB 0’ > 0)gpe(r, 0',1) 


一 5 (rr, 0, 17). | (3.6.4) 
如 果 用 迭代 法 求解 (3.6.4) 式 ,那么 在 每 一 次 迭代 时 s; 都 被 看 作 是 
已 知 的 .因此 在 每 一 次 迭代 过 程 中 ， 我 们 所 求解 的 只 是 单 速 输 运 
方程 。 这 样 ， 多 群 方程 (3.6.3) 式 的 数值 求解 可 以 归结 为 单 群 方程 
(3.6.4) 式 的 数值 求解 。 


通过 差分 方法 处 理 2: ， 或 在 时 间 变量 可 分 离 的 情况 下 
pg (r, 0, z) EE evgqpelr, G)， 


可 以 进一步 把 (3.6.4) 式 约 化 为 定 态 方程 的 形式 (因为 是 单 群 方程 ， 
所 以 可 以 略 去 附 标 8 不 写 ): 


0. 0 45(r)9(r, 0) 
Or 


有 | dO'5(r,0 > Op(r, 0') = sr, 0), (3.6.5) 


假定 介质 各 向 同性 ,那么 3(r, 0' -> 0) 对 角度 的 依赖 完全 通过 
9'. 9 体现 ,所 以 

5(r, 0 —> 0)= 5(r, 0 . 0), (3.6.6) 
于 是 (3.6.5) 式 化 为 


0.ap+ 3(r)p(r，g0) 
Or 


二 | 253 (r, 0 0)p (r, 0)+s(r, 0). (3.6.7) 
将 3(r, 6'. 9) 用 球 谐 函 数 展开 : 
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加 i 
5(r,0.0)= DD, BD Sr)Y%(O')Y (6G). (3.6.8) 


a 
其 中 
2 (r) = 2 | dpmP( pm)ECr, 1m). 
将 (3.6.8) 式 中 对 1 的 求 和 近似 取 到 工 为 止 ，(3.6.7) 式 就 可 以 写成 
0 . 加 + Er)p(r, 0) 


了 


一 Z >) Z(r)yn(O) 


x | ay#(CO)w(r， 0') + sr, 0). (3.6.9) 
此 式 可 以 用 离散 纵 标 法 求解 ,步骤 如 下 ， 
(i) 选择 一 组 M 个 离散 方向 Om ] ， 2 i 1M ) 及 相应 
的 求 积 权重 w,， 使 方程 右边 的 积分 近似 地 化 为 求 和 ， 


125rx#(C6D)e0r, 00) 


= >) wmY*( 0,)p(r, 0,,) = pin( 7?). 
m=1 


(ii) (3.6.9) 式 中 取 0 一 0,, 并 利用 上 式 化 简 积分 项 , 便 得 各 
离散 方向 的 分 布 函数 值 p(r，6;) 所 满足 的 下 列 离散 纵 标 方 程 组 
(也 叫 Sw 方程 ): 


丰 Ps Em) + 5(r)p (r, 0,) 
r 


i i 
一 一 >， > 之 ; (r)Yia( 0 ) op (r) 十 (CTr， OO )， 


m=1,2,..….,M. (3.6.10) 
Ga) 选择 一 个 离散 的 空间 网 格 mr, i 一 1, 2,:…, 1, 在 各 离 
散 空 间 网 格 点 {ri;】) 和 方向 网 格 点 {G。} 引进 
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0,, . 0 PAY> 6, 
32? ) 


[或 更 好 一 些 ， 刀 (6wp (>。9。)) | 的 差分 表示 , 便 可 得 到 关于 
ph = p (PF;, 0,), 1 一 1，2 ,1; m= 1,2,..., M, 所 满足 


的 一 组 代数 方程 用 和 矩阵 记号 写 出 ,这 组 代数 方程 的 形式 为 
Ap 一 Bop 二 as (3.6.11) 


其 中 A 是 离散 化 流 射 算 子 G。. 十 3 (r) 的 矩阵 表示 ，B 是 


离散 化 的 散射 项 的 矩阵 表示 ,9 是 离散 化 的 角 通 量 ，s 是 离散 化 

(iv) 调节 @ 中 各 分 量 gp 的 次 序 , 使 A 取 下 三 角 和 矩阵 的 形 
式 ， 就 容易 求 得 它 的 首 抵 阵 A-:， 从 而 解 出 可 以 进行 迭代 计算 的 
形式 : 

2 一 人 -了 po ?+ Asn) "(3.6.12) 
这 里 (n) 表示 第 7 次 迭代 的 结果 ， 

2) 和 迭代 收敛 问题 和 加 速 格式 。 从 (3.6.12) 式 可 以 看 出 ,迭代 
收敛 的 快慢 决定 于 A 及 B 的 相对 “大 小 *。 在 没有 散射 的 极端 情 
况 下 , B 一 0, 一 次 迭代 就 收敛 。 随 着 散射 比 /5, 一 <c 的 增加 ， 
所 和 需 的 迭代 次 数 也 增多 .因此 在 较 大 的 空间 区 域 中 c 值 接近 1 时 ， 
迭代 收敛 就 可 能 太 慢 ， 

为 加 速 迭代 收 人 钙 , 曾 引进 一 些 加 速 格 式 呈 中 ,最 常用 的 是 所 谓 
粗 网 格 再 平衡 法 。 将 方程 (3.6.7) 两 边 对 6 积分 , 可 得 连续 性 方程 


. Jr) 二 23(Cr)p(r) 一 SCr) (3.6.13) 


其 中 
J(7) 一 | dd0¢(r, 0)， 


中 Cr) ee | dOplr, 0)， 
S(r)= | as, 6), 


* 151。 


(7) = 5(r) 一 | 26z(r, 9 09). 
现在 将 所 考虑 的 空间 区 域 V 分 成 N 个 粗 现 格 区 了 0 一 1 2 
N). es 6.13) 在 V; 中 积分 ,得 
1， ar 4 J(r)+ |， a r ZZ(r)p(r)= J, urs(n). 


用 Gauss 定理 把 第 一 个 积分 变换 为 面积 分 : 
|， ar-9. Jr) — |; dSé,* J(r) 


式 中 名 是 表面 处 外 向 法 线 的 单位 舌 ， 
Ji， 当 é& :J(r)>0, 
GT es 当 2 .Jr) 一 0， 
即 7 和 J 分别 是 流出 和 流 和 人 的 部 分 流 。 于 是 连续 性 方程 给 出 粒 
子 数 平衡 条 件 : 


ja 全 | 


点 | arsCr), (3.6.14) 


式 中 Si 是 粗 网 格 Vj; 同 Vi 的 界面 ,对 《的 求 和 遍及 所 有 同 V; 相 
邻 的 Vi。 如 果 用 直接 从 (3.6.12) 式 得 到 的 第 4 次 迭代 结果 计算 
J VJ 及 4， 则 一 般 不 能 满足 平衡 条 件 (3.6.14) 式 。 因此 引进 
再 平衡 因子 fj(j 一 1, 2,*…, N), 要 求 对 Vi 的 pr) 及 J"(7) 
乘 上 $ 之 后 满足 平衡 条 件 : 


| dsiiJ¥ 一 5 | dsfi/ ”+ | dr3(r)jigb'” (7) 
$j 大 5 jy 名 Vi 


dsJ_+ |， dr Zr) (Cr) 


ik 


-|， dr Ss"(r), eS (3.6.15) 
i | 


这 是 关于 fi(i 一 1, 2，…，N) 的 线性 方程 组 ,其 中 积分 都 应 理解 
为 利用 (3.6.12) 式 和 迭代 结果 在 细 网 格 上 的 求 和 。(3.6.15) 式 写成 矩 
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阵 形式 就 是 

RA-= 
解 这 个 比较 简单 的 方程 ,将 求 得 的 (i 一 1, 2,*…,N) 乘 到 相应 
的 p'” 上 ,就 得 到 了 再 平衡 了 的 角 通 量 的 估 值 8 ”用 $Y‘” 进 行 
下 一 次 迭代 求 g"*+? 比 直接 用 g'” 迭代 结果 收敛 得 更 快 ， 

3) 射线 效应 。 在 使 用 离散 纵 标 法 时 可 能 发 生 的 最 严重 的 问 
题 是 所 谓 射 线 效应 。 为 说 明 这 个 效应 ， 芳 虑 纯 吸 收 介 质 中 的 一 个 
各 向 同性 线 源 , 如 图 3.3, 线 源 垂直 于 纸 面 通过 原点 。 显 然 , 从 源 产 
生 的 角 通 量 应 当 围绕 原点 具有 方位 对 称 性 ， 如 虚线 所 示 。 但 当 应 
用 离散 纵 标 法 解 这 问题 时 ， 所 得 角 通 量 将 由 若干 离散 方向 的 5 函 
数组 成 ,因为 只 有 在 这 些 方向 才 有 从 源 放 出 的 粒子 。 显 然 , 沿 这 些 
离散 方向 的 解 是 满意 的 .但 许多 空间 网 格 不 和 从 线 源 出 发 的 这 些 
方向 相交 ,在 这 些 网 格 上 , 角 通 量 将 全 等 于 零 。 因 此 ， 对 于 这 种 情 
况 ,离散 纵 标 法 给 出 很 坏 的 结果 。 而 且 ,即使 增加 离散 方向 数 也 不 
能 在 这 类 问题 中 起 到 很 好 的 补救 作用 ， 姑 且 不 说 计算 量 限制 了 实 
际 上 可 能 采用 的 离散 方向 数 . 

一 种 比较 成 功 的 补 效 办 法 是 通过 引进 假想 的 源 ， 使 离散 纵 标 
方程 转换 为 类 似 球 谐 函 数 法 中 方程 的 形式 (参见 5 3.8)， 由 于 球 


| 


到 
-离散 纵 标 法 解 ,只 在 

3 里 双 离散 方向 不 为 竺 
sl 


图 3.3 各 向 同人 竹 线 源 情形 下 的 射线 效应 
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谐 方程 和 输 运 方程 一 样 具有 转动 不 变性 ， 因 此 这 样 作 可 以 有 效 地 
消除 射线 效应 ， 但 这 样 做 的 代价 是 减 慢 了 收 倒 的 速度 . 

4) 负 通 量 和 通 量 振荡 . $ 3.2 中 曾 讨 论 过 何 时 可 能 出 现 负 角 
通 量 和 如 何 进行 修补 的 问题 。 离散 纵 标 法 所 得 解 中 通 量 振荡 现象 
的 出 现 也 和 人 负 通 量 出 现 的 问题 有 关 。 事 实 上 。 中 心 差 分 ( 雁 形 ) 格 
式 给 出 的 网 格 边沿 处 的 角 通 量 往往 在 实际 值 附近 振荡 。 当然 ， 由 
于 网 格 中 心 处 角 通 量 是 网 格 边沿 处 角 通 量 的 算术 平均 ， 一 般 还 相 


当 精 确 。 而 由 于 重要 的 积分 量 ,如 | arz(r)4 (7) 中 用 的 是 网 格 


中 心 处 的 通 量 ,所 以 虽然 角 通 量 值 在 网 格 边 沿 处 出 现 振荡 ,但 通过 
通 量 积 分 算出 的 反应 率 还 不 错 ， 可 见 ， 菱 形 差分 格式 虽然 可 能 引 
起 通 量 振荡 ,但 只 要 振荡 是 时 间 阻 尼 的 , 则 从 实际 计算 观点 看 ， 后 
果 并 不 严重 。 


$ 3.7 球 谐 函 数 法 


球 谐 函数 法 就 是 用 球 谐 函数 Yiw (6) 作为 基 函 数 来 展开 角 通 
量 Cr，2)、 从 而 将 求解 输 运 方程 约 化 为 求解 展开 系数 所 满足 的 
微分 方程 组 的 方法 。 当 舍 去 ! > 的 项 时 ,方法 被 称 为 Pw 近似 
法 ,在 适当 的 边界 条 件 下 求解 展开 系数 所 满足 的 微分 方程 组 ， 便 
可 以 得 到 问题 的 近似 解 。 

球 谐 函 数 法 一 般 用 来 求 输 运 方程 的 近似 解析 解 。 但 在 一 定 条 
件 下 , 例如 在 补救 离散 纵 标 法 的 射线 效应 时 , 也 可 用 作 数 值 求 解 输 
运 方程 方法 的 基础 

下 面 用 一 维 平 几何 为 例 来 说 明 球 谐 函 数 法 。 在 这 种 情形 下 ， 
由 于 对 称 性 , 球 谐 函 数 Yi,(0) 约 化 为 Legendre 多 项 式 Pi( 41)， 
p 一 0. 8.，6: 是 x 轴 向 的 单位 矢 ， 

考虑 方程 (3.6.7) 在 一 维 平 几何 情形 下 的 形式 : 


po + 2,(x)p(x, 4) 
;> 


2x 1 关 和 
| a [a3 OO prs 1) + sx (3.7. 
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全 上 也 材 


其 中 jy 一 .8 一 cos06, 1 凡 一 水 .8 一 cos0; 用 和 9 分别 
表示 以 6, 为 极 轴 时 6 和 的 方位 角 , ?表示 与 6 的 夹 角 , 记 
po 一 0.0' 一 cos7, 将 F(x, 0. 0) 用 Legendre 多 项 式 展 开 : 


i ds 一 一 (OPCm)。 (3.7.2) 
其 中 


Be) 一 2= | dE(x, po)PiC pm). 


利用 加 法 定理 : 
Pi(cos7]) 一 Pi(cos9)Pi(cosf') 
Cm) "(cosO)Pr( cosO)cosm($— op 
02 人 
可 以 简化 (3.7.1) 式 中 的 散射 项 : 


| a dp E(x, 1)plx, pe) 


a > 一 二 ZI(x) a dpPi(p’ ) p(x, x’ )Pi( nx). 


于 是 (3.7.1) 式 可 以 写成 


+ 3,(x)p(r, 4) 
Ox 


=— Stl Sy, (r)py(p) 
r=o 2 


x | dpPr(p ple pH) + sx pH) (3.7.3) 


将 p(x, 4) 及 s(x+, p) 分 别 用 Legendre 多 项 式 展 开 


px, 四 一 SL 二 l ,Cx)Pi( 1), 
es (3.7.33) 


oO 


2 1 
s(x+, 1) 一 > ， spn), 
i=0 A 
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其 中 


pO 一 2a | anp(r, Pilp), 
(3.7.3b) 
So 一 3z| dpsCx, PC 


将 (3.7.3) 式 两 边 用 PC) 乘 并 对 疡 积分 ,得 到 
和 | (oOwcs wap | 


十 Sx) pls) = E(x) pix) + Si(%), (3.7.4) 
其 中 用 到 Legendre 多 项 式 的 正 交 关系 


! 2 
| dpPi(n)Pr(p) 一 To。 
再 利用 恒等式 
uPi(p) ye Pin(p) + i Pii( 1) 
就 可 以 把 (3.7.4) 式 改写 为 


2 1 dx 27 十 1 dx 
+ [2,(x) — Zi(x) px) = Si(x), 
i=0,1,2,.… (3.7.5) 
这 组 无 限 多 个 常 微分 方程 与 原来 的 输 运 方程 (3.7.1) 式 等 价 . 
如 果 (3.7.5) 式 中 7 只 取 到 NN 为止 , 那么 它 就 成 为 关于 RN 十 2 
个 未 知 量 go,，qi,，… ,qn, px 的 N 十 1 个 常 微分 方程 。 为 使 它 
封闭 : 取 qn+i 三 0， 于 是 得 到 方程 组 


itl dpin 和 d p11 
2i+1 dx 27 十 1 dx 


十 [24x) 一 ZiGxz)]oprGx) 一 SCx)， (3.7.6) 
| i=0,1,.……,N, 
pn+i 一 0. 


此 式 称 为 Pw 方程 组 ， 它 是 关于 六 十 工 个 ( 非 零 的 ) 未 知 量 wo， 
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9，……，9x 的 X 十 1 个 常 微 分 方程 组 .例如 已 方程 组 就 是 


Sp + [2,(x) — Bo) 1 po 一 Su， 
2 (3.7.7) 


1 d po 


Ep + [2Z,(x) — Zlx) lp = 5. 


如 果 源 是 名 向 同性 的 ,那么 就 有 5 = 0，(3.7.7) 式 可 以 写成 扩散 
方程 的 形式 : 


d | 1 pe | i 
BL = 十 二 (x 一 0， (3.7.8) 
pe (Op 


其 中 
Fir) — E(x) — Bil%), 
E(x) = F(x) — Zol%), 
“Zu.(x) 叫做 宏观 输 运 截面 . 


Pw 方程 组 的 边界 条 件 可 以 从 输 运 方程 相应 的 边界 条 件 导 出 ， 
例如 ,无 限 远 处 边界 条 件 


lim w(x, x)=)0 
就 要 求 pi(x) 满 足 边 界 条 件 
‘lim pi(x) = lim 2 上 dup(x, u)Pi(4) 一 0; 
再 如 从 两 种 介质 交界 面 上 的 连续 性 条 件 
q(x 1) 一 pn(x，A)。，t 在 界面 上 
就 可 以 推出 
qn(xs) 一 pm(*:)，zs 在 界面 上 . 


真空 或 自由 表面 边界 条 件 比 较 复杂 一 些 ， 我 们 结合 Milne 问题 来 
讨论 这 种 边界 条 件 。 从 这 个 例子 也 可 以 看 出 Py 方程 组 解 的 结 
构 . 

由 (2.15.1) 至 (2.15.3) 和 名 式 , 可 写 出 Milne 问题 中 的 输 运 方程 
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和 边界 条 件 : 


1 
po + ps pp) = | apg, HA), (3.79) 
Dx 2 J-i 
q(x, 4) ~ oO(es)， 当 xz 一 oo 时 ， (3.7.10) 
op(0, 1) = 0, 对 于 0 委 4 和 1. (3.7.11) 


"利用 本 节 介 绍 的 方法 ,可 以 得 到 qi(x) 所 满足 的 线性 常 微 分 方程 
组 : 


i 十 1 d pi+1 l dqi-i 
一 一 一 十 一 一 -一 二 (1 一 cbn)piGCx) 一 0 
DI ae ,el 人 有 


i— 0,1,..., NV. (3.7.12) 


令 
Pix) 一 aie-c 
并 代 人 (3.7.12) 式 中 ,可 得 
kai 二 (21 十 1 一 cba 二 Tc 二 los 一 0， 
! 一 0，1，-.…，M 


在 Py 近似 下 , 它 给 出 确定 上 的 特征 方程 : 


1 一 C 时 0 0 。 0 
k 3 2k 0…， 0 
0 25 5 3 ， 0 三 0, (3.7.13) 
0 3k 7 .…， 0 
| 2N+1 


显然 ,只 要 < 关 1， 那 么 上 一 0 就 不 是 (3.7.13) 式 的 根 。 利 用 行列 
式 的 性 质 , 可 以 将 (3.7.13) 式 改 孔 为 


det [A 十 二 一 0， 
k 


其 中 1 是 单位 矩阵 ,而 


。 15B。 


1 
0 0 0 0 


1 2 
2 BAT i SE 9 
A 一 | 2 3 
0 2 0 一 一 一 -一 
愉 YEE a 
3 
0 0 RA 0 
: 0 


由 于 A 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 它 的 本 征 值 都 是 实数 , 也 就 是 说 , 特征 
根 & 都 是 实数 .将 (3.7.13) 式 中 1 为 奇数 的 行 与 列 同时 变 号 ,可 以 
使 所 有 的 * 换 成 一 * 而 其 余 元 素 不 变 ， 可 见 特征 根 * 是 一 正 一 负 
成 对 出 现 的 ， 容 易 发 现 ， 当 为 奇数 时 ，(3.7.13) 式 是 关于 的 
N+1 次 方程 ,因此 有 NN 十 1 个 根 土 gi 《 一 0，1，-…， 一 )， 
设 0 过 后 过 扣 忆 后 三 .… < 必 - .但 是 , 当 N 从 奇数 增加 1 成 为 
偶数 时 ,(3.7.13) 式 中 的 次 数 并 不 增加 ,因此 根 的 数目 也 不 增加 ， 
只 是 根 的 值 发 生变 化 。 我 们 先 讨 论 六 为 奇数 的 情况 。 这 上 时， 可 以 
求 得 Py 方程 组 的 Y 十 1 个 线性 独立 的 解 : 
(oz (x) Co 十 )e 二 cox ， qt (Cw) i asti etsjr, 


NO— 1 


1 一 1， 2，.……， 


所 以 心 方程 组 的 通 解 是 
pi(x) 一 > Aiaf ei, 


j=0+; 土 15， + 


其 中 4; 是 待定 的 常数 。 于 是 Milne 问题 的 近似 解 可 以 写成 


N 
pr pt) — DE ge Pp) =— BD Aie™s 
i=0 x i 


N 
2 十 1 oo 
x [3 tl optn) |. 
i=0 n 
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记 

bp) = D) Eapi(p), (3.7.14) 
则 

p(x, 41) = > Ajie“ihi( 1), (3.7.15) 


孝 虑 到 边界 条 件 (3.7.10), 解 就 应 当 写成 
px, 1) = Aobo- (pe 十 Aorbor (pe)e™ co 
‘N—1/2 


十 Aipi(n)e i. (3.7.16) 


由 于 方程 (3.7.9) 和 边界 条 件 (3.7.10) 及 (3.7.11) 式 都 是 齐 次 的 ， 
所 以 它 的 解 乘 一 非 零 常数 仍 是 解 . 不 妨 假定 4,- 一 1， 于 是 由 
(3.7.11) 式 知 


(N—D)/2 


9p(0， Hp) = pop) 十 dots(p) + FD Api(p) = 0, 


0 和 “入 1. (3.7.17) 
这 里 共有 和 个 待定 的 系数 , 故 需要 和 个 条 件 。 但 是 


(3.7.17) 式 中 虽然 包含 前 十 1 个 Legendre 多 项 式 

Po p), Pi(p), ***, Pn(p), 
我 们 却 不 能 从 它 得 到 N 十 1 个 条 件 。 这 是 因为 ,我们 只 要 求 
(3.7.17) 式 在 0 过 p 过 1 上 成 立 ;如 果 让 所 有 N 十 1 个 Pi(p) 的 系 
数 都 等 于 零 , 那 (3.7.17) 式 就 会 在 一 1 委 &< 委 1 上 成 立 了 。 事实 
上 ,在 0 委 & 和 1 的 区 间 上 ,只 取 奇 阶 的 Legendre 多 项 式 P(x)， 
P;(j),:……, 就 已 经 构成 了 完备 正 交 组 , 因而 在 Ps 近似 下 可 以 依 


次 用 前 (VN 十 1) 个 奇 阶 Legendre 多 项 式 乘 (3.7.17) 式 两 边 并 
对 产 从 0 到 1 积分 ,得 到 sn + 1) 个 条 件 来 确定 二 CV 十 1) 
个 待定 系数 。 这 样 就 把 边界 条 件 (3.7.11) 式 归结 成 条 件 ; 
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1 
| dnpp(0, p)P(p) = 0, I!=1,3,.**, N (3.7.18) 
0 


(3.7.18) 式 称 为 Marshak 边界 条 件 。 当 然 , 偶 阶 的 Legendre 多 
项 式 Pu(p), Pi(p), Pp)，*…* 也 构成 0 委 4 委 1 区 间 上 的 完备 
正 交 组 ， 但 是 ， 通 常 倾 向 于 采用 ! 为 奇数 时 得 出 的 边界 条 件 
(3.7.18), 这 是 因为 当 1 一 工时 ,(3.7.18) 式 所 给 出 的 条 件 


| appl0, Po = TA0) —0 (3.7.189) 


保证 了 进入 介质 的 粒子 总 数 为 零 ， 

” 回 过 头 来 看 , V 是 偶数 的 情况 下 ,会 有 什么 困难 发 生 。 显 然 这 
时 与 (3.7.17) 式 相当 的 方程 中 会 有 > + 1 个 待定 系数 ,但 它 所 包 
含 的 Legendre 多 项 式 最 高 只 到 N 阶 ,其 中 奇 阶 只 有 个 ， 因 此 


Marshak 边界 条 件 不 足以 确定 所 有 立 十 1 个 系数 ,除非 改 取 立 + 


个 侦 阶 的 Legendre 多 项 式 来 构成 边界 条 件 . 所 以 ,通常 用 Pw 近 
似 时 只 取 NN 为 奇数 


另 一 种 由 (3.7.17) 式 确定 ps 1) 个 待定 系数 的 方法 是 


取 Pvia(z) 一 0 的 > (N 十 1) 个 正 根 mi: 


N+1 
Pyne) = 0,1= 1,2,.**, ; 
并 令 
: V0, 1m) = 0, i = 1, 2 人， (3.7.19) 


由 此 可 决定 所 有 待定 系数 。(3.7.19) 式 称 为 Mark 边界 条 件 ， 顺 
便 指 出 ， 如 果 六 取 为 偶数 ，Mark 边界 条 件 的 应 用 也 会 过 到 麻烦 . 
可 以 证 明 ，Mark 边界 条 件 相当 于 把 真空 看 成 纯 吸 收 介质 。 另 外 ， 
Mark 边界 条 件 使 Py 方程 组 可 以 直接 和 离散 纵 标 方程 组 发 生 联 
系 ( 见 下 市 )， 
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Marshak 边界 条 件 由 于 自动 包括 了 由 外 界 进入 介质 的 粒子 总 
数 为 零 这 一 条 件 , 所 以 在 低 阶 Py 近似 中 给 出 的 结果 较 好 。 但 在 
高 阶 Py 近似 中 ，Marshak 条 件 却 包 含 了 Mark 条 件 中 不 存在 的 某 
种 任意 性 , 因此 结果 不 如 后 者 。 经 验证 明 , 当 N 之 5 时 ，Mark 条 
件 就 优 于 Marshak 条 件 。 

应 用 球 谐 函数 法 也 可 以 求 得 球 几 何 或 柱 几 何 情况 下 输 运 方程 
的 近似 解 8.20， 


$3.8 Pw 方程 和 离散 纵 标 方程 的 等 价 性 


我 们 将 证 明 , 在 一 定 意 义 上 ,用 Mark 边界 条 件 (3.7.19) 的 Pw 
方程 和 真空 边界 条 件 下 用 Gauss-Legendre 求 积 公式 的 Sw 方程 
等 价 ( 这 里 六 是 奇数 )， 我 们 仅 讨论 一 维 平 几何 的 情况 。 

由 (3.6.10) 式 可 以 写 出 一 维 平 几 何 中 Sw+1 方程 : 


0 
Ox 


L 
27" 1 记 
:= > 人 Zux Pi pm) Pr Cx) 十 A Lm) » 
=0 


er (3.8.1) 

其 中 
N+1 
$lx) 一 2x > wmPi( pm) p(x, Lm). (3.8.2) 

已 经 假定 了 Lm 按 Gauss-Legendre 求 积 公式 选取 , 即 
Pyn(pm) = 0, m= 1,2,.……,N+1, (3.8.3) 
和 真空 边界 条 件 ， 

p(0, pm) — 0, pn > 0. (3.8.4) 


用 2xw wnPi( pm) (l=0,1,2, N) 乘 (3.8.1) 式 两 边 ， 并 对 mw 求 和 ， 
可 以 得 到 


pT db a 
Rs A ” 
i dn 2 (Ge 
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L / 
17 0 4x 


N+1 


Xx 2) wnPi( pm Pu pem) 十 SCx)， 


i=0,1,2,...,N. (3.8.5) 
式 中 
S,(x) SS 2x >) w nmPi( tm )s(x, pm ) 。 (3.8.6) 


如 果 取 工 <N+1， 那么 /1 二) 和 2N 二 1， 也 就 是 说 ，P( 
XPn(p) 是 不 超过 2N 十 1 次 的 多 项 式 . Gauss 求 积 法 对 这 样 的 隙 
数 的 积分 给 出 精确 值 , 即 


El 
> wmPi( pm )Pir( pm ) 


m1 


| 2HPL 人 (HA)Pir(a) 一 S61, (3.8.7) 


2 
27 十 ] 
将 它 代入 (3.8.5) 式 , 便 得 到 


a i i 
fm i a 
2 a ~ El ‘Ce) 


一 D(x) Gilx) + $1(x), 


i= 0, 1,2,..., NWN, (3.8.8) 
将 (3.8.3) 式 代入 (3.8.2) 式 ,立即 得 到 
Putrilx) 一 0。 (3.8.9) 


与 (3.7.6) 式 比较 ,很 容易 看 出 (3.8.8) 式 和 (3.8.9) 式 就 是 Pw 方 
程 。 再 把 (3.8.4) 式 与 (3.7.19) 式 比较 ， 可 以 看 出 离散 纵 标 法 的 真 
空 边界 条 件 与 Py 方程 的 Mark 边界 条 件 一 致 。 因 此 ,在 一 定 意义 
上 可 以 说 : 
Sw+i 方程 十 Gauss-Legendre 求 积 法 十 真空 边界 条 件 (3.8.10) 
等 价 于 
Pw 方程 十 Mark 边界 条 件 。 (3.8.11) 
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由 (3.8.6) 式 及 (3.7.3b) 式 可 见 ,离散 纵 标 法 中 的 51Cx) 与 球 谐 
秀 数 法 中 的 51(x) 并 不 严格 相同 ,因此 用 Sw+i 方程 求 得 的 1(%) 与 
用 Pw 方程 求 得 的 pi(x) 也 不 会 严格 相同 ， 我 们 所 说 的 (3.8.10) 与 
(3.8.11) 的 等 价 性 , 只 是 指 它们 的 方程 与 边界 条 件 在 形式 上 的 一 致 
性 。 

显然 ， 球 谐 函 数 法 在 数值 计算 中 的 应 用 可 以 归结 为 微分 方程 
组 (3.7.6) 式 的 数值 求解 。 为 说 明 简 单 起 见 ,我 们 假定 $1 二 3 一 3 
与 x 无关。 将 (3.7.6) 的 第 一 式 对 x* 求 微 商 ， 


Ne RE 2 RO 
ee ls TE 下 ?| CS 
这 里 用 搬 号 ' 表 示 对 x 的 微 商 。 在 上 式 中 将 1 分别 换 成 1 一 1 及 


1 十 1, 并 将 所 得 结果 重新 代 回 (3.7.6) 式 , 便 得 到 


4191 — Siq1 一 4， (3.8.13) 
式 中 
2 2 
Ni 一 et 十 eg 
(22+ GCF IB 2+ 1)(27— 1)3,, 
(3.8.14) 
1+1 [s _ 1+2 ph] 
- 1 二 
(21 十 12 2 十 3 
一 [5 ge hd | — S,, (3.8.15) 
(21 + 1)B 2 一 1] 


将 qi 当成 已 知 的 ,用 迭代 法 求解 (3.8.13) 式 及 (3.8.15) 式 , 问题 就 
归结 为 党 系数 的 二 阶 常 微分 方程 (3.8.13) 的 求解 。 只 要 对 所 有 奇 
数 二 求解 (3.8.13) 式 ,其 余 9 就 可 以 通过 (3.7.6) 式 得 到 。 


$ 3.9 有 限 元 法 
在 讨论 离散 纵 标 法 时 ,我 们 曾 将 有 限 元 法 和 离散 纵 标 法 结合 ， 
代替 常规 差分 法 处 理 空间 变量 的 计算 问题 ， 现 在 进一步 讨论 在 求 


解 输 运 方程 的 过 程 中 ， 如 何 利 用 有 限 元 法 计算 解 对 空间 和 角度 变 
量 二 者 的 依赖 关系 。 为 此 , 先 定义 有 限 元 基 函 数 ， 
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一 淮 基 函数 是 标准 的 :人 项 ' 两 数 : 
二 SR Xi < 过 Xiy 
Xi Yi 一 1 


pi(x) 一 Xi+L 一 YX 


， tir A Xitly 人 
0， x 在 其 他 处 . 
罗 (x) 仅 当 xii 委 x 委 H 时 不 恒 等 于 零 ; 当 x 由 xi-1 增 至 zj 时， 
g(x) 由 零 值 开始 线性 增长 至 1; 然后 当 * 再 由 x; 增 至 x+ 时 ， 
g(x) 又 由 等 于 1 线性 减少 至 零 . 
对 于 角度 变量 wk， 也 可 以 同样 定义 基 函 数 gj( 4): 
大 一 pi 


Ri 一 Ki~1 


» pi 天 上 和 Ap 


Pip) pi es (3.9.2) 
Hitl 一 Hi 
0， & 在 其 他 处 。 
与 空间 节点 i 及 角度 节点 7 相应 的 基 函 数 通过 直 积 表示 出 
bit, p) 一 bx) Pi( pp). (3.9.3) 


对 于 多 维 有 限 元 , 基 函 数 也 可 以 表示 成 多 个 一 维基 函数 的 直 积 . 由 
有 限 元 基 函 数 作 为 基底 所 张 的 空间 称 为 有 限 元 子 空间 。 有 限 元 子 
空间 是 有 限 维 的 。 
为 说 明 有 限 元 法 在 求解 输 运 方程 时 的 应 用 ， 先 芳 虑 一 个 简单 
例 于 , 即 一 维 平 几何 情形 下 的 输 运 方程 (3.7.3): 
po 士 5,(x)p(r, p) 


灵 


L 


-5 “二 B(x)Pi( 1) 


in0 


x | apPpilp) px, ee + se, 内。 (3.9.4) 


其 中 求 和 的 上 限 写成 L， 这 是 因为 数值 计算 时 总 取 有 限 项 ， 设 所 
考虑 的 系统 是 0<x 二 1 的 均匀 平板 ,边界 条 件 假 定 为 
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gf(1， 4) = pn), 4 0; ( 3.9.5) 
pl(0, 1) = gp(0, — pr). (3.9.6) 
用 基 消 数 gi(x, py) 乘 (3.9.4) 式 两 边 , 并 对 x 人 队 0 到 1 积分 , 对 4 
从 一 1 到 1 积分 ,可 得 到 
ax 下 dugbii(x, 1) | po 十 2,(x) p(x, | 


x 


一 上 az datz, 由 DH EP) 


1 
x | dpPi(p)9(x, pe) 


一 | zz| dpbalr, px, p). (3.9.7) 
通过 分 部 积分 ,(3.9.7) 式 中 的 流 射 项 可 以 做 如 下 变换 : 
| dx |, duiin 全 


二 二 | .ez 上 d ppp et 
十 | pnt ps, ppii(x, 1) 520 
利用 边界 条 件 (3.9.5) 式 及 (3.9.6) 式 ,可 以 得 到 
| ennl pl, po) pii(x, 4) 122, 
一 上 dupp( pp)Pii(1, 4) 

到 J, dupp(1, p) pi 1, p) 
二 | dnplo, pbii(0, 4) 
计 | dppb0, wpi(0, — 4). 


(3.9.7) 式 中 其 他 项 的 计算 可 以 直接 进行 。 如 果 用 有 限 元 基 范 数 把 
p(x, 1) 展开 : 
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q(x, 大) 一 > Pupaulx, 4), (3.9.8) 
kl 


那么 (3.9.7) 式 可 以 写成 一 组 代数 方程 : 


>) ANgu = Si (3.9.9) 
Rl 


式 中 
4 一 一 | 人 | dp es 
0 -: Ox 


i | duppi( 1, ppbull, p) 


0 
中 dpppi(0, wbr(0, p) 


1 


0 
十 | dppbi(0, — 天) p) 
1 
| dx 上 |e d p22 .pijbel 
人 ! NB 
_ | x5, (dpaix, Pin) 
1=0 - 及 
a 
x 有 dubi(x, 4')Pi(p’ ), 
Sj 一 | dx | dus(x, p)piu(x, 1) 
0 
一 | enna, 4A)po( 1). 


由 于 gi(x, 4) 已 取 成 B(x) 和 (4) 直 积 的 形式 ,所 以 4 各 和 55 
中 的 许多 项 都 很 容易 积分 。 求 出 这 些 系数 之 后 ，gqpw 就 可 以 通过 
(3.9.9) 式 用 解 联 立 代 数 方程 组 的 数值 方法 解 出 ， 

很 自然 地 会 提出 一 个 问题 : 如 果 p(x，p) 是 定 解 问题 
《3.9.4) 一 (3.9.6) 的 解 ,那么 {pr} 当然 应 当 满 足 方程 (3.9.9); 但 是 
有 反 过 来 , 如果 {gr} 满足 (3.9.9) 式 , 那么 由 (3.9.8) 式 给 出 的 p(x， 
wp) 是 否 能 成 为 (3.9.4) 一 (3.9.6) 式 的 近似 解 呢 ? 

为 探讨 这 个 问题 ， 我 们 将 从 更 一 般 形 式 的 输 运 方程 (3.6.7) 出 


“07 。 


06. 各 十 Zi(r)p(r， 0) 
ar 


要 | a's(r, 人 . 0)Jo(r, 0) + sr, 0).(3.9.10) 


假定 边界 条 件 是 非 齐 次 的 : 

yp(r， 0) 一 po(rs, 8)， 当 ,在 边界 上 而 6 .2 一 0 时 。 

(3.9.11) 

这 里 2 是 边界 r, 处 的 外 法 向 单位 矢 ， 

引进 记号 : 

R 二 所 孝 虚 的 空间 区 域 ; 

4x 一 立体 角 区 域 ; 

V 二 RX 4 一 相 空 间 区 域 ; 

BR 一 R 的 边界 ; 

T= 二 0R X 4x 二 VV 的 边界 ; 
再 用 T+ 及 TT 分 别 记 T 中 2 .6 >> 0 及 9 .<0 的 部 分 。 我们 
假定 只 涛 忠实 函数 p(r, 9), 而 且 限 定 

(aragdry + (vo) 


存在 ;这 样 的 函数 所 张 成 的 空间 记 为 Hs。 此 外 , 对 于 任意 1, g€ 
Hz, 定义 内 积 


0, 8) = ,ar adir, Oelr, 9)， 
0, 8) =— |.d526 6 + flr,, O)g(rs, 0)， 


G8) — {2252616 slflr,, Se (rs, 0), 


显然 有 《 访 8》 一 《f, 8)+ 一 《f, 8)-. 
定义 磁 撞 算 子 K， 使 


Kf(r, 6) = Er)f(r, 0) 一 | d's(r, 0 . 0)f(r, 0), 
则 方程 (3.9.10) 可 以 写成 
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0. Vp 十 天 0 一 了 。 (3.9.12) 
用 任意 g(r, 89)e Hs 乘 (3.9.12) 式 并 积分 过 VV， 得 到 
(@G . vp, $) + (Kop, 4) = (s, 4). (3.9.13) 
注意 到 
(0 .vp, $b) = Cp, $4) — (p, 0 + v) 
(3.9.13) 式 可 以 写成 
一 (9 0 .v8) + (9,0) + (Kp, $b) = (s, 4). (3.9.14) 
但 边界 项 49， 由) 一 《9， $+ 一 4p， 几 )-, 而 从 三 上 的 边界 条 件 
(3.9.11) 知 道 
《Pp, 4)- = (qo, P)-. 
因此 (3.9.14) 式 可 以 写成 
— (p, 0 v6) + (9, bt (Kg, b= (s, $) 十 (py)-。 
(3.9.15) 
从 我 们 的 推导 过 程 看 出 , 定 解 问 题 (3.9.10),(3.9.11) 在 Hs 内 的 解 
一 定 满足 (3.9.15) 式 . 
现在 我 们 来 证 明 输 运 方程 的 积分 律 若 存在 一 个 函数 g(x， 
9)e Hs， 对 于 所 有 g(r, 6)e Hs,(3.9.15) 式 都 得 到 满足 ,那么 
p(r，9@) 就 是 (3.9.10)、(3.9.11) 的 解 ， 
证 明 并 不 困难 。 事 实 上 ,通过 分 部 积分 ,可 从 (3.9.15 ) 式 得 到 
(OG .vp, $b) + (Kp, $) + (9, $)- 
= (5, 中 ) 十 《po， 4)-. (3.9.16) 
由 于 (3.9.16) 式 对 所 有 we Hs 都 成 立 ,那么 ,对 于 Hs 中 p(T-) 二 0 
的 所 有 讽 数 J 也 应 成 立 ; 我 们 把 这 样 的 了 水 数 所 张 成 的 空间 记 为 
3， 则 
(0 .vp, $) + (Kop, 4) = (s, 4) 
对 所 有 be Hz 成 立 , 因 此 
0.vo+ Kop=s, 
这 说 明 9 满足 (3.9.10) 式 .将 上 式 代入 (3.9.16) 式 ,又 得 到 
《9 一 po VJ)- 一 0， 对 所 有 ye Hs. 
因此 在 T" 上 一 m， 即 中 也 满足 (3.9.11) 式 。 这 样 , 积 分 律 就 得 
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到 了 证 明 . 
在 用 有 限 元 法 求解 (3.9.15) 式 时 ,要 引进 有 限 元 基 函 数 


bi(r, 0) (1 2 Ty N), 
这 里 i 已 包括 了 所 有 脚 标 。 假 定 


N 


g(r, 6) = >) vigi(r, 0), (3.9.17) 


这 就 限制 了 p(r, 98) 只 在 Hz 的 一 个 子 空间 及 中 。H, 是 由 基本 
数 {gi} 所 张 的 空间 ， 称 为 有 限 元 子 空间 。 我 们 认为 在 有 限 元 子 
空间 中 ， 积 分 律 可 以 近似 成 立 ; 所 以 可 以 通过 在 这 子 空间 中 求解 
(3.9.15) 式 来 得 到 (3.9.10) 及 (3.9.11) 式 的 近似 解 。 

为 保证 (3.9.15 ) 式 对 于 所 有 gE H, 成 立 , 只 须要 求 它 对 于 HH, 
的 基底 g(r, 0)(i 一 1, 2,.…, 入) 成 立 就 够 了 。 就 是 说 ,只 须 
要 求 有 


EE (5 pibi, 0 - ve ) 十 3 pigdi, 妈 ) 
jt i=1 
N 
十 (x 2D) Pigbi, 1) 
了 一 1 


3 (s, i) 十 《qo, i)-, i=1,2,...,N. (3.9.18) 
交换 积分 与 求 和 的 次 序 ,可 以 把 这 个 方程 组 写成 矩阵 的 形式 


N 


2) Aipi 一 Si (3.9.19) 


i=1 


其 中 
Ai=— (gi, 0 Th) + pi, bi) + (Kp;, bi), 
Si = (5, bi) 十 《po 中》 
这 样 ， 问 题 就 归结 为 求解 线性 代数 方程 组 (3.9.19)。 在 我 们 原来 
考虑 的 一 维 平 几何 的 简单 例子 中 ,方程 组 (3.9.9) 正 好 是 (3.9.19) 式 
的 一 个 特例 。 
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43.10 Monte Carlo 方法 的 基本 原理 


我 们 首先 以 测定 x 值 的 投 针 实验 为 例 来 说 明 Monte Carlo 方 
法 的 基本 原理 。 设 在 单位 正方 形 内 有 一 内 切 贺 。 如 果 把 针 均 匀 地 
投 在 正方 形 内 , 则 针 落 人 圆 内 的 概率 为 


二 


如 果 投 针 习 次 ,其 中 有 M 次 落 入 圆 内 , 则 
Rai 
于 


到 此 
n= 4p 之 4MI/N. 

可 见 ， 通过 大 量 的 投 针 实验 , 绕 计 命中 圆 内 次 数 所 占 比 率 ， 就 可 以 
求 得 * 的 近似 值 ， 实 验 次 数 N 越 大 ,结果 就 越 精 确 。 这 个 简单 例 
子 说 明 Monte Carlo 方法 的 基本 点 是 : 

(i) 建立 与 所 考虑 问题 相应 的 一 个 随机 模型 ， 在 其 中 形成 某 
个 随机 变量 ， 人 
题 的 解 ; 

4Gii) 按 模型 进行 大 量 的 随机 实验 ， 从 而 获得 让 机 变量 的 大 量 
抽样 值 ,用 统计 方法 作出 所 求 数字 特征 的 估计 值 ,就 是 问题 的 近似 
和 解 . 

为 讨论 用 Monte Carlo 方法 求解 问题 时 的 精确 度 ， 我 们 来 计 
算 下 面 定 积分 : 


可 | ADzCDar (3.10.1) 
其 中 
je | fa se (3.10.2) 


根据 (3.10.2) 式 ,我 们 可 以 把 f(x) 看 成 是 [a,8] 上 的 一 个 概率 分 布 
滑 数 。 如 果 定 义 在 [a, 8] 上 的 随机 变量 ? 服从 概率 分 布 f(x), 那 
么 Z(1) 的 期 望 值 就 是 


es TI71 。 


E[Z(%)] 一 (1) 2 Cd 
如 果 能 够 找到 一 种 方法 产生 按 f(#) 分 布 的 样本 429,359 中 ， 
就 可 以 用 
ZN 一 之 Z(n") 
作为 ELZ(n)1 的 估计 信 。 它 就 是 所 求 定 积分 的 近似 值 ， 由 于 这 
个 估计 值 是 随机 的 ， 所 以 它 的 误差 也 只 是 指 在 给 定 概率 保证 下 的 
误差 , 即 概率 误差 .用 P(A4) 表示 事件 4 发 生 的 概率 , 则 


P( Z| <)>? 


就 意味 着 以 概率 p 保证 Zw 与 真 值 E[Z(%)] 的 相对 误 闫 小 于 s。 
根据 中 心 极限 定理 ,有 
rl | < 
Eb em 
其 中 是 随机 变量 Z(%) 的 方差 。 当 NN 充分 大 时 ,可 以 认为 
p (| B26 | co) ~ /Ef ea 


of/MVN 
也 就 是 
A A 
\| EL[Z(n)] IELZ(W)IIVN 
wm 2 We 
记 z 


XT 


0 
IE[Z(W)IIVN 


二 /= | 
下 .0 
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当 给 定 x 值 时 ,容易 求 出 相应 的 与? 值 : 


£ 
olE[Z()IIVN) 
20( [EL[ZO)IIVN)-! 
30(|E[ZON)IIVN)! 


4o(|E[Z(n)]IVN) 


通常 取 p 一 95%， 于 是 得 到 误差 公式 : 
二 
IE[Z)IIVN 

这 一 原则 称 为 2o 原则 ， 在 这 误差 公式 中 ,近似 取 


(3.10.3) 


ELZ(W)] = 2 Zn"), 
?= ELZ:(%)] — (ELZO)]Y = TD 10) 


1 3 {2) : 
Eo | i=1 Zn )| 1 
于 是 (3.10.3) 式 就 成 为 


N Ya3 
Z2(TGO) 
So RT (3.10.4) 
隐 z(n")| 


在 误差 公式 (3.10.3) 式 中 ，ELZ(n)] 和 都 是 由 随机 模型 本 身 决 
定 的 ， 因 此 ,一 县 随机 实验 方案 确定 ,误差 s。 就 只 和 实验 次 数 广 有 


关 , 由 于 see， 所 以 收 全 速度 是 比较 慢 的 一 般 只 要 求 s~ 


5 一 10%。 为 减 小 误 鞍 ,应 选择 of 尽 可 能 小 的 渭 机 模 翟 . 
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在 推导 误差 公式 的 过 程 中 未 涉及 空间 的 维 数 、 积 分 区 域 的 复 
杂 性 、 被 积 函数 的 光滑 性 等 ,这 说 明 Monte Carlo 方法 在 求解 问题 
时 的 误差 大 小 同 这 些 因素 无 关 ， 因此 ，Monte Carle 方法 特别 适 
宜 于 维 数 高 、 几 何 形状 复杂 、 被 积 函 数 行为 恶劣 的 问题 计算 。 例 
如 , 当 计 算 一 个 * 维 空间 的 积分 
4 一 | f(x1s xx- xy)dxidxa -dr, 


[这 里 代表 : 维 正 方 体 : 0 过 151 一 1,2,.…,s.] 时 ， 
如 果 用 离散 点 上 被 积 函数 值 加 权 求 和 的 方法 作 数值 计算 , 即 以 


N 


>) wiflx!, x , 本 x4‘) 


作为 4 的 近似 值 ,那么 可 以 证 明 , 在 用 和 矩形 公式 时 计算 误差 是 
En™— O(N™’); 
对 于 有 7 阶 连 续 偏 导数 并 且 这 些 偏 导数 在 了 上 一 致 有 界 的 函数 户 
如 果 构 造 出 最 合理 的 求 积 公式 ,所 得 最 佳 近 似 的 计算 误差 阶 是 
en 一 O(N™’). 
而 用 Monte :Carlo 方法 计算 ,其 误差 阶 如 前 所 述 为 
ew =— O(N-™). 
两 种 方法 相 比 较 , 当 工作 量 基本 相等 (同样 N) 时 ,如 果 二 27， 
用 Monte Carlo 方法 所 得 结果 的 误差 便 较 小 。 因 此 。Monte Carlo 
方法 适用 于 
s>2r 
的 情况 .但 由 于 构造 收 化 阶 较 高 的 求 积 公式 有 困难 ,所 以 当 s 宇 4 
时 ,一 般 就 倾向 于 使 用 Monte Carlo 方法 
为 在 数字 计算 机 上 实现 Monts Carlo 方法 ， 首 先 必须 产生 在 
[0, 1 区间 上 均匀 分 布 的 随机 数 。 现代 计算 机 上 通常 产生 的 是 的 
随机 数 ”, 它 虽然 不 是 严格 的 随机 数 ， 但 对 于 通常 的 计算 已 经 可 以 
认为 合乎 要 求 了 。 我 们 不 打算 详细 说 明 随 机 数 的 产生 方法 ， 而 只 
限 十 说明 如 何 利用 计算 机 上 产生 的 随机 数 进行 Monte Carlo 计算 . 
仍 以 本 市 开头 提出 的 投 针 实验 为 例 。 先 在 电子 计算 机 上 产生 


*»174。 


一 对 相互 独立 地 在 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 抽样 值 r,，»;; 
针 是 否 沙 入 贺 内 等 价 于 不 等 式 
1Y I 1Y 
Qiao 
是 否 成 立 。 如 果 产 生 入 对 随机 数 , 其 中 有 M 对 满足 上 述 不 等 式 , 则 
x 的 近似 值 就 由 4M/N 给 
经 常 需 要 按 某 个 给 定 的 分 布 函 数 p(x) 产生 随机 变量 的 抽样 
值 *。 这 里 和 以 下 的 “分布 函数 " 实际 上 都 指 概率 论 中 的 “密度 函 
数 ”。 在 计算 机 上 产生 随机 数 x, 其 分 布 函数 恰好 是 p(x); 这 个 步 
又 称 为 从 分 布 函数 bp(x]) 抽 样 *。 对 于 给 定 的 分 布 函数 p(x), 通常 
用 以 下 几 种 方法 产生 抽样 值 *. 
设 离散 型 随机 变量 x 分 别 以 几率 p; 取 值 +j, 7 一 1,2,-… ,而 
且 


> p; = 1. 
j=1 


那么 ,可 以 先 在 机 器 上 产生 一 个 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 数 +; 如 
困 7 二 记 , 则 取 x = 二 x; 如 果 记 和 和 二 广 士 饭 则 取 x 一 x2;……; 


依 此 类 推 ,如 果 也 Pi; 之 + < 了 p;， 则 取 x 一 =。 这 样 ,就 实现 


了 从 分 布 六 抽 祥 

再 设 1(%) 是 定义 在 +e [4, 5] 上 的 随机 变量 x 的 分 布 函 数 , 则 

5 =— | fdr 
唯一 确定 x 作为 上 的 函数 。 显然 5 是 在 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 
变量 ， 如 果 能 够 求 得 6 一 5(x) 的 反 函 数 
+ = p(#), 

那么 , 先 在 机 器 上 产生 在 [0，1] 上 均匀 分 布 的 随机 数 5， 相 应 的 > 
就 取 值 p(5)。 这 样 就 实现 了 从 分 布 函数 f(x) 中 抽样 x. 

如 果 不 能 求 得 上 述 反 函 数 的 具体 形式 ， 那 么 这 种 作法 就 有 轩 
难 。 这 时 可 以 采用 会 选 法 。 设 * 的 取 值 范围 是 [4, 5], f(x) 的 上 
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确 界 是 fs。 令 有 (x) 一 f(x)/fn。 在 计算 机 中 产生 两 个 [0, 1] 上 均 
匀 分 布 的 随机 数 ri, +2， 仿 x 二 a 十 rn(b 一 4), 则 x 就 是 [a, 2。] 
上 均匀 分 布 的 随机 数 。 大 r; 三 (x), 则 保留 x; 敬 +3 > 和 (x), 则 
舍弃 +。 重复 这 一 过 程 多 次 ,保留 下 来 的 * 就 是 从 分 布 函数 f(x)》 
产生 的 抽样 。 

舍 选 法 可 以 推广 到 多 维 空间 上 的 分 布 函数 . 若 f(x) 是 : 维 
区 域 士 的 分 布 函数 ， 则 每 次 要 产生 * 十 1 个 随机 数 "> ，7，……， 
r*+l。 由 “个 决定 样本 的 位 置 ,由 1 个 决定 取舍 . 舍 选 法 的 效率 可 
以 定义 为 被 选用 的 样本 x 的 数目 与 总 实验 次 数 的 比值 。 一 般 来 
说 ,只 有 当 效 率 大 于 1/2 时 才 适 于 使 用 舍 选 法 . 


$ 3.11” Monte Carlo 方法 对 粒子 输 运 问题 的 应 用 ”3 


1) 直接 物理 模拟 法 .由 于 粒子 输 运 是 个 随机 过 程 , 所 以 可 以 
用 随机 抽样 法 来 进行 模拟 ， 让 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 上 节 所 介绍 
的 离散 型 和 连续 型 随机 抽样 法 在 不 同 的 粒子 输 运 问题 中 的 应 用 . 

例 一 \ 能 量 为 E 的 中 子 在 和 ”U 核发 生 碰 撞 时 ,有 可 能 产生 弹 
性 散射 (p,)、 非 弹性 散射 (p,)、 俘 获 (p;)、 裂变 (2p,)、(n, 2n) 反 
应 (ps) 及 (n, 34) 反应 (ps)， 这 里 我 们 按照 顺序 给 各 种 反应 编 了 
号 ,并 用 pi 表示 产生 第 i 种 反应 的 几率 。 如 果 要 确定 某 次 磁 撞 中 
产生 的 是 哪 种 反应 ， 就 可 以 应 用 上 节 讨 论 过 的 离散 型 随机 变量 抽 
样 法 : 在 10,1] 区 闻 按 均匀 分 布 产 生 一 个 随机 数 +r; 如果 有 

六 1 pir 去 之 | pi, 

就 可 确定 该 次 碰撞 中 产生 的 是 第 i 次 反应 ， 

例 二 \ 求 粒子 在 宏观 总 截面 为 2, 的 介质 中 的 穿 透 距 离 x+。 从 
输 运 理论 知道 , 穿 透 距 离 的 分 布 函数 为 

fx) 一 Bie Ye. 
应 用 上 节 关 于 连续 变量 随机 抽样 的 讨论 , 令 
一 KeDar 一 工 一 ez 


et76 。 


可 解 出 反 函 数 为 

xz 一 一 2rlln(1l 一 上 上)。 
由 于 上 是 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,所 以 ”一 1 一 专 仍 然 
是 这 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 。 因此， 只 要 在 计算 机 上 产生 一 
随机 数 +。 就 可 以 得 到 穿 透 距离 的 抽样 值 : 


xz 一 一 Zriinyr。 


可 见 ,在 简单 问题 中 ,利用 随机 抽样 的 直接 模拟 法 是 简单 易 行 
和 而且 物 理 意义 清楚 的 .但 是 ,由 于 实际 问题 中 往往 牵涉 到 许多 需要 
进行 随机 抽样 的 元 过 程 ,而 为 了 要 得 到 整个 问题 的 可 信和 结果, 往往 
要 求 抽 样 的 数目 过 多 ， 同 时 为 模拟 各 种 元 过 程 所 需 存 储 的 物理 数 
据 也 过 多 ,所 以 直接 物理 模拟 法 的 应 用 受到 较 大 的 限制 ,而 不 能 不 
转向 下 面 要 介绍 的 以 积分 方程 形式 的 输 运 方程 为 基础 的 ”Monte 
Carlo 计算 ，, 

2) 基于 求解 积分 方程 的 Monte Carlo 法 .我 们 在 $2.4 中 
介绍 了 输 运 方程 的 多 种 积分 方程 形式 。 这 些 方程 可 以 概括 地 简写 
为 


ye EE | areKCw， x)f(x') + FC%) (3.11.1) 
这 里 x 代表 了 分 布 函数 f 所 依赖 的 全 部 宗 量 ， 
友人 
记 
r(x’) 一 | azk(r， xy)，. 
K(x’, x*) 
rr) 


ee | Cy 


B(x', *) 一 


ey 2 
$0 


则 (3.11.1) 式 可 以 改写 为 
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1(x) 一 | ar dg’, r+)f(r’) + ss (x). (3.11.2) 
注意 ,这 样 引信 的 s(x) 和 B(x’, x*) 是 归 一 化 了 的 : 
| Car 二 | 5 (3.11.3) 


按照 $ 2.6 中 介绍 的 方法 , 可 以 写 出 (3.11.2) 式 的 Neumann 级 
数 解 : 


Te (3.11.4) 
其 中 
A (3.11.5) 


f, Cx) 二 faxr (ede x)f,_i(x’ ), 1 一 1， 2， dt (3.11.6) 
级 数 (3.11.4) 收 敛 的 条 件 (2.6.9) 在 这 里 意味 着 ， 
r(x)<1 3 A( 317) 
至 少 应 当 几 乎 处 处 成 立 。 
假设 我 们 要 计算 的 是 某 个 物理 量 的 期 望 值 ， 那 么 就 归结 为 泛 、 
焉 
让 | aecorca (3.11.8) 


的 计算 ,将 (3.11.4) 一 (3.11.6) 式 代入 (3.11.8) 式 中 ,可 以 得 到 
J > | 、 | dxodxi * "dxnsos (Xo) : (xo)P(xo, Ne 


~ Y(xai)B(xa-1, tn) E(xn), 
记 l 
PalXos Kis °°, Yn) = s(xo)B xo, x1)* BCxn-iy xn), (3.11.9) 
cai(xzoy xi Xs) = so (x0) 7(x Js) (3.11.10) 
则 有 


> | dxo…， “dxnion( Xo, Dy rn )Pn( ro, 入 xn ). 


六 到 有 


/ 一 
(3.11.11) 
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从 (3.11.3) 式 容易 看 出 
区 ‘am -drnpn( Xo, . x»n) 二 1, 


因此 可 以 把 p(x0o, :**, Xn) 看 成 几率 分 布 函数 ,并 且 按 这 个 分 布 
函数 以 随机 游 动 方式 ( 见 后 ) 逐 个 产生 随机 变量 xm，… ,*s 的 抽样 
值 ,于 是 


/= ， El w,] 


四 N 
= 之 ， 二 2) wax <9)|, (3.11.12) 
30 LN 1 


其 中 E,Lws] 表示 按 p 分 布 求 得 的 o。 的 期 望 值 .。 交换 求 和 的 师 
序 , 可 得 


N 
es wow， (3.11.13) 
N i=1 
其 中 
w= SD or, +). (3.11.14) 
2 一 人 0 


这 里 的 无 限 求 和 在 计算 时 只 能 做 到 有 限 项 。 注 意 到 条 件 (3.11.7)， 
从 (3:11.10) 式 可 见 , ov 随 ” 的 增 大 而 碱 小 。 所 以 ， 可 以 按 所 需要 
的 精确 度 给 出 一 个 标准 ， 当 w。 的 值 小 于 这 一 标准 时 ， 就 把 级 数 
(3.11.147 截 断 ， 这 样 截断 当然 会 引起 偏差 。 我 们 可 以 用 “ 峙 ? 的 方 
法 来 得 到 无 偏 估计 : 即 给 定 ae (0, 1)， 当 ws 小 于 给 定 的 标准 
时 ,在 计算 机 上 产生 一 个 [0, 1] 区 间 上 的 随机 数 5， 若 5 > p,， 则 
终止 随机 游 动 ; 若 5 二 p,， 则 继续 游 动 , 权 重 增加 到 一 倍 。 通常 
取 久 为 10 一 或 10-:。 由 于 ov 的 宗 量 是 随机 变量 ， 所 以 每 次 达到 
截断 标准 时 所 取 的 项 数 并 不 总 是 一 样 的 ， 

根据 以 上 分 析 , 7 的 具体 计算 应 当 按 照 下 鹿 步 骤 ( 前 面 五 步 说 
明 上 面 提 到 过 的 随机 游 动 方式 ) 进 行 : 
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(i) 按 分 布 s(xo) 产生 抽样 值 zo; 
(i) 计算 Y(xo) 和 g(xo)， 从 而 求 得 wo; 
(iii) 按 分 布 h(xo, x1) 产生 抽样 值 x; 
(iv) 计算 7Y(x) 和 g(x1)， 从 而 求 得 wor; 
(v) 重复 (ii)，(iv) 的 步骤 ,依次 求 得 w, w;，*…， 直到 ww 
小 于 事先 给 定 的 标准 时 ,用 “ 赌 ' 法 终止 游 动 ; 
(Wi) 由 这 一 组 {ws} 求 得 其 和 wo, 作为 中; 
Wii) 六 次 重复 步骤 ( 至 (vi), 求 得 w 咏 , w+， wo; 
(vii) 将 所 有 ww 求 平均 ,得 到 J 。 
土 述 求 7 的 步骤 称 为 逐 项 积分 方法 。 当 7 (x) 充 分 小 时 ,级 数 
《3.11.14) 式 收敛 得 很 快 ,这 个 方法 容易 得 到 较 好 的 结果 . 
求解 输 运 方程 (3.11.2) 的 一 种 改进 方法 称 为 输 运 游戏 方法 四。 
冯 的 步骤 是 : 
(i) 由 s(xo) 抽 样 zo; 
(i) 计算 7 (xo); 
(让 ) 产生 [0, 1] 上 的 随机 数 &; 车 二 > 7(xo)， 则 游戏 终止 ; 
若 &8 过 7Y(xo), 则 由 B(xo, x1) 抽样 x1; 
(iv) 重复 步骤 (ii), (ii), 直至 游戏 终止 ， 得 到 状态 序列 m， 
Xi” "AM》 
《v) 7 的 一 个 无 偏 估 计 是 
(1 SoS\ XM 
A 
(vi) 多 次 重复 步骤 (i) 至 (v), 对 求 得 的 J 求 平均 ,得 到 J. 
为 证 明 步 又 (v) 中 得 到 的 J 是 积分 (3.11.8) 式 的 一 个 无 偏 
估计 ,考虑 预先 指定 M 值 时 ,在 (xo, x1,*…, xx) 的 邻 域 zxodz 
zxzw 内 得 到 状态 序列 的 几率 daPw。 按 游戏 步骤 可 知 
dPu = [s(xo)dzxo] » [7 (xo)B(to, xz)dz] 
[7 (xui)B(xus vy)dru][l — 7 (xu)] 
= s(xo)K(xo, zi) (xi Xu) 
x [1 一 7Y(Czx)]dxodxza :drm, 
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但 MM 本 身 也 是 随机 的 ,所 以 当 人 不 限定 六 时 ，J? 了 是 下 面积 分 的 无 仿 
估计 : 


< sog(xM) 局 
2 |; pi Y (xu) 人 


容易 证 明 , 这 个 积分 就 是 (3.11.8) 式 . 

输 运 游 戏 方法 比 逐 项 积分 法 的 计算 量 稍 小 。 这 两 种 方法 都 借 
助 于 随机 游 动 方案 求 得 序列 xm。zr*，-…，zxM。 基于 随机 游 动 方案 
的 计算 方法 还 有 一 些 , 这 里 不 再 一 一 介绍 。 

3) 降低 方差 的 技巧 。 最 后 讨论 如 何 降低 Monte Carlo 方法 
所 得 近似 值 的 概率 误差 。 按 我 们 曾经 导出 的 (3.10.3) 式 ， 


ONE: 
IELZ]IVN 
当 N 增 加 时 ,6 下 降 得 并 不 快 ,同时 N 的 增加 也 受到 计算 量 的 限制 
及 计算 机 所 产生 的 随机 数 周 期 的 限制 ， 因 此 , 降低 方差 是 应 用 
Monte Carlo 方法 时 为 降低 概率 误差 而 经 常 要 考虑 的 问题 ， 各 种 
降低 方差 的 技巧 ， 其 实质 都 是 着 重 考 虑 相 空 间 中 那些 对 所 求 量 贡 

献 最 大 的 区 域 ,使 它 的 抽样 频率 最 大 ， : 
一 种 降低 方差 的 技巧 是 加 权 抽 样 。 以 计算 积分 (3.10.1) 式 为 

例 ,我 们 希望 降低 


(3.11.15) 


A i (3.11.16) 
为 此 ,我 们 从 另 一 分 布 函数 f,(x) 米 抽 样 ,同时 对 每 一 点 xi 的 Z 和 值 
加 权 w(xi) 一 xia) /f(zxi), 即 记 xi 处 的 实 本 值 为 
Zzi) = w(K)Z(xi) = Zi)f x) /xi). 
这 样 可 以 保持 期 望 值 不 变 : 


3 | 到 人 区 


| dxf CZ cm 一 五 (Z)。 


。 TI81。 


ELZ:] 一 | Ne 


| 2 2 
| KOIZCO x ELZ]， 


因此 方差 不 同 : 
ne E[Z7] — ELIZ,] = ELZ7] ~— E’[Z] Xo, 
如 果 选 取 f(x) 使 Ps 
_ f(x)Z (x 
那么 0 一 0。 当然 , E(Z) 正 是 我 们 要 计算 的 积分 (3.10.1)， 事 先 
并 不 知道 ,所 以 在 实际 上 作 不 到 .但 从 上 式 可 以 得 到 启发 , 即 抽样 
时 所 用 的 分 布 冰 数 最 好 和 被 积 函 数 f(x)Z (x) 成 比例 ,使 得 对 积分 
贡献 大 的 地 方 抽样 的 几率 也 大 。 所 以 我 们 应 当 尽 可 能 好 地 选取 
1,(x)， 使 
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人 ~ 常数 ; (3.11.17) 


譬如 在 有 的 情况 下 ， 可 选取 f(x) Z(x) 的 Taylor 展开 的 前 几 项 
(在 归 一 化 了 之 后 ) 作 为 f,(x)， 当 条 件 (3.11.17) 接 近 满 足 时 , 旋 羌 
就 可 以 明显 降低 . 

在 输 运 问题 中 用 价值 函数 (又 称 重要 性 函数 ) 1(x) 作 权重 来 
作 辑 权 抽 样 时 , 也 能 使 方差 降 为 零 . 这 种 抽样 技巧 被 称 为 重要 抽 
样 ， 事实 上 , 当 我 们 用 输 运 游戏 方法 计算 积分 (3.11.8) 时 ， 实 质 上 
是 从 fx)( 经 过 妇 一 化 ) 抽 样 *， 从 g(x)( 带 一 定 权 重 ) 的 值得 到 J 
的 估计 值 。 因 此 可 以 设想 ,应 取 

f(x)ocf Cx) T(x), 

1(Gx) 是 竺 求 的 价值 函数 。 用 


I (Cx) 
| sx) T(x dx 
乘 (3.11.1) 式 两 边 , 可 以 得 到 
fo = sl) + | he IK' (Ces x)ar, 
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其 中 


了 


f,(x) 一 9 


| EC) ar 
ee 
iG) 1 )ar 
' ' ey x : ， 
K'(x’, +) Cs ). (3.11.18) 


于 是 (3.11.8) 式 成 为 
一 Xx’)s(x' DG gE(#) ais 
1= [1d ] 和 ep8 
用 输 运 游戏 方法 求 得 状态 历史 mx，xw 及 J 的 估计 值 


克己 | (x) )ae | Ea a (3.11.19) 


其 中 
7'(x) 一 | K'(x, x')dxr’. (3.11.20) 


可 以 证 明 , 如果 取 1(x) 为 下 面 方程 的 角 
7(Cx) = g(x) 十 | I(x’)K(x, +’)dr’, (3.11.21) 


那么 估计 值 J 的 方差 就 是 零 , 即 一 次 随机 游 动 就 能 得 到 J 的 准确 
结果 。 (3.11.21) 式 称 为 〈3.11.1) 式 的 伴随 方程 。 事实 上 ， 从 
(3.11.20) 式 知道 


1 一 7Y'(xJ 一 1 一 co x )dr’, 
利用 (3.11.18) 式 及 (3.11.21) 式 ,可 将 上 式 化 为 


二 人 _ g(xx) 
1] —7Y'(zxnu) (Cem) (3.11.22) 


将 上 式 代 人 (3.11.19) 式 ,可 知 J 是 常数 ,因此 方差 为 零 。 这 说 明 
理论 上 存在 一 个 价值 函数 , 它 是 伴随 方程 (3.11.21) 的 解 , 当 用 它 加 
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权时 ,可 使 输 运 游戏 解 具 有 零 方差 .。 ”如果 伴随 方程 (3.11.21) 式 比 
原 方程 (3.11.1) 更 好 求解 ,那么 利用 1(x) 作 加 权 函 数 就 能 使 我 们 
比较 容易 地 算出 积分 J; 如 果 能 找到 1(x) 的 其 种 近似 形式 ,就 能 
在 用 它 作 加 权 孔 数 时 显著 降低 方差 .顺便 指出 ,从 (3.11.1) 式 及 其 
伴随 方程 (3.11.21) ,很 容易 导出 


1 一 | fsCoaz — | corer， 


而 这 也 正 是 上 面 将 (3.11.22) 式 代 人 (3.11.19) 式 后 可 以 得 出 的 结 
果 . 

另 一 种 降低 方差 的 技巧 是 “分 裂 : 和 * 赌 : 。 以 厚 平板 对 辐射 的 
屏蔽 问题 为 例 ， 设 * 一 0 和 x 一 “是 厚度 为 “的 无 限 平板 的 左 、 
右 表面 ; 平板 由 带 吸收 的 介质 组 成 ; 在 其 左 侧 有 辐射 源 :(E, p)， 
使 强度 已 知 ,具有 已 知 能 量 分 布 和 方向 分 布 的 辐射 射 人 介质 ; 间 题 
是 求 穿 透 辐射 的 强度 及 其 方向 和 能 量 分 布 。 将 平板 分 为 工 层 ， 设 
各 层 分 界面 为 bE 一 ai(! EN 0， 1 ， 2， yy L), 而 

0= a 40 d= a4, 
当 a 远大 于 粒子 在 介质 中 的 平均 自由 程 时 ,从 直观 上 讲 , 粒 子 到 达 
某 层 后 ,如 果 该 层 越 佑 近 * 一 “, 穿 透 的 可 能 性 就 越 大 ;反之 ,如 果 该 
层 离 * 一 4 越 远 , 穿 透 的 可 能 性 就 越 小 .因此 ,我 们 应 当 对 靠近 * 一 
a 的 情况 仔细 观察 ,而 对 远离 * 二 4 的 情况 粗略 观察 为 此 ,可 以 
用 ‘分裂; 和 人“ 赌 ' 的 技巧 。 具 体 作法 是 : 当 一 个 粒子 从 左 到 右 时 ,每 
通过 一 层 , 就 分裂 一 次 , 1 个 变 成 v(v > 1) 个 ;每 个 粒子 的 能 量 
相同 ,方向 也 保持 不 变 ,但 权重 变 成 原来 的 然后 对 每 个 粒子 继 
续 眼 踪 ; 而 当 粒 子 由 右 向 左 运动 时 , 可 以 用 ' 赌 "的 技巧 : 每 通过 一 
层 就 在 计算 机 上 产生 一 个 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 数 5, 如 果 > 
二 ， 则 放弃 这 个 粒子 ;如 果 < 二 ， 则 将 权重 变 成 » 倍 ， 继 续 眼 
只。 显然 这 种 作法 对 结果 是 无 偏 的 ， 实 际 上 ， 可 以 对 问题 中 的 每 
个 区 域 给 一 个 价值 指数 ,以 便 确 定 如 何 应 用 分裂 或 “ 赌 的 技巧 . 
对 于 球 几何 ,可 对 半径 分 层 。 此 外 , 还 可 对 能 量 空 间 和 方向 空间 分 
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只 要 运用 得 当 , 这 些 分 层 方式 也 能 降低 方差 .“ 分 裂 和 人“ 赌 ' 技 
2 的 方差 降低 法 . 由 于 它们 使 模拟 的 概率 分 布 不 变 ， 地 
以 是 用 起 来 最 保险 的 方差 降低 法 . 

第 三 种 降低 方差 的 技巧 称 为 统计 估计 法 . 仍 以 屏蔽 问题 为 例 ， 
通常 实际 问题 中 穿 透 率 都 很 小 。 如 果 穿 透 率 为 10“， 那 么 平均 要 
眼 踪 40 个 粒子 才能 有 一 个 穿 透 ， 无 效 计算 的 样本 数 过 大 。 假设 
粒子 和 介质 碰 接 时 只 有 散射 和 吸收 两 种 可 能 ， 其 宏观 截面 分 别 是 
2 和 3， 令 3; 一 3, 十 2。 如 果 我 们 在 每 次 碰撞 时 都 用 产生 的 
[0, 11 间 均匀 分 布 的 随机 数 $ 与 9, 一 了/3, 相 比 较 , 并 认为 粒子 
在 5 < 4g, 时 被 散射 ,5 > 4; 时 被 吸收 ,那么 许多 粒子 都 会 在 穿 透 
以 前 被 吸收 而 终止 历史 。 如 果 人 为 地 在 每 次 碰撞 时 都 将 粒子 分 成 
两 部 分 ， 一 部 分 被 散射 ， 一 部 分 被 吸收 ， 但 被 散射 的 那 部 分 权重 
改 为 原来 粒子 权重 的 4, 倍 ， 然 后 继续 跟踪 。 这 样 就 可 能 提高 效 
率 . 假定 粒子 经 M 步 穿 透 ,其 每 一 步 到 达 的 位 置 是 zz :xx 
取 初 始 粒子 权重 为 w 一 1, 经 过 mm 次 碰撞 后 它 的 权重 变 为 ww 一 
47"。 这 种 作法 称 为 简单 加 权 法 , 它 可 以 减 小 方差 。 但 是 ,这 种 方法 
对 于 粒子 的 游 动 历史 za，*，.…，xw 的 信息 尚未 充分 利用 .现在 
设 pm 表示 经 过 所 次 碰撞 穿 透 屏蔽 的 几率 ， 则 穿 透 率 可 表示 为 


p=— >) pn. 
m=0 


对 于 一 次 随机 游 动 ,到 第 m 步 时 权重 为 W;,。 设 是 粒子 第 光 次 
碰撞 后 速度 方向 与 x 轴 的 夹 角 ,那么 在 第 m 步 之 后 不 经 碰撞 而 穿 
透 的 几率 po 可 以 写成 

Wexp[—E,(a — xm)/ cosa]，cosa 二 0 

人 | 

3 coswn 0 
于 是 可 以 更 充分 地 利用 粒子 游 动 的 历史 而 求 得 罕 透 率 p。 这 种 方 
法 就 是 统计 估计 法 . 

一 般 讲 ， 方 差 的 降低 常常 伴随 着 每 次 碰撞 计算 时 间 增 加 和 每 

次 游 动 历史 中 碰 擅 数目 的 增多 。 因 此 ,降低 方差 虽然 重要 ,但 实际 
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应 用 中 最 重要 的 还 是 对 所 求 且 标量 选取 最 有 效 的 估计 量 ， 使 狐 
积 oe 尽 可 能 小 ,其 中 吧 是 估计 量 的 方差 ,c 是 跟踪 单个 粒子 的 
计算 量 . 

Monte Carlo 计算 结果 带 有 绕 计 不 确定 性 , 但 这 并 不 妨碍 它 获 
得 广泛 的 应 用 . 实践 表明 ,只 要 采取 恰当 的 降低 方差 的 拉 巧 ,那么 
跟 了 10 一 101 个 粒子 ,一 般 就 能 对 通常 问题 获得 精度 约 10% 的 结 
果 . 为 了 对 给 定 问题 选择 一 个 最 合适 的 估计 量 (使 oc 最 小 ), 关 
键 之 点 在 于 能 事前 对 不 同 估计 量 的 方差 作出 估计 。 然 而 ， 一 般 来 
说 , 估计 量 的 方差 总 是 通过 源 分 布 和 输 运 核 函 数 的 积分 去 表示 的 。 
由 于 处 理 起 来 太 麻 烦 ， 所 以 它 无 论 在 实际 计算 或 理论 分 析 方 面 都 
没有 多 大 价值 ，1976 年 Amster 等 中 关于 Monte Carlo 输 运 计算 
中 统计 误差 的 预测 的 工作 ,被 认为 是 这 方面 工作 的 一 个 突破 .他 们 
在 模拟 随机 游 动 中 ,引入 了 对 目标 量 贡献 的 第 的 概念 ,并 且 导 出 了 
相应 的 积分 方程 ; 只 要 顺 次 求解 关于 一 阶 抢 与 二 阶 矩 的 两 个 耦合 
的 积分 方程 ,就 能 得 到 估计 量 的 方差 。 尽管 这 些 方程 的 求解 也 很 
困难 、 但 仍 可 成 功 地 用 来 进行 不 同 估 计量 方差 的 比较 。 1980 年 ， 
Lux24 利用 统计 误差 的 预测 理论 ,给 出 了 一 个 非 模 拟 游 动 比 直 
接 模 所 方差 小 的 充分 条 件 ; 并 在 某 些 简化 条 件 下 ,从 效率 观 乓 邯 察 
了 估计 反应 率 与 漏 失 几率 中 的 预期 汤 失 几率 法 与 统计 估计 法 ， 得 
出 了 前 者 不 如 后 者 有 效 的 明确 结论 ， 
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第 四 六 ”Boltzmann 方程 


54.1 从 Liouville 方程 到 Boltzmann 方程 


本 章 将 更 深入 、 更 仔细 地 讨论 Boltzmann 方程 。， 它 是 我 们 要 
讨论 的 第 一 种 非 线 性 输 运 方 程 ， 和 线性 输 运 方程 不 一 样 ， 非 线性 
输 运 方程 的 解法 还 很 不 成 熟 ,精确 解 的 求 得 也 更 为 困难 ,较为 实用 
的 还 是 一 些 近似 解法 .不 过 ， 非 线性 输 运 方程 的 研究 已 经 成 为 当 
前 输 运 理论 研究 的 前 沿 , 有 着 巨大 的 理论 和 实际 意义 ,正在 受到 各 
方面 科学 工作 者 的 重视 . 

Boltzmann 方程 是 稀薄 气体 动力 学 的 基本 方程 。 在 非 平 衡 统 
计 力 学 建立 的 初期 ，Boltzmann 方程 起 了 葛 基 的 作用 。 尽管 今天 
非 平衡 统计 力学 已 不 仅仅 限于 讨论 稀薄 气体 ， 但 稀薄 气体 仍然 是 
一 个 比较 简单 而 又 带 有 某 种 普遍 意义 的 物理 模型 ,因此 Boltzmann 
方程 在 非 平 衡 统 计 力 学 中 仍然 有 重要 的 理论 意义 . 

在 第 一 章 中 曾经 指出 ,从 Liouville 方程 推导 输 运 方程 是 比较 
彻底 的 办 法 : 这 样 做 不 仅 能 够 得 到 输 运 方程 的 正确 形式 ， 而 且 由 
于 推导 过 程 中 需要 引进 某 些 假设 ， 因 此 从 这 些 假设 就 可 以 知道 输 
运 方程 适用 的 范围 和 成 立 的 条 件 。 现 在 就 来 进行 从 Liouville 方程 
导出 Boltzmann 方程 的 讨论 ， 

假定 系统 由 立 个 全 同 粒 子 组 成 ,那么 六 粒子 分 布 函数 Py (r， 


Di my 0 rw UN; 1) 满足 Liourille 方程 | 参见 (1.2.4)， 注 


意 变量 p 换 成 了 "一 已 |， 即 


DBPv | OPw F OP | 
一 十 2 一 一 十 -一 一 | 一 0， 4.1.1 
之 Drm m Ov: . 


其 中 F 是 第 i 个 粒子 上 所 受 的 力 ， 和 是 粒子 的 质量 。 假 设 无 外 
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场 而 且 分 于 (以 下 认为 所 考虑 的 粒子 就 是 气体 分 子 ) 间 的 相互 作用 
只 是 二 体 作 用 ,将 分 于 i，; 之 间 的 相互 作用 势 记 作 Ui, is 为 那 
么 就 有 


已 一 一 >， 0 (4.1.2) 


由 于 NN 个 粒子 全 同 ， 所 以 交换 任意 两 分 子 的 坐标 和 速度 不 会 改变 
物理 量 的 宏观 值 . 因此 ,不 失 一 般 性 ,总 可 以 认为 六 粒子 分 布 函数 
Py 关于 六 个 粒子 是 对 称 的 . 即使 初始 条 件 不 对 称 , 也 可 以 用 对 称 
化 的 初始 条 件 (将 Pn 对 六 个 分 子 的 坐标 和 速度 作 所 有 NI! 种 可 
能 的 交换 ,将 所 得 结果 求 和 再 用 N! 除 ) 来 代替 而 不 改变 任何 物理 
量 的 宏观 值 . 记 * 粒子 分 布 函数 为 


N 


pp = |.…|P, IT dridv, 0<s<N. (4.1.3) 


i 二 了 +1 


把 (4.1.2) 式 代 人 (4.1.1) 式 ,可 以 得 到 
pw + OPy _ OPy . {1 ~ OU 
+ (Da)] -o 
(4.1.4) 


将 此 式 对 I 4 ri d vi 积分 , 求 和 之 中 会 只 剩 下 含有 二- 和 a 


的 项 ， 其 他 项 则 可 以 化 为 相 空 间 中 无 限 远 处 的 面积 分 而 消失 ， 十 
是 有 


OPR 1 , .OP _N—1 | QU, 
dz Or m Or 


《2) 
.LN a dv (C41.5) 
Ov 


右边 计算 时 利用 了 Py 对 称 的 条 件 ,使 之， 中 一 1 项 的 贡献 在 
积分 后 变 成 了 7 = 一 2 一 项 贡献 的 Ni 售 . (4.1.5) 式 是 用 PN8 
表示 出 P 的 方程 。 若 将 (4.1.4) 式 积分 过 J dridv:， 就 会 得 到 


i=3 
OPN Ta .OPN + vy, . PR 1 OUsn. OPR 
oz Or, ar mAr, Ov 
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i ha 


人 


?7 OT, Ov; mm Ov, Or 
(3) 7 
此 OPN . | r;d V;. (4.1.6) 
Ov; 0r7, 


这 是 用 PN? 表示 出 PF 的 方程 ， 类 似 地 ,可 以 得 到 用 P*? 表 出 
PS 的 方程 (s 一 1, 2,……, NN 一 1); 这 一 系列 方程 先后 由 Yvon 
(1935)，Born 及 Green (1946 和 1947)，Kirkwood (1946)， 和 
Bogoliubov (1946) 彼 此 独立 地 导出 和 讨论 过 ,所 以 被 称 为 BBGKY 
系列 . 

当 BBGKY 系列 方程 用 于 稀薄 气体 时 , 注意 到 Uij (r) 只 在 
r 一 |r; 一 7j| 亏 4d 时 才 了 明显 非 零 , 这 里 4 是 分 子 间 的 相互 作用 力 
程 。 可 见 对 (4.1.6) 式 右边 的 空间 积分 ,实际 上 只 有 [|r; 一 .| 有 a 
或 |r; 一 7| 过 4 的 区 域 才 给 出 有 意义 的 贡献 ,这 个 区 域 的 体积 为 
0(2) 量 级 。 但 是 , 当 PR 在 整个 系统 体积 之 中 积分 时 ,有 


| POardv, = PY, 


所 以 


V2 | |. Su: 
m Ov On, Or Ov!: mF 


这 里 6 是 分 子 间 的 平均 距离 ， 而 系统 的 体积 ~~N8。 (4.1.7) 式 与 
(4.1.6) 式 左 边 含 85 /8r 的 项 相 比 是 (4/8) 量 级 的 ,所 以 当 
4/5 «1 时 可 以 略 去 。 于 是 (4.1.6) 式 成 为 
8 88 工 006 .8 
Oz Or, Or, m Or: Ov 
1 OUn. OPN 


aPR. 0 bd (4.1.8) 
7 


这 里 全 微分 是 沿 着 这 样 一 条 相 轨 道 ,其 中 m，m, V1, v， 随时 间 的 
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变化 满足 以 汪汪 
H= 人 +e +tU(r— rn,|) 
2 2n1 


为 Hamilton 量 的 正则 运动 方程 . 
考虑 磁 撞 前 某 时 刻 4， 这 时 两 分 子 间距 离 |ro。 一 ro| 一 7。 满 
足 条 件 i, > ro > 4， 这 里 !, 是 分 子平 均 自 由 程 。 假 定 这 时 两 个 
分 子 统计 独立 , 即 
PR (rw, Uw; rns Vn; 10) 一 PH (Ty, Dioy to)PN (ry, Vs 10), 
那么 ,把 (4.1.8) 式 沿 相 轨道 从 m 到 * 积分 ,可 知 
Pr, Os; ras V2; 1 一 PDOCro， Dio， im)PN(Cro，D2o，1o)。 
(4.1.9) 
注意 ，rw，vV 及 rza 是 二 分 子 为 了 在 时 刻 上 到达 ri，zw 及 
mm， DV; 的 状态 而 在 时 刻 必须 具有 的 坐标 和 速度 ,所 以 ro， rw 依 
赖 于 上 一 0 rs 73，DVi 和 mw, 而 Vw 和 vw 依赖 于 ri, r;, v， 和 
2 ， 将 (4.1.9) 式 代 人 (4.1.5) 式 ,并 且 记 
n(r, Vv,1) 一 NPNOr v, 1), (4.1.10) 
就 可 以 得 到 


On (ro Vo) op, . Or vs 7) cn, n), (4.1.11) 


Or 
C(n,n) = 一 | Ss 


> [n(rw, Dio, to)n(r20, Vr0, t0) J drsd v;, (4.1.12) 
1 


其 中 已 将 (4.1.5) 式 右边 的 系数 N 一 1 近似 取 为 N .考虑 到 (4.1.12) 
式 的 被 积 函数 仅 在 |r; 一 ?| ~ 4 的 范围 内 才 重 要 ,而 > 在 /的 
尺度 上 才 可 能 有 明显 的 变化 ,因此 可 以 近似 地 略 去 #* 对 re 及 mm 
的 依赖 ,写成 


C(n, 7n) = "| 0 


. [> (po to0)n (v0, t0) Ja rr dv, 
2 
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但 是 从 (4.1.8) 式 ,有 


Vy es 
Or Or; m Or, 0v, 


1 OUs. 6 
m Dr 0v, 


| n(v, to )n (vy, 10) 一 0， 
故 
C(n, 6) 一 | u- [nwo, io)n(vn, 10) ldrdvy,, 


(4.1.13) 
其 中 了 一 一 了 了， 下 一 Di 一 Do 及 vw 对 rf， 和 7, 的 依赖 
都 通过 ” 体现 。， 将 r 换 成 柱 坐 标 分 量 z, p, p, 并 取 z 轴 沿 za 
方向 , 风 


将 (4.1.13) 式 中 对 x 的 积分 作出 之 后 ,得 到 
C(n, 7) 一 i [nCvi0, to)n(v, 10)]z=°» updpadgpa va。 


这 里 积分 限 x 一 士 oo 应 理解 为 只 是 远大 于 分 子 闻 的 作用 力 程 4， 
其 实 还 远 小 于 分 子平 均 自由 程 i， 的 距离 . 对 于 z 一 一 00, 到 : 
时 刻 还 没有 发 生 碰撞 ,因此 有 vw 一 pi, pa 一 V2; 而 对 于 * 一 00， 
则 到 z 时 刻 已 发 生 过 碰撞 ,因此 v, 和 v， 不 仅 与 vw 及 vw 有 关 ， 
还 同 碰撞 参量 p 有关， 所 以 有 v1 一 vi(p, Vw， Vn), Vi 一 Vi(p， 
vn， Vn)， 由 此 从 两 式 解 出 的 vw 与 vw 自然 和 p 有 关 。 为 了 避免 
与 gx 一 一 oo 情况 下 的 记号 混 清 ,把 z 一 co 情况 下 的 we 与 vw 记 
为 术 与 vi; po 一 DCp Vi Vi), Vn 一 Di(p Vi V1). 记 adt 一 
pdpdy9， 则 得 碰撞 项 : 


C(n, 7) 一 | dl’ dvyau[n (Vi, to)n(v’, 加) 


— n(v,, to )n(v;, t0)]. 
由 于 外 > [rn 一 | > d, 因此 多 /六 上 一 而 lr/5 表示 分 子 
运动 的 平均 自由 时 间 ;, 所 以 分 布 函数 在 t。 到 : 这 段 时 间 内 的 变化 
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可 以 不 计 , 即 可 在 上 式 的 分 布 函数 中 将 。 换 成 /。 于 是 ,适当 调整 
记号 之 后 , (4.1.11) 式 就 可 以 写成 Boltzmann 方程 的 形式 : 
Ee Vy. 一 | diwadl uo(u, B.A ) 
x [av nw ) — nn(v)n(w)]. (4.1.14) 
综 上 所 述 。 由 Liouville 方程 导出 Boltzmann 方程 ,需要 有 以 
下 条 件 : 
(i) 分 子 之 间 只 有 二 体 相 互 作用 ; 
(ii) 气体 稀薄 ,使 得 (4/6) < 1; 这 同时 保证 了 i > 4; 
《ii) 相 磁 撞 的 分 子 之 间 统 计 独 立 ; 这 是 最 重要 的 一 个 条 件 ， 
也 称 为 分 子 混 沌 条 件 ; 正 是 这 个 条 件 导 致 了 Boltzmann 方程 所 描 
述 过 程 的 不 可 逆 性 [参见 $ 4.4]. 
当然 ,在 推导 过 程 中 ,我 们 还 隐 含 地 假设 了 : 可 以 选取 足够 大 
同时 又 足够 小 的 空间 体积 元 一 一 足够 大 ,使 在 其 中 有 意义 , 即 其 
中 粒子 数 的 涨 落 远 小 于 平均 值 ;足够 小 ,使 得 和 所 考虑 系统 的 体积 
相 比 时 可 以 看 成 物理 意义 上 的 无 穷 小 . 
男 外 ,以 上 从 经 典 Liouville 方程 出 发 推导 Boltzmann 方程 的 
这 种 方法 也 隐 含 了 一 个 前 提 , 即 系统 可 以 用 经 典 方 式 来 描述 ， 从 
Heisenberg 测 不 准 关系 知道 ,分 子 位 置 的 不 确定 程度 |Ar| 和 分 
子 动量 的 不 确定 程度 |A(m v) | 之 积 是 Planck 常数 的 数量 级 : 
IAr|: |A(mv)| ~ %. 
如 果 我 们 要 用 相 空 间 措 述 系 统 ,那么 就 应 当 满 足 条 件 : 
| IAr| 5, IA(mv)| < mz 
这 里 5 是 分 子平 均 间 距 , 而 5z 是 分 子平 均 速 率 。 由 上 式 可 得 条 件 : 
m56 必 太 或 8 (4.1.15) 
这 说 明 分 子 之 间 的 平均 距离 应 当 远 大 于 与 分 子平 均 速 率 相应 的 
de Broglie 波长 。 注 意 到 
了 
人 ~ NU， ~ > 
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这 里 mn。 是 分 子 的 平均 数 密度 ，ks 是 Boltzmann 常数 ,了 是 系统 
的 绝对 湿度。 可见 (4.1.15) 式 又 可 写成 
VmkaT 
nh 1 (4.1.16) 


要 注意 这 仅仅 是 可 以 用 相 空 间 描述 系统 的 条 件 。 如 果 进 一 步 要 求 
用 经 典 力 学 描述 分 子 疗 的 磁 撞 过 程 , 那 么 还 应 当 有 


人 (4.1.17) 


my 


对 于 Fermi 粒子 ,按照 Pauli 不 相 容 原理 ,只 有 容许 的 量子 态 
数目 远 太 于 系统 内 粒子 的 数 且 时 ,才能 采用 经 典 描述 ， 但 容易 证 
明 这 一 要 求 与 (4.1.16) 式 是 一 致 的 .由 (4.1.16) 式 可 看 出 ， 只 有 当 
温度 极 低 时 ， 量 子 描述 才 是 必要 的 .在 常温 常 压 下 空气 的 数 密度 
大 约 是 m 一 2.7 Xx 1013 cm 3 ， 取 空气 的 平均 分 了 于 质量 为 m 一 
4.8 X 107 38, 这 时 (4.1.16) 式 左边 的 值 约 为 71， 对 于 有 同样 效 密 
度 的 氢气 体 ,即使 温度 低 到 20K (接近 液化 温度 ), (4.1.16) 式 左边 
的 值 也 还 约 等 于 4.8. 可 见 , 只 有 数 密度 很 大 的 低温 轻 气 体 中 , 量 
子 效应 才 有 可 能 变 得 重要 。 对 于 气体 分 子 运动 论 所 处 理 的 稀薄 气 
体 ,经 典 Boltzmann 方程 是 完全 适用 的 ， 


§ 4.2 Boltzmann 方程 的 直观 推导 


上 节 从 Liouville 方程 出 发 对 Boltzmann 方程 的 推导 虽然 有 
些 元 长 而 复杂 ,但 却 具 有 基本 的 重要 性 ;因为 通过 这 个 推导 ， 我 们 
得 以 把 Boltzmann 方程 在 一 些 确定 的 条 件 下 建立 在 第 一 原理 的 基 
础 上 . 

为 曾 明 Boltzmann 方程 在 物理 上 的 直观 意义 , 我 们 在 本 节 中 
将 从 输 运 方程 的 一 般 形 式 (1.3.15) 出 发 ,假定 没有 源 项 ， 得 出 下 列 
方程 : 


tt， (4.2.1) 
OQ! Dr Os /5 
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并 就 稍 洲 气体 的 情况 写 出 梯 擅 项 (32 ) 的 具体 形式 ,从 而 理 一 次 
导出 Boltzmann 方程 ， 

当 气体 称 薄 时 ，- 由 于 分 子 间 相 互 作用 力 程 4 远 小 于 分 子 间 的 
平均 距离 5。 三 体 和 三 体 以 上 的 碰撞 可 以 忽略 ,所 以 我 们 将 只 考虑 
二 体 碰撞 ， 假 设 速度 为 v 和 w 的 二 分 子 相 撞 后 速度 变 为 凡 和 
WwW 。 记 


G—F(v +w), (4.2.2) 
UUV— w= ui, (« = |ul|), (4.2.3) 
uy wwf, (x= |ul), (4.2.4) 


假设 碰撞 中 没有 激发 分 子 的 内 部 目 由 度 和 转动 目 由 度 ， 则 从 动量 
守恒 和 能 量 守恒 原理 有 


vt+w—=V -+w = 2G, (4.2.5) 
二 wy +w。 (4.2.6) 
由 (4.2.2) 式 至 (4.2.6) 式 出 发 ,可 以 证 明 

v=G+i+iu weG-iu (4.2.7) 

2 2 

， 1 ， ， 1 ， 

v=G++—u,w=—=G——u, (4.2.8) 

2 | 2 
UW., (4.2.9) 


由 (4.2.2) 式 及 (4.2.3) 式 又 可 见 : 


1 
a0(G, u) a(w 十 本 ma 8(w, u) 


0(w,v) O(w, v) 0(w, v) 
~ OwW,v—w)_ Ow, vo) 
0(w, v) 0(w, v) 
因此 有 
dGdu=dwidov. (4.2.10) 
同 理 有 
dGdu ~dw dv, (4.2.10) 
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由 于 da 一 wdvdfh，dw 一 和 dd 人 及 4 一 ， 所 以 从 (4.2.10) 
式 及 (4.2.10) 式 得 出 dwavadu 一 dw dv du 后 又 得 到 : 
dwdvdt = dw dv' dtl, (4.2.11) 
用 ol(w, 台 六) 表示 二 分 子 相 撞 的 微分 散射 截面 ，o(u, 冯 .级 )d 闪 
等 于 两 个 相对 速度 为 去 的 分 子 经 散射 后 变 成 相对 速度 u 在 立体 
角 di 内 的 两 个 分 子 的 几率 ， 因 此 ，r 附近 dr 体积 元 内 速度 在 
v 附近 dv 范围 内 的 分 子 [ 其 数目 为 x(r, v)drdv] 每 单位 时 间 
内 与 速度 在 w 附近 dw 范围 内 的 分 子 [ 每 单位 体积 中 有 n(r,w) 
dw 个 ] 相 磁 ( 其 相对 速度 为 a 一 v 一 w) 并 在 散射 后 变 成 相对 速 
度 在 立体 角 dp 内 的 两 个 分 子 的 碰撞 次 数 等 于 ， 
n(v)dvdr : uo(u, fA df .nn(w)dw; (4.2.12) 
为 书写 简单 , 这 里 略 去 了 ”的 宗 量 +， 下 同 .。(4.2.12) 式 闻 时 也 给 
出 了 这 些 磁 擅 所 造成 的 , dodr 内 分 子 数 的 减少 率 ， 另 一 方面 , dr 
内 速度 为 v” 的 分 子 由 于 和 速度 为 w 的 分 子 碰 擅 ,也 可 能 在 散射 
后 变 成 相对 速度 为 u 一 v 一 w 的 两 个 分 子 ， 其 中 之 一 具有 速度 
2 而 wu 的 方向 在 立体 角 dt 内 ;这 种 磁 撞 的 次 数 等 于 ; 
n(v')av' dr .wo(u,é :fd n(w ) dw’; 
利用 (4.2.11) 式 及 wu 一 w 的 事实 ,可 以 把 上 式 改 写成 
n(v )n(w )za(z 人 不)dodtDdtC7。 (4.2.12') 
《4.2.12 ) 式 同时 也 给 出 了 这 些 磁 撞 所 造成 的 、aodr 内 分 子 数 的 增 
加 率 . 从 (4,2.12') 式 减 去 (4.2.12) 式 ,并 积分 dw 4 你 ， 便 给 出 由 于 
碰撞 所 造成 的 、dvdr 内 分 子 数 的 净 增 率 ; 而 这 恰好 应 该 是 


2 ) 
一 一 dvdr., 
( c 


(全 一 | eatve(es 人 的 
Or /< 


x [2z(z)z(w ) — nv)n(w)], 
将 上 式 代 人 (4.2.1) 式 ,得 到 


因此 得 到 
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IY 
& |S 


一 | dwadfi uo(u, a) nv nw ) — 70)n(w)]. 
(4.2.13) 
这 就 是 单一 成 分 的 单 原子 分 子 气体 的 Boltzmann 方程 . 
如 果 和 需要 考虑 量子 效应 ,那么 ,最 好 用 二 次 量子 化 的 形式 来 讨 
论 .假设 没有 外 场 而 且 只 考虑 二 体 相 互 作 用 ,那么 系统 的 Hamilton 
量 是 


2.2 a 
a Bo t+ DB Ushabns (42.14) 


ki,R, oq 
其 中 至 一生 ， 丰 及 bh 分 别 是 粒子 及 的 产生 及 消灭 算 子 ， 必 表 
示 动 量 , 9q 表示 动量 传递 
CO DE 
V 是 系统 的 体积 ，U(r) 是 分 子 间 的 相互 作用 势 。 用 Ns 表示 动 
量 为 月 的 粒子 (简称 粒子 让) 的 数目 ,那么 动量 为 A 有 -H 9) 与 
外 (天 一 9g) 的 二 粒子 散射 后 成 为 粒子 不 与 形 的 单位 时 间 路 迁 几 
ENs + ls Ny + 1 Nates Ne-alD(g)ohol by -abnre 
x |Na Nu Nato 十 1 Ng ot 1)) 
大 a Pe 2 1 py :2 
x | 三 krol + Ik mgr —R—wr) | 
= ENNitoll+ NE EN D(a 
x a CRT tI 一 ql 一 XK)]， 
这 里 和 以 下 诸 式 中 加 减 号 并 写 时 ,上 面 的 符号 用 于 Bose 粒子 , 下 
面 的 符号 用 于 Fermi 粒子 ， 另 一 方面 ,粒子 上 与 及 散射 为 粒子 
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六 十 9g 及 天 一 9 的 单位 时 间 跃 迁 几 来 为 
NaNVg[ll+ Nerol[lt Ne .oll U(g)l’ 
1 


x 3| 志 (Uk+gl +ik -glk) |. 


由 以 上 两 式 得 到 粒子 有 在 单位 时 间 内 净 增 加 的 数目 为 
DD) 
kh’,q 


ee 


X [NaraNg’ a(l tNs)(li Na) 
一 NaVva(1 土 Varo)(1 士 Nu-_y)]. (4.2.15) 
这 就 是 量子 Boltzmann 方程 。 
如 果 气 体高 度 非 简 并 ,那么 通过 代 折 : 
Ms 一 ao) 去) 
hk-—> mv, 
玉民 —> mw , 


(4.2.15) 式 就 成 为 
2 jawn oe) 


x 52 tm tlw— ml — ow)| 


x [nv Fm(w — a) — nv)n(w)1l. (4.2.16) 
i 记 V=V0 二 dw 一 ww 一, 一 一 十 2d， 把 变数 从 
ww, Ul 变 到 纪 , wu ， 由 于 
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Bum) _ [| a 
O(w,u ) O(w,ul) 2” 
所 以 


dda 一 2 dw du' — > dwu’'du df ; 


代入 (4.2.16) 式 后 ,利用 8 函数 | 它 可 化 为 二 8(w 一 +), x 一 |a| 一 
lv 一 wl . | 消去 对 dw 的 积分 , 便 得 空间 均匀 情况 下 的 经 典 Bol- 
tzmann 方程 . 

如 加 | 的 


其 中 散射 微分 截面 of 一 on, .部 ) 一 2 ID, . 比 )|?; 这 里 


UD 写成 了 wu 和 .六 的 函数 ,因为 对 于 空间 均匀 的 情况 , 0 将 只 
和 | | al -0 的， 即 和 zx 及 如 . 丸 有 


关 。 

最 后 指出 ， 本 节 所 作 的 直观 推导 ， 一 开始 就 用 单 粒子 分 布 函 
数 来 描述 系统 的 状态 ,这 实际 上 包含 了 略 去 粒子 间 关 联 的 假设 . 即 
使 是 上 刷 从 Liouvile 方程 出 发 所 作 的 推导 ,也 需要 引用 分 子 混沌 
假设 , 即 假定 不 同 地 点 的 两 个 分 子 统计 无 关 , 至 少 在 二 分 子 碰撞 之 
前 要 满足 这 一 条 件 . 但 这 并 不 是 完全 没有 问题 的 。 欧 如 说 ， 对 于 
一 个 封闭 系统 ,系统 里 全 部 粒子 的 能 量 总 和 应 当 是 一 个 常数 ,这 就 
隐 含 着 粒子 闻 的 某 种 关联 。 因 此 ,在 推导 Boltzmann 方程 过 程 中 ， 
究竟 在 什么 地 方 引 进 什么 样 的 假定 比较 合理 ， 仍 然 是 一 个 值得 进 
一 步 仔细 推敲 的 问题 。 


4$4.3 Maxwell 分布 


Boltzmann 方程 (4.2.13) 相 当 复 杂 : 单 粒子 分 布 函 数 n(r, 2， 
1) 有 7 个 自 变 量 ;方程 既 包 含 偏 导数 又 包含 多 重 积分 ;更 重要 的 是 
方程 对 于 未 知 的 分 布 函 数 是 非 线 性 的 。 这 些 因素 都 使 得 求解 方程 
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相当 困难 。 但 是 ，Boltzmann 方程 有 一 个 精确 的 特 解 却 是 不 难 找 
到 的 ,这 就 是 平衡 Maxwel 分 布 . 
假定 没有 外 场 ,那么 Boltzmann 方程 可 以 写成 形状 : 


On On 
-一 十 D .一 一 CCn， 4.3.1 
eh 0 Co) 人 ) 


这 里 代表 碰撞 项 的 记号 C(n, >) 在 $4.1 中 也 曾 引 用 过 ;为 了 以 后 
应 用 方便 ,我 们 引进 更 一 般 的 记号 : ”对 于 二 任意 与 速度 有 关 的 函 
数 # 及 n,， 有 


ol Po ps | dwdl' uc(u, ff ) 


x [nv )z(w ) 十 nv )n(w’) 
— n(n(w) — nv)n(w)], (4.3.2) 
显然 有 C(n, 1 ) > C (zi， 7 ) 。 
如 果 = 只 与 g 有 关 , 那 么 (4.3.1) 式 的 左边 就 是 零 。 从 碰撞 项 
的 形式 
C(n, nn) = | dwdfi' uo(u, .th') 
X [nv nw ) — vn(w)] (4.3.2a) 
可 以 看 出 ,只 要 在 全 部 积分 区 域 上 有 
| n(v )n(w’) —n(v)n(w) = 0, (4.3.3) 
那么 n(v) 就 是 (4.3.1) 式 的 严格 解 . 
由 (4.3,3) 式 容易 得 到 
lan(v) 十 lnz(w) = inn(v') + Inn(w’). (4.3.4) 
注意 到 v, w 和 v', w ”分 别 是 碰撞 前 后 二 分 子 的 速度 ,(4.3.4) 式 
说 明 jnz(z) + Inn(w) 在 碰撞 前 后 保持 不 变 ， 磁 撞 前 后 保持 不 
变 的 量 称 为 磁 拉 不 变量 ;更 确切 地 说 , 如 果 有 函数 4(v) 使 
$v) + ow) = pv) + sw'), 
那么 J(v) 就 称 为 碰撞 不 变量 ， 我 们 知道 , 粒子 数 、 粒 子 动量 和 
粒子 动能 都 是 磁 撞 不 变量 ;它们 分 别 相当 于 
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bv)=1, mv, 记 


我 们 称 这 五 个 量 为 基本 碰 擅 不 变量 ， 以 后 将 证 明 ， 任 何 碰 擅 不 变 
量 都 可 以 写成 这 五 个 基本 碰 接 不 变量 的 线性 组 合 。 因 此 从 (4.3.4) 
式 可 假设 


inn(v)=a+B:. (mv)+r7 mv’, (4.3.5) 
其 中 oa, B, 7 都 是 常量 。 由 (4.3.5) 式 马上 得 到 

n(v) 一 exp | 十 8. (mv)+r me?|. 
如 果 给 定 了 系统 的 每 单位 体积 粒子 数 m、 平均 速度 ec 和 每 个 粒子 
的 平均 内 能 > 《a 了， 即 


| dvn (v) = no, (4.3.6) 
| d vvn(v) = c， (4.3.7) 
Lavl mw 二 加》 27, (4.3.8) 


那么 常量 a, 8 和 7 就 都 被 确定 ,于 是 可 以 得 到 


n(v)=n (2 上 exp [- | (4.3.9) 


这 就 是 空间 均匀 的 定 态 Maxwell 分 布 ， mo, c 及 了 都 是 常量 ,分 别 
称 为 数 密度 .流速 及 动力 学 温度 [在 热平衡 情形 下 就 是 热力 学 的 绝 
对 温度 ]. 
在 (4.3.5) 式 中 ,如 果 a, B, 7 不 是 常量 而 是 > 和 + 的 函数 , 那 
么 仍然 可 以 保持 碰撞 项 
C(n, 1) = 0, (4.3.10) 
但 却 不 一 定 能 使 (4.3.1) 式 的 左边 为 零 。 我 们 可 以 设想 , 当 c，A， 
7 是 7 和 :的 特定 形式 的 函数 时 ,有 可 能 使 
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On On F On 
On po 4.3.11 
十 了 ee ( ) 


于 是 就 可 以 得 到 更 普遍 形式 的 Maxwel 分 布 ， 作 为 有 外 场 的 
Boltzmann 方程 


On On F On 
写作 . -一 十 一 . -一 一 C(， 4.3.12 
Oi EA Or 下 Ov Cyt) ( ) 


的 严格 解 。 为 此 , 设 F 与 v 无 关 , 而 


lnz(ry py t) = oar, 1) + Blr, 0 (mv) + 7(r, 站 到 mo 


(4.3.13) 
将 (4.3.13) 式 代入 (4.3.12) 式 中 ,得 到 
Oa OB 1 , O7 Oa 
8 tm a ts mv Bi tv Br 
Op 1 ; O07 
十 myivk 再 十 可 mv vi dr 十 Fp 十 了 Fioi 

一 0， (4.3.14) 

式 中 采用 了 求 和 规定 。 对 在 同一 项 里 出 现 的 相同 脚 标 从 1 到 3 求 
和 。 比 较 (4.3.14) 式 两 边 vz 的 同 次 暴 的 系数 ,有 


Se + Fip; = 0, (4.3.15) 


Op Da ( 
ee 有 ea 4.3.16) 


5 64 十 人 Br- ) = °0， (4.3.17) 
: 2 一 0。 (4.3.18) 

由 (4.3.18) 式 立即 知道 
7 = 7(7), (4.3.19) 


将 (4.3.17) 式 对 xi 求 微 商 ,注意 (4.3.19) 式 ,得 到 
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op 外 0 1 


Dro tT dnd 0 CF.3.20) 
将 脚 标 i, i ,巡回 轮换 ,从 上 式 又 可 写 出 

Op; Op; 

Orr tT ror 一 

O°p; OBR 


Ox Dx， 本 Ori Ox; = 0, 
这 两 式 相 加 后 减 去 (4.3.20) 式 ,得 到 


_86; 0. (4.3.21) 
Or; Ox 
因此 
pi(r, 1) 二 (zt) 二 LI (4.3.22) 


而 (4.3.17) 式 就 成 为 


dy 
We A 和 十 i 十 f = 0。 
3 (ne + nin) 


由 此 可 以 写 出 


14d 
Nik mo CA 十 wik (i), (4.3.23) 
2 a 


其 中 Oi ™ Ogi 是 反对 称 张 量 。 将 (4.3.22) 及 (4.3.23) 式 代 人 
(4.3.16) 式 ,可 以 得 到 


dén 1 d’y dn 
人 | 亏 人 | 
Oa 
十 Brr 十 Fuk7 一 0。 (4.3.24) 
将 (4.3.24) 式 对 x; 求 微 商 ,就 是 
| 1 a7 dou]1 Oo oF. 
did 2 at Bk dt | 下 Ox Ox; en. Ox; 加 0， 


交换 脚 标 i,《 后 再 将 所 得 式 与 上 式 相 减 ,得 到 


d ori din OF DOP， 
De 
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由 于 OR 一 001? 所 以 


Co 7y IOF: OF, 
i | 去 一 Bx | 一 1 《4.3.25 ) 
于 是 FA 可 以 写成 
FA == 一 林 > xi 一 这 ， (4.3.26) 
其 中 
p= pl(r, i) 


是 一 个 势 。 〈4.3.26) 式 说 明 只 有 当 外 力 是 一 个 保守 力 和 一 个 特定 
的 非 保守 力 ( 这 个 非 保守 力 与 坐标 的 关系 是 线性 的 ) 之 和 时 ，Bol- 
tzmann 方程 (4.3.12) 才 有 Maxwell 形式 的 解 (4.3.13)。 将 (4.3.26) 
式 代入 (4.3.24) 式 ,可 以 得 到 
ds 
所 以 
m dr dé 

x 一 Yo 十 Fh + 5z) (4.3,27) 
其 中 上 oO 是 任意 天 数 ， 将 (4.3.26) 及 (4.3.27) 式 代 人 (4.3.15) 式 ,就 
得 到 Maxwell 形式 的 解 (4.3.13) 存 在 的 条 件 : 


0 d 0 — m dir 
7 oF 十 人 > Pe bg 
” 中 了 f Bx, 4 dr 5 
GE dt do 
人 


如 果 力 场 是 稳定 的 保守 势 场 ， 那 么 ou 是 常数 , 而 且 9 一 p(7) 
与 + 无关 。 这 时 (4.3.28) 式 简化 为 


dy 9 m dy 
Pa fir 4 dt “I 
2 dr 
+ +4 Ss (4.3.29) 
现在 讨论 两 个 特例 : 


se 203。 


(i) 设 PCr) 四 次 可 微 , 将 (4.3.29) 式 连 着 对 *，xzw。，xw 求 
导 , 可 以 得 到 


eR I Re 
2 OxriBxnOxr, dz OxiOriOxr,, Ox,OriOx, 


ee a 
Or:Orm Or Oxr:Or1Or,, Orn 
1 dr ) 
Xx ( ee 十 一 0 
2 dz 
(4.3.30) 


其 中 il, m,n 都 可 以 取 为 1, 2 或 3。 (4.3.30) 式 中 包括 7 个 未 知 
量 , 即 和， 3 个 wo 和 3 个 5; 但 (4.3.30) 式 是 关于 这 7 个 未 知 
量 的 10 个 方程 。 7 个 未 知 量 与 r 无 关 , 但 它们 的 系数 与 + 有 关 ， 
因此 ,除了 势 满足 特定 的 关系 之 外 , 一般 来 说 这 方程 组 的 系数 行列 
式 不 是 零 , 因 此 通常 (4.3.30) 式 只 有 平凡 解 : 

dy 


= 0, w= 0, &£= 0. (4.3.31) 
at 


于 是 ,由 (4.3.22) 及 (4.3.23) 式 知 p; 一 0， 进 而 由 (4.3.29) 式 知 
=, 即 是 常数 ， 所 以 ,由 (4.3.27) 式 得 知 

a rqg(r) + i. (4.3.32) 
最 后 ,由 (4.3.13) 式 得 到 


lInn(r, 0, 1) = Yop(r) 十 十 my 


所 以 系统 的 状态 是 Maxwell-Boltzmann 分 布 : 
n 一 ex — mr — 9 kr) 
(r,v, 7) poexp | 2 | (4.3.33) 


其 中 TT 一 一 m 一 ct。(4.3.33) 式 右边 与 * 无 关 , 这 说 明 在 
稳定 的 保守 势 场 中 ，Maxwell 形式 的 严格 解 只 能 是 稳定 的 Maxwe- 


ll-Boltzmann 分 布 。 
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(ii) 假定 势 gp (r) 的 三 阶 导数 都 是 零 ， 则 (4.3.30) 式 可 能 有 
非 平 凡 解 。 因 此 , 设 


中 一 Aixi 十 > BlnXitm (4.3.34) 


其 中 Bi 一 Bm。 将 (4.3.34) 式 代 人 (4.3.29) 式 ,并 比较 7 的 同 次 
罕 系 数 , 便 得 


Sis db 9 (4.3.35) 
adt 
3 dy dt; 
一 4; 一 一 一 4 一 了， = Mm " 4.3.36 
3 101 4 Ee ( ) 
Bm a (Biwim + Bniwn) 
Adz 2 
mm dy 
一 一 -一 Bi nm。 4.3.37 
4 dii 8 ) 


(4.3.35) 至 (4.3.37) 式 共有 10 个 方程 , 但 只 含 8 个 未 知 量 : 5，&,， 
Y , Wim. 尽管 如 此 ,我 们 不 难 发 现 ， 当 Bi = Bo 时 ,方程 组 有 非 
平凡 解 。 事实 上 , (4.3.37) 式 这 时 成 为 


Bt (4.3.38) 
at 4 dr’ 


7 一 cy 十 ccos (2 人 1) 十 c; sin (2 小 (4.3.39) 
m m 


其 中 Co Cis C2 是 常数 . 从 (4.3.36) 式 解 出 
上; 一 一 Ai dr Aiwn 
2B ad B 


十 Cs" cos (2 十 cl sin (2 (4.3.40) 
其 中 c8 ，c%” 是 常数 .最 后 ,从 (4.3.35) 式 解 出 


“一 -一 二 十 7 AiAiY 十 cs (4.3.41) 


因此 
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式 中 <， 是 常数 。 计 算 中 用 到 
AiAiwn 一 0， 
因为 wi 是 反对 称 张 量 。 由 (4.3.39) 至 (4.3.41) 式 可 见 , 在 稳定 的 
简 谐 力 场 中 ,系统 可 以 维持 一 种 振荡 的 Maxwell 分 布 ,而 振荡 的 频 
率 中 包含 场 的 本 征 频 率 及 其 二 倍 频率 。 这 个 结果 是 Boltzmann 最 
先 得 到 的 
5 4.4 摘 平 衡 方程 和 Boltzmann 的 厅 定理 
Boltzmann 方程 (4.2.13) 所 讨论 的 是 单 原子 理想 气体 。 现 在 我 
们 通过 这 方程 来 建立 这 种 气体 的 米 平 稀 方 程 . 
定义 单位 体积 的 粮 是 
ee ka | (Inn 一 av; (4.4.1) 
其 中 
fe 一 (7?, {1) 一 | ndv (4.4.2) 
表示 :时刻 r+ 附近 单位 体积 中 的 粒子 数 。 不 难看 出 这 定义 与 
(1.4.42) 一 致 ， 但 我 们 现在 用 No 而 不 用 NN 来 表示 这 量 ， 因为 NN 将 留 
着 用 来 代表 系统 中 的 总 粒子 数 ， N 一 | md r。 显然 , 表示 平均 
每 个 粒子 的 粮 , 将 (4.4.1) 式 对 上 求 导 ,并 利用 (4.2.13) 式 ,可 以 得 到 


O(nos) wa . On F . On — n 
EE bj|。 Pe hs 中 
通过 分 部 积分 ,可 以 看 出 第 二 项 的 贡献 当 外 力 妃 满足 :FF—0 
时 等 于 零 ;我们 假设 这 条 件 成 立 , 便 得 到 


Sp) 一 [ts onCnn 一 Dao| 


— ks C(n, n)lnnd v. (4.4.3) 


v” 


这 里 用 到 
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| D 。 ln ndv = 二 。 | ww(my 一 1 dp 


记 
c—el(r,/t)=1 二 vndv 一 质量 速度 ， (4.4.4) 
,=k | (we)n(inn — dv, (4.4.5) 
oo ks | Cl(n, n)lnnav, (4.4.6) 
则 (4.4.3) 式 可 以 写成 
Ce 一 一 让 (net +o,. (4.4.7) 


这 式 称 为 炉 平 衡 方 程 ,其 中 J 为 炉 流 ，c, 为 闹 产生 率 . (4.4.7) 式 
说 明 单位 体积 内 炳 的 增加 率 由 三 部 分 贡献 组 成 ， 一 是 由 于 这 体积 
内 分 子 间 的 磁 撞 而 造成 的 炉 产 生 率 o,， 二 是 由 于 流动 着 的 气体 携 


带 的 业 所 提供 的 一 池 - ， (mos c)， 三 是 由 于 炉 访 4 的 贡献 


_D .J/ 
ar 8 


将 C(2,2) 的 具体 形式 〈4.3.2a) 式 代 入 (4.4.6) 式 ,可 以 得 到 
a= Co— ks dv dw dliualu, 加. 从) 
X [nv nw ) — nv)n(w)]linn(v), (4.4.8) 
上 式 中 将 变量 v 与 ww 互 换 ,，v 与 w 互 换 ,也 应 该 成 立 , 结果 
得 到 
0 一 一 人 Ap 省 dvdwadii uo(u, A . fi') 
X [nv nw ) — nv)n(w)]inn(w), (4.4.9) 


在 以 上 二 式 中 将 v 与 v 交换 ，w 与 w 交换 ,并 且 利 用 (4.2.9) 
及 (4.2.11) 式 , 便 得 到 


e 207 。 


AS 作 dvdwadf uo(u, 让. 如) 
x [nv nw) — nv nw ) nn(v), (4.4.10) 


pe A | 而 
OD TE So 
将 (4.4.8) 至 (4.4.11) 四 式 相 加 并 除 以 4, 得 到 
a ka 省 dda Wy 


ge n(v)n(w) 
X [nv nw ) — nv)n(w)]ln zo ew) 


(4.4.12) 
由 于 


[aCo naw) — aonCw) ln 0AW) 0 (4.4.13) 
n(v )n(w’) 


所 以 
0o 之 0. (4.4.14) 
也 就 是 说 , 燃 产 生 率 永远 非 负 (4.4.13) 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 
n(v nN(w) = n(v' )n(w’ ) (4.4.15) 
时 成 立 , 所 以 (4.4.15) 式 是 0 一 0 的 充分 必要 条 件 。 由 此 容易 看 
出 ,(4.4.15) 式 也 是 
C(n,n)= 0 (4.4.16) 
的 充分 必要 条 件 。 因 此 ，(4.4.16) 式 的 解 一 定 是 满足 (4.4.15) 式 关 
系 的 Maxwell 分 布 。 
对 于 一 个 封闭 系统 ,在 边界 上 有 ec 一 0， 风 一 0。 将 (4.4.7) 
式 对 整个 系统 占据 的 空间 积分 , 可 以 得 到 


从 一 | 0 (4.4.17) 


这 里 
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S 一 | nosd r (4.4.18) 
是 整个 封闭 系统 的 总 焙 。(4.4.17) 式 说 明 非 平衡 的 封闭 系统 的 燃 
总 是 增加 的 ,直至 系统 达到 平衡 态 使 得 co == 0 时 为 止 。 这 是 在 气 
体 分 子 运动 论 范围 内 推导 热力 学 第 二 定律 ,而 (4.4.1) 及 (4.4.18) 式 
则 是 将 米 的 概念 推广 到 非 平衡 系统 ， 


”既然 全 之 0, 自然 要 问 5 是否 有 上 界 ， 对 于 总 量 有 限 .总 能 


最 有 限 \ 总 体积 有 限 的 系统 , S 是 有 上 界 的 。 为 证 明 这 一 点 ， 只 须 
证 明 积 分 


| nlnnav 


收敛 就 够 了 。 由 于 气体 总 量 有 限 。 所 以 在 一 个 单位 体积 内 的 气体 
的 量 也 是 有 限 的 , 即 | nd vu 有 限 。 同 理 ,由 于 总 能 量 有 限 。 所 以 


| wam 有 限 。 如 果 | min wav 无 限 ,那么 对 于 充分 大 的 z， 必 定 


有 |inn| > oz， 这 导 至 # > e"， 而 使 | nz 无 界 ,与 所 设 矛盾 . 
因此 S 有 上 界 . 

《4.4.17) 式 还 说 明 , 封 闭 系 统 的 定 态 一 定 是 平衡 态 ， 其 分 布 函 
数 满足 (4.4.15) 式 , 即 in ”是 碰撞 不 变量 ， 所 以 封闭 系统 的 定 态 一 
定 是 Maxwel 分 布 。 但 是 应 当 注 意 , 它 不 一 定 是 空间 均匀 的 定 态 
Maxwell 分 布 (4.3.9) 

如 果 用 (4.3.9) 式 来 计算 体积 为 了 了、 粒子 数 为 W、 温 度 为 了 
的 气体 的 粹 (4.4.18), 就 可 以 得 到 
DV 
N 
在 统计 物理 中 ?中 ,相应 的 结果 是 

~ V x 
5 一 koNin 妆 + kN + 3 kaNin 2 


Sr lo SkaN + kaNin ZsT (4.4.19) 
nn 


十 34sN ln 了 
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这 结果 和 (4.4.19) 式 所 差 的 只 是 一 个 常数 项 3ksNin 圣 ， 它 来 自 计 


算 灶 时 起 点 的 不 同 选择 ， 
(4.4.17) 式 实质 上 就 是 Boltzmann 的 已 定理 。 这 个 定理 中 ，, 定 

区 

H= 人 ninnd var. (4.4.20) 
它 与 3 的 关系 是 

S=— ks(H—N). (4.4.21) 
因此 ,在 N 固定 时 ,根据 (4.4.17) 式 有 

dH 1 das 

A < 之 0. (4.4.22) 


在 平衡 态 , 鼠 取 极 小 值 。 王 定理 在 Boltzmann 方程 的 理论 中 具有 基 
本 的 重要 性 ， 因 为 它 指 明了 Boltzmann 方程 所 描述 的 过 程 具有 不 
可 道 性 ， 看 来 这 是 与 组 成 气体 的 分 子 所 遵守 的 力学 规律 的 可 逆 性 
相 矛 盾 的 。 因 此 ,Boltzmann 的 态 定 理 提 出 后 ， 曾 经 受到 过 两 种 批 
评 : 其 一 是 所 谓 Loschmidt 伴 课 ; 其 二 是 所 谓 Zermelo 伴 课 . 

Loschmidt 提出 ,假如 在 任 一 时 刻 使 系统 里 所 有 分 子 的 速度 反 
转 ,那么 系统 将 从 相反 的 次 序 经 历 它 原来 经 历 过 的 状态 。 如 果 原 
来 玉 是 减少 的 , 那么 反 转 之 后 电 将 增加 ， Boltzmann 对 此 的 回答 
是 : ”五 定 理 所 说 的 孤立 系统 内 发 生 的 过 程 沿 互 碱 小 的 方向 进行 ， 
是 在 统计 的 意义 上 说 的 , 即 ,过 程 朝 及 减 小 的 方向 进行 的 几率 最 
大 ,而 朝 妃 增 大 的 方向 进行 的 几率 很 小 

Zermelo 和 Poincaré 提出 , 任何 有 限 的 服从 经 典 力 学 定律 的 
系统 必 将 回 到 任意 接近 初始 状态 的 状态 ， 只 要 我 们 等 待 充分 长 的 
时 间 。 这 就 是 Poincare 定理 .由 于 系统 是 有 限 的 ， 所 以 代表 点 
在 相 空 间 中 可 能 达到 的 范围 B 也 是 有 限 的 。 用 wx(4) 表示 相 空 间 
中 一 个 区 域 4 的 测度 , 则 p(B) 有 限 。 若 初始 时 在 4 内 的 点 按 力 
学 规律 运动 并 于 * 时 刻 到 达 新 的 区 域 4,， 则 由 Liouville 定理 知 
道 p(41) = p(4). 现在 用 反 证 法 证 朋 Poincark 定理 ,假定 B 有 
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一 个 子 集 4， 其 中 的 某 点 永远 不 再 回 到 4 中， 那么 我 们 可 以 选择 
4 充分 小 而 7 充分 大 ,使 4, 与 4 不 重 又 (如果 这 一 点 不 能 作 到 , 那 
么 命题 已 经 得 证 )。 于 是 我 们 可 以 断言 ， 42:，A;c，*"* 都 不 互相 重 
又 .否则 ,要 是 4,: 和 4A.r+w 有 公共 点 ， 那 么 由 于 运动 的 唯一 
性 ,让 这 个 公共 点 反 过 来 运动 ,就 可 以 知道 4 与 44: 有 公共 点 ,这 
与 4 的 选择 相 矛 盾 ， 既然 4，A4:，4;1，**” 都 互 不 重重 ,而 
(A) 一 Ap(C4-) 一 Ar) 一 

那么 总 测度 w(B) 有 限 这 一 要 求 就 使 得 x(4) 一 0。 所 以 ,对 任 
意 p(4) > 0 的 4， 其 中 的 代表 点 总 要 回 到 4 中 ,只 要 等 待 充分 
长 的 时 间 。 这 就 证 明了 Poincaré 定理 。 按 这 一 定理 ,系统 经 过 充 
分 长 的 时 间 之 后 会 重新 回 到 与 初始 时 刻 状 态 无 限 接近 的 状态 。 这 
样 , 坪 就 不 会 是 单调 的 ,于 是 也 与 妃 定 理 相 矛 盾 ， 这 就 是 Zermclo 
伴 廖 。Boltzmann 的 回答 是 , 非 平衡 的 某 一 宏观 态 出 现 的 热力 学 几 
率 极 小 ,因此 再 出 现 的 周期 也 极 长 。 这 个 等 待 时 间 长 得 与 人 的 生 
命 无 法 比拟 ， 成 为 实际 上 无 法 等 待 的 时 间 。 因 此 宏观 不 可 逆 性 并 
不 与 再 出 现 的 可 能 性 相 排斥 . 

Boltzmann 所 作 的 解释 并 没有 使 争论 结束 。 对 于 微观 过 程 可 
道 性 与 宏观 过 程 不 可 逆 性 的 讨论 一 直 延 续 至 今 。 尽 管 这 种 争论 仍 
然 存在 ， 但 由 于 从 Boltzmann 方程 所 得 到 的 结果 与 实验 观测 到 的 
现象 符合 ,因此 不 妨 把 它 当 作 一 个 经 验 规律 来 使 用 。 以 上 所 介绍 
的 理论 争论 并 未 影响 到 用 它 来 解决 各 种 各 样 的 有 关 实 际 问题 。 


$4.5 ”碰撞 不 变量 和 流体 力学 方程 组 


在 $1.4 中 用 比较 直观 的 方式 推导 了 流体 力学 方程 组 。 木 必 
将 从 Bolizmann 方程 出 发 来 推导 它 。 为 此 ， 我 们 先 讨 论 一 下 碰撞 
不 变量 . 

首先 ,让 我 们 来 证 明 , 任 何 磁 撞 不 变量 都 可 以 写成 五 个 基本 磁 
撞 不 变量 的 线性 组 合 。 设 gp(v) 是 个 碰撞 不 变量 ,那么 有 

qv) + pw) 一 po) 十 Co )， (4.5.1) 
这 里 v。w 和 vv"，w" 分别 是 俯 撞 前 后 一 对 分 子 的 速度 。 但 是 ， 
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只 要 

+= WwW Vw +w, 
就 可 以 找到 一 种 碰撞 ,使 碰撞 前 后 二 分 子 的 速度 恰好 是 2，w 和 
D ，w'。， 因 此 ，(4.5.1) 式 意味 着 p(p) 十 pCw) 仅仅 是 三 十 吉 
和 vv 十 ww 的 通 数 .于 是 可 以 设 


pV) + p(w) — B+ wv + w) (4.5.2) 
只 机 从 (4.5.2) 式 出 发 , 便 能 证 明 可 以 找到 常量 a,B 和 7 使 下 面 
两 个 式 子 成 立 : 


P+(V) = pv0) + q(—v) = 20+ rmy, (4.5.3) 
p-(v) = p(v) — gq(—v) = 28 . (mv), (4.5.4) 
就 马上 可 以 得 出 所 需要 的 结论 : 


p (v0) 一 [pi(0) + p-(o)] 


=a+B.: (mv)+7r 六 mo。 (4.5.5) 


为 了 证 明 (4.5.3) 及 (4.5.4) 式 , 令 
Bi TW VT WwW) = BV + wv + w) 
iB( 十 wi,— vv — w), (4.5.6) 
式 中 @ 是 (4.5.2) 式 右边 的 函数 ,将 (4.5.2) 式 中 v 及 w 分 别 换 成 
一 2 及 一 w, 再 将 所 得 式 与 (4.5.2) 式 加 减 ， 记 住 (4.5.3) 及 (4.5.4 ) 
式 中 qz 的 定义 和 (4.5.6) 式 中 $4 的 定义 , 便 得 到 
P40) + p24 (WwW) = Br + wv + w). (4.5.7) 
在 取 “二 +' 号 脚 标的 (4.5.7) 式 中 置 w 一 一 2， 得 到 
29+(0) = Bi(2v°, 0) 
这 说 明 ，qp:(v) 其 实 只 和 只 有 关 , 写 成 
p+ -= p+(v) = or). 
于 是 (4.5.7) 式 表明 @B， 只 和 vw? 十 w? 有 关 , 因为 从 o 和 oz 不 
能 作出 v 十 w 的 了 水 数 来 [要 是 能 作出 f(v 十 w) 一 g(v?, wr?)， 则 
通过 令 四 一 0， 知 fv) 一 h(w*)， 因 此 就 会 有 
h(iwt 20.w) = g(r, w’), 
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44 .这 


这 显然 不 可 能 ]， 这样 , 取 人 十 ' 号 脚 标 的 (4.5.7) 式 可 以 改写 成 

由 (好 ) + ow) = Br +t ww) = (r+ wi) + (0), 
最 后 一 步 可 通过 取 一 速度 为 零 另 一 速度 的 大 小 为 (十 wr) 六 Y 而 
从 上 式 前 一 步 所 代表 的 公式 得 出 。 令 Oo2) 一 J(v) 一 上 (0), 则 
上 式 可 以 写成 

$7) + Pw) = pr + w’), (4.5.8) 
可 见 多 是 一 次 齐 次 函数 ,所 以 存在 常数 7 使 
br) 一 Tm 


成 立 、 取 a 一 (0), 便 得 到 


p+ = br) = 220+ Tm, 
这 就 是 (4.5.3) 式 。 
为 证 明 (4.5.4) 式 , 先 假定 v2: w 一 0， 则 


Vw (V+ w); 


h(v iw)= DB((V + ww), v0 + w), 
“一” 号 脚 标的 (4.5.7) 式 是 
pv0)F p(w) = hV0 +w)= pv+w) (4.5.9) 
最 后 一 步 来 自 取 由 一 0 及 注意 p-(0) 一 0. 如 果 mw 四 关 0， 
则 取 一 满足 下 列 条 件 的 矢量 p: 
PpP':V=p:w=0,7 = |v-.w|>0. 
应 用 (4.5.9) 式 于 正 交 矢 (v，p) 及 (w, 干 p)， 得 到 
p-(v + Pp)= 9-(v) + p-(p), 
9?-(w 二 p) = p(w) 十 9-( 于 p) 一 9_-(w) 于 p-(p)， 
第 二 式 中 按 m ' 凤 冯 0 取 王 号 .由 于 这 一 选择 ,有 
(p 十 p).(wTp) 一 D .zl 十 p. 四 十 p.p 干 六 一 0， 
于 是 可 将 (4.5.9) 式 应 用 于 v 十 p 及 w 干 p， 同 时 应 用 于 v 十 ww 
及 p 干 p， 得 出 
p-(v+p)+ p(wTrp)= p(v+w+ pp) 
一 p-(2 士 由) 十 -Co 于 p) 
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左边 应 用 上 面 得 到 的 结果 ,得 


Pv) + p(w) + Pp_(p)TFP(P) 机 
= g_(v+i+w)+ 9(pp). (4.5.10) 
如 果 vv 四 > 0, 上 式 中 取 人 一 ' 号, 便 得 到 
pv0) + 9 ww) = 9p_(v + w), (4.5.11) 


式 中 若 取 v 一 ww 一 p(p*p 一 p> 0 满足 应 用 条 件 ), 则 有 
2p-(p) = 9-(2p) 
将 此 关系 用 到 vo. w 二 0 情形 下 的 (4.5.10) 式 ( 取 人 十 ' 号 ), 便 也 
得 到 (4.5.11) 式 。 所 以 《4.5.11) 式 对 于 任意 的 2 及 w 都 成 立 ， 
可 见 gq-(v) 是 v 的 一 次 齐 次 函数 ,所 以 存在 常 矢 量 B， 使 
9-(o) 一 28. (mp)， 
这 就 是 (4.5.4) 式 ， 既 然 证 明了 (4.5.3) 和 (4.5.4) 式 , 我 们 也 就 证 
明了 : 对 于 任意 的 碰撞 不 变量 p(v)， 都 可 以 写 出 (4.5.5) 式 。 邑 
任何 碰撞 不 变量 都 可 以 表示 成 五 个 基本 碰撞 不 变量 的 线性 组 合 . 
这 个 结论 在 物理 上 其 实 是 明显 的 . 因为 在 给 定 v 及 w 的 条 件 
下 , 磁 撞 后 的 > 及 w 不 能 完全 决定 ,a 一 v' 一 w 的 方向 入 可 
以 任意 选 定 ， 因 此 在 v 及 w 的 六 个 分 量 中 内 可 能 受 四 个 独立 
条 件 的 约束 。 而 动量 守恒 和 能 量 守 恒 恰 好 提供 了 这 样 的 四 个 约束 
条 件 。 此 外 ， 除 掉 与 速度 无 关 的 磁 擅 不 变量 1 (和 粒子 数 守恒 相 
应 ), 就 不 可 能 存在 其 他 独立 的 碰 挤 不 变量 了 。 
我 们 再 来 证 明 , 如 果 9(z) 是 碰撞 不 变量 , 便 有 


| oe (4.5.12) 
事实 上 ,利用 C(n, zx) 的 表达 式 (4.3.2a), 上 式 左 边 名 以 写成 
付 9 
Xx [nv )x(uw ) 一 2(2)z(w)]p (2)。 


像 上 节 推 导 (4.4.12) 式 时 一 样 ,可 以 把 上 面 的 积分 改写 成 


直 doduodhi uo(u, Bh ) [nv )n(w) — nv)n(w)] 
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x [pv) + ow) 一 po) — p(w')]. 
由 于 gp (v) 是 碰撞 不 变量 ,所 以 上 列 积分 的 被 积 函数 的 最 后 一 因 
于 是 零 ,因而 积分 是 零 , 即 (4.5.12) 式 成 立 . 
现在 让 我 们 利用 (4.5.12) 式 来 推导 流体 力学 方程 组 。 先 记 下 
与 分 布 函数 n(r, v, !) 各 次 矩 有 关 的 量 : 


Pp™= pr, 1) = mm(r, 1)—m zr, v, 1)dv, 


C= cec(r, /1) 一 | vn (Fr, Vv, 1)dv, 
no + 


U = U(r,1)= {im(w — ce)n(r, v, 1)adv, 
Mo * 2 


其 中 e 已 由 (4.4.4) 式 定义 ,而 及 UU 则 易 见 与 (1.4.6) 及 (1.4.8) 中 
的 定义 一 致 . 
将 Boltzmann 方程 (4.2.13) 式 两 边 乘 以 碰撞 不 变量 p(v), 并 
对 dv 积分 ;右边 利用 (4.5.12) 式 后 得 零 , 于 是 有 
EF On 


| vv) | +o.5 + 到 | 和 一 0 (4.5.13) 


以 下 我 们 只 考虑 素 与 v 无 关 的 情形 ， 当 p(v) 一 1 时 ， 由 
(4.5.13) 式 得 到 
到 + 忆 ， 人 (4.5.14) 
0r 
当 p(v) 一 mv 时 ， ee 
On iy On 
| wo 和 + i a; (4.5.13’) 
分 别 计算 左边 各 项 (应 用 求 和 规定 ,下 同 ): 
On 0 


| mv feadv— 2 | mondv ~ 2 (pe); 


| Miv;i oF dv 一 0. | muivindo 
Ox Oxj . 
.0 


:lndv 
Bx | meicis | 
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十 六 | (vi — ci) (vi 一 ei)ndo| 
一 [pecic; + Pi;], 


其 中 胁 强 张 量 P;; 一 Pi; 定义 为 
Py = Palr, ) = | mrs — ev — oi)nd vw; (4.5.15) 


FEF; 0 
| wo a0 ~ | by (vin ) 一 siz| dv 


ee 
一 个， 


n 


将 以 上 各 项 结果 代入 方程 (4.5.13), 并 用 张 量 和 矢量 记号 写 出 , 便 
得 到 
dlpe) | 
Oz 


[pcec t+P] -个 o~0. (4.5.16) 


当 p(o) 一 m(v 一 ec) 时 ,(4.5.13) 式 给 出 


12 2 On F On E 
2 一 9) 人 Ge oo 
(4.5.13”) 
分 别 计算 左边 各 项 
m 2 On 
pe | 《了 一 C) dv 
一 | | (Vv— cece)'nd "| gto) 
于 | (we 一 (一 oo 中 
> | (vi — ci) (vw 一 ci)jvind v 
一 二 jn :起 Be [tw 一 ch)(w ci)vi]do 
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= 之 | — ce)(v— ec)(vi— cndv 
十 人 | ci(vi— ci) (vi— ci)ndv 


十 "| ( 一 ci)(w 一 cz) Li 
Ox; 


十 m | ci(vs 


人 9 Oc 
= gt (pUd) + Py < + 0, 
Bi Tt Be (pUc) + Ps; Br 


其 中 热流 矢量 9 定义 为 


9 -| (vi — ov — cvi— ci)ndv, 


= 于 | 一 el)(p 一 ce)pzd Di; (4.5.17) 
| (vi— ci)(vi— oc) Hg do 


到 到 | 下 ((v— ci)(vi 一 ci)n) 


er 2(v, cnaan| dv = 0; 
将 以 上 各 项 结果 代 人 (4.5.13”) 式 , 便 得 到 
re -CUetq)+tP: ce (4.5.18) 
《4.5.14),(4.5.16) 及 (4.5.18) 诸 方程 就 是 流体 力学 方程 组 。 在 
没有 外 力 (FF 一 0) 了 时 ,它们 分 别 和 (1.4.9); (1.4.13) 及 (1.4.18) 各 


方程 一 致 .我 们 注意 到 , 热流 矢量 9 及 胁 强 张 量 了 中 牵涉 到 的 
速度 都 是 相对 于 质量 速度 (或 流速 ) e 的 特有 速度 v 一 c. 
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$ 4.6 ”碰撞 项 的 具体 形式 


前 面 几 节 的 讨论 中 ,关于 碰撞 过 程 ,只 假定 了 粒子 数 守 恒 、 动 
量 守 恒 和 能 量 守恒 而 没有 涉及 磁 撞 过程 的 具体 形式 ， 因 此 所 得 的 
结论 适用 于 完全 弹性 碰撞 的 各 种 情况 。 相 应 地 ， 在 方程 的 碰撞 项 
中 也 没有 指定 微分 散射 截面 o(w, 台 . 妈 ) 的 具体 形式 。 
碰撞 项 的 具体 形式 依赖 于 分 子 间 相互 作用 力 的 形式 .在 经 典 
的 刚 球 模型 中 ,把 分 子 当 作 直 径 为 4 的 完全 弹性 刚 球 。 当 两 分 
子 中 心 之 闻 的 距离 靠近 到 4 时 就 发 生 碰撞 ， 因 此 磁 疤 的 总 微观 截 
面 为 
Oo: = ad’, (4.6.1) 


不 过 ,实际 的 分 子 有 复杂 的 结构 ， 它 可 以 由 一 个 或 多 个 原子 组 成， 
每 个 原子 又 有 核 及 核 外 电子 ， 因 此 分 子 的 “直径 ' 是 无 法 严格 定义 
的 ， 分 子 间 的 相互 作用 力也 远 远 不 像 刚 球 模型 那样 理想 。 一 般 来 
说 ,在 相互 距离 较 大 时 ,分 于 之 间 表 现 出 很 弱 的 引力 ， 而 在 相互 入 
近 到 一 定 距 离 之 内 时 ,分 子 间 有 很 强 的 排斥 力 。 在 碰撞 项 的 理论 
讨论 中 ， 常 常 假定 分 子 间 的 作用 力 F 是 与 分 子 间 距离 7 的 某 次 专 
成 反比 的 斥 力 : 
[3 


F = — 


或 者 等 价 地 ,假定 分 子 闪 的 作 用 势 是 
中 


k 
(7 一 Ir 7 MD 


而 已 一 一 这 (4.6.2) 式 中 和 是 常数 ， 实 验 表明 , 当 1 二 10 


时 ,(4.6.2) 式 可 以 较 好 地 描述 单 原子 分 子 .我 们 将 就 作用 势 (4.6.2) 
来 计算 分 子 间 散 射 的 微分 截面 . 

当 分 子 间作 用 力 在 两 分 子 连 心 线 上 了 时， 质心 参 落 系 中 两 分 子 
在 一 个 平面 ( 称 为 磋 拉平 面 ) 中 运动 . 设 wm 和 m, 分 别 是 两 分 子 
的 质量 ,而 (ri, 6) 和 (7;, 9 十 zj] 是 它们 在 碰撞 平面 上 以 质心 
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发 则 三 考 


图 4.1 两 分 子 磅 擅 平 面 上 的 极 坐 标 
为 原点 的 极 坐标 , 如 图 4.1 所 示 ， 显 然 有 


1723 21 
ri = ry 1 一 一 一 一 一。 
m1 十 113 m+ ma 
和 角 动 量 守 恒定 律 给 出 : 
mri6 十 myr6 一 mr'6 一 常数 ， (4.6.3) 


这 里 字母 上 的 田 点 表示 对 时 间 求 微 商 ，m, 一 一 称 为 折合 质 


量 ， 若 记 2 为 碰 擅 的 描 准 距离 ，zx 为 碰 接 前 (两 分 子 未 进入 相互 
作用 范围 时 ) 的 相对 速度 ，x 一 |a|， 则 
r20 一 bu. (4.6.4) 


所 以 (4.6.3) 式 右边 的 常数 就 是 mw2z。 另 一 方面 , 磁 擅 过 程 的 能 量 
守恒 定律 给 出 
六 (内 十 7 扒 ) 十 广 吉 ( 太 十 1 拘 ) 十 


> mA 六 十 7 外) 十 中 一 常数 。 (4.6.5) 


考虑 到 碰 擅 前 两 分 子 之 间 没 有 相互 作用 ， 而 动能 之 和 为 -了 mw 
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就 可 以 定 出 (4.6.5) 式 中 的 常数 ,而 将 这 式 写 成 
mr 十 rz6p) 十 由 一 me (4.6.6) 


由 (4.6.4) 式 和 (4.6.6) 式 消去 1, 可 以 得 到 


dWY 1 wi 中 
(名 l—Ww EF (4.6.7) 
2 了 
取 ”* 一 co 时 6 一 0， 则 上 式 积分 后 给 出 
o—) dW 


J/ 二 
1 2 
— mu 
2 

在 两 分 子 距 离 最 近 处 ,有 2 一 0， 记 这 点 的 


0 一 D4， W = Wi, 
那么 W， 是 下 面 方程 的 正 根 : 
1 一 了 一 es 0， (4.6.8) 


而 94 为 
W 
Os | 4 0 过 入 (4.6.9) 
中 
0 

1 2 
TT mw 
2 


碰撞 前 后 相对 速度 由 wu 变 到 ww， 其 方向 变化 是 
X=xC— 20 1, (4.6.10) 


页 -六 二 cosX, 
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现在 考虑 分 子 间 作用 势 为 (4.6.2) 式 的 情况 ， 将 (4.6.2) 式 代入 
(4.6.8) 式 ,可 知 本 :是 下 面 方 程 的 正 根 : 


二 
1 四 WW? = 本 ( 严 ) 和 二 0， (4.6.11) 
1— 1 \W, 
其 中 
2 1 
了 i 光 (2 ) 7. (4.6.12) 
大 


将 (4.6.9) 式 代入 (4.6.10) 式 ,再 利用 (4.6.2) 式 及 (4.6.12) 式 , 便 得 到 

ee 

-0 2 2 W 曾 一 上 
Y! 二 (2 


假定 。 是 磁 撞 平面 与 其 一 参照 平面 之 间 的 夹 角 ， 微 分 散射 截 


面 是 
ad 加 = bdbdeg. (4.6.14) 
但 是 08 一 sin Xdxde, 故 有 
bd 
sinX| dx | C06) 
总 散射 截面 就 是 
Or 一 | odfi’ 一 2 o sin Xadx, (4.6.16) 
利用 (4.6.12) 式 ,可 以 把 (4.6.14) 式 写成 
od = W, ( dV odE (4.6.17) 
mh 


对 于 任何 有 限 的 7 (% 一 co 的 情况 将 在 下 面 讨论 ), 由 于 力 场 延 伸 至 
无 穷 , 把 (4.6.17) 式 代 人 (4.6.16) 式 后 将 得 到 发 散 的 结 打 ， 事 实 上 ， 
经 典 模型 经 常 遇 到 总 截面 发 散 的 困难 。 当 考虑 到 量子 效应 时 ， 测 
不 准 关系 使 交换 任意 小 动量 的 散射 过 程 无 落 定 义 ， 因 而 总 截面 可 
以 成 为 有 限 的 ， 因此， 在 使 用 经 典 模型 时 也 可 以 引入 截断 势 来 保 
证 总 截面 收敛 如果 把 描 准 距离 上 大 于 某 值 的 相互 作用 忽略 ， 就 
称 为 远程 势 截断 ;如 果 把 偏转 角度 xX 小 于 基 值 的 散射 过 程 忽 略 ,就 
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称 为 小 角度 截断 。 对 于 (4.6.2) 式 那样 的 倒 寡 形式 的 相互 作用 势 ， 
两 种 截断 的 结果 是 一 致 的 。 设 对 WV。 在 Wom 处 截断 ,那么 ,对 于 
给 定 的 “， 总 截面 
一 | ze awow, (er 
| 


六 (4.6.18) 


mu 


— win ( 


这 个 表达 式 中 包含 一 个 参数 Wn。 为 了 使 总 截面 的 表达 式 不 包含 
这 样 的 参数 ,还 可 以 引进 具有 其 他 物理 意义 的 截面 。 例 如 ,可 以 定 
义 粘 混 截 面 cx: 
ee | go sin? X2 (4.6.19) 
或 输 运 截面 cu: 
gu 一 | o(1— cosX)af’, (4.6.20) 
值得 注意 的 是 ， Or Gu 和 grtr 都 与 UV 一 全 成 反比 。 
有 两 个 特例 值得 提出 来 研究 。 一 个 是 本 节 开 头 提 到 过 的 刚 球 
分 子 模型 , 它 可 以 看 成 是 在 (4.6.2) 式 中 取 ? 一 eo 的 极限 情形 。 事 


实 上 ,以 
£ = (nO— 1)dr! 


ON 
Se 
这 里 ds 二 (di 十 d;) 是 两 分 子 的 最 小 连 心 距 。 显 然 , 当 ? -oo 
时 ,有 


代入 (4.6.2) 式 , 则 有 


0 若 ”> du， 

和 | 苟 ， 过 du. 
这 就 是 刚 球 分 子 闻 的 相互 作用 势 。 为 求 得 刚 球 分 子 的 截面 ， 须 注 
意 两 刚 球 分 子 间 磁 撞 时 两 者 距离 ” 不 随 : 光滑 改变 ， 因 此 w(6) 
在 该 点 不 可 微 。 但 是 容易 想象 ,在 碰撞 前 后 多 过 程 中 。r 从 co 碱 小 


222 。 


到 dw。 再 增 大 到 o0; 所 以 Ww 一 了 从 0 增 大 到 也， 再 减 小 到 0 ， 


显然 两 分 子 距 离 最 近 处 的 矿 值 为 W, 一 将 一 0 及 Wi 一 和 
代入 (4.6.9) 式 ,立即 可 求 得 : 


和 Ce pb 
0 一 sin™! (2). 
dy 


注意 到 (4.6.10) 式 ,就 有 


b= di COS 有 


2 
把 这 一 结果 代入 (4.6.15) 式 ,可 以 得 到 


1 
We 


故 可 知 刚 球 分 子 的 总 截面 就 是 
0; 一 rd。 
因为 刚 球 分 子 的 总 截面 有 限 , 因 此 给 理论 研究 带 来 不 少 方便 。 
另 一 种 有 意义 的 特例 是 ?一 多 的 情况 。 这 情况 下 的 分 子 被 称 
为 “Maxzwell: 分 子 . 容易 由 (4.6.11) 式 求 得 


Wi Wi. Wit 
Wi 
由 于 三 ， 是 方程 
[一 瑟 一 二 (到 ) = 
的 正 根 ,所 以 有 


下 -的 


令 奈 三 Wicosy， 并 注意 利用 下 面 的 等 式 : 


2 
wi 2 \Wi 
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1 
+ 翅 ) 上: pe | 
wt Wi 
其 中 
K(o) = | dy 


‘0 (1 一 asin2y)w 
是 第 一 类 椭圆 积分 。 于 是 (4.6.17) 式 成 为 


, # 
ad 一 Wo =) dWode 
2 \my 


记 wo 为 g(&#: 六)， 则 有 
g(h: Ad 一 W, (EE) awods, (4.6.22) 
m, 


可 见 g(h: 训 ) 一 wol(w, 如: 各) 与 2 无关。 这 可 以 使 Boltzmann 
方程 的 碰撞 项 得 到 极 大 简化 。 许多 输 运 现象 的 研究 常常 借助 于 
Maxwell 分 子 ,其 原因 也 在 这 里 . 

通常 ，? 汪 5 的 分 子 称 为 硬 分 子 ， 而 7 二 5 的 分 子 称 为 软 分 
子 . 在 具体 计算 中 常常 只 有 对 刚 球 分 子 或 Maxwell 分 子 才 能 得 到 
较 简 洁 的 结果 . 

从 (4.6.12) 式 容易 产生 一 个 误解 ,认为 W。 是 《的 函数 , 那样 
(4.6.22) 式 的 右边 就 不 是 与 上 无关 的 了 。 事实 上 ， 在 给 定 了 一 个 
Wo。 之 后 ,就 由 (4.6.11) 式 确定 了 机 :， 于 是 又 从 (4.6.13) 式 确定 了 
X; 反之 亦 然 。 所 以 丈 。 只 是 X 的 函数 ,或 者 也 可 以 说 只 是 亲 … 癌 
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的 函数 (因为 cosX 一 妈 : 如 )， 而 一 旦 给 定 了 xX， 碰撞 过 程 中 的 6 
和 w 两 个 量 就 不 是 各 自 独立 的 了 。 2 已 被 x 所 决定 ， 不 能 认为 
(4.6.12) 式 中 “与 x 无关。 相反 ，Wo 才 是 与 * 无 天 的 。 因此 
(4.6.17) 式 对 的 依赖 完全 体现 在 因子 [</(mriD)]%? 2” 中 , 而 对 
于 X 的 依赖 完全 反 瑞 在 因子 WodW。 中 。 通常 Wo 对 X 的 依赖 天 
系 是 很 复杂 的 。 下面 考 察 两 种 渐 近 行为 . 

先 看 W。 一 0 的 情形 。 由 (4.6.11) 式 得 出 


了 一 天 了 
Wi= (2 二 Wo t+ O(W), 
在 (4.6.13) 式 中 作 代 换 W 二 Wiy 后 利用 上 式 ,可 以 得 到 


， 有 1 1 
x = 2 (Te Woe | A 十 0O(Wi;). 
0 


MT 一 入 


(4.6.23) 
再 看 WV。 一 co 的 情况 。 由 (4.6.11) 式 得 出 


Wi=1C— ee Wi 十 OU )， 


其 中 Wi" 是 小 量 ， 于 是 (4.6.13) 式 成 为 


工 一 大 2 (TV 1- 
一 
2 1 |。 1 二 本 \W, y y 
IL 1— 2 一 2 
- [1— Wi" + OCW3™")| 
7—1 
x | [1— 1 wi 
0 了 一 工 1 一 入 
+ Or | -二 一 
V1—y 
-| dy WI? | 1 一 y"-1 iy 
VIF th 


+ OF 
因此 
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X 一 2 Wi-n | dy 十 O(W3-2"),. (4.6.24) 
人 一 1 hy 2 


这 丙种 极限 情况 分 别 对 应 于 正面 碰撞 并 被 从 原 路 弹 回 和 不 发 生 碰 
撞 两 种 现象 . 


$4.7 线性 化 的 Boltzmann 方程 


由 于 Boltzmann 方程 的 碰撞 项 是 非 线性 的 , 因此 一 般 情 况 下 
很 难 严 格 求解 。 在 $4.3 中 我 们 已 经 求 得 了 一 个 空间 均匀 的 定 态 
严格 解 (4.3.9), 我 们 把 它 记 为 : 


nu(v) 一 mu 人 (过 exp | 一 =}]|. (4.7.1) 


在 此 基础 上 ,我 们 考虑 偏离 nw(v) 不 大 的 解 
n(r, V1) = nu(V)[1 + hlr, v, 1)], (4.7.2) 
其 中 Ar v, 1!) 可 赴 成 小 量 。 将 (4.7.2) 式 代入 磁 撞 项 (4.3.2a) 式 
中 ,注意 到 
NM nu(w ) 一 nu(v)nu(w), 
就 得 到 ( 略 去 宗 量 ” 及 让: 
6 5 


十 Ai ) 一 AD) — hw) 十 ADDACD 


— hv)h(w)). (4.7.3) 
记 
L(h) = | dwdi ua(u, nu(w) Lh(0’) 
十 hu) 一 上 op) — h(w)], (4.7.4) 
便 可 将 (4.7.3) 式 写成 
C(n, 1) = nm(vV)L(h) 十 C(nmh, nmh). (4.7.5) 


由 于 4 是 小 量 , 所 以 C(nxh, nxh) 是 二 级 小 量 ， 可 以 忽略 。 于 是 
无 外 场 时 的 Boltzmann 方程 (4.3.1) 可 近似 写成 
Oh eh 


+vVv. LL(h > 
Or Or (4) C40:6) 
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这 就 是 线性 化 的 Boltzmann 方程 。 工 称 为 线性 化 的 磁 摘 算 子 . 
L(h) 有 时 也 写成 Lh. 

研究 线性 化 Boltzmann 方程 的 价值 在 于 ,第 一 ， 有 些 情况 下 ， 
它 可 以 很 好 地 反映 问题 中 的 物理 情况 ;第 二 ,研究 线性 化 Boltzma- 
nn 方程 是 讨论 Boltzmann 方程 的 必要 准备 . 

现在 证 明 , 线 性 化 的 碰撞 算 子 工 可 以 写成 一 个 线性 积分 算 子 ， 
也 就 是 说 ,可 以 找到 一 个 积分 核 L(v, 2 ), 使 得 


Lh(v) 一 | dv L(v, v )h(v ). (4.7.7) 

为 证 明 这 一 点 , 先 将 (4.7.4) 式 写成 
Lh = Kh— Kh — v(v)h, (4.7.8) 

式 中 
i | a no oy 

+ | me (4.7.9) 
Kih — | 二 | fuonu(w)| Be (4.7.10) 
Ny ee | i (4.7.11) 


算 子 工 可 以 这 样 拆 开 的 前 提 是 (4.7.9)、(4.7.10) 和 (4.7.11) 式 中 积 

分 分 别 收 全 ,我 们 假定 这 一 条 件 得 到 满足 ， 否 则 总 可 以 先 取 远 程 

截断 势 , 假 定 在 V6。 处 将 W。 截 断 ,那么 算 子 工 就 可 以 拆 开 ,在 

写成 (4.7.7) 式 的 形式 之 后 ,再 取 Wom -> oo 的 极限 ,使 得 结论 对 于 

非 截断 势 也 成 立 。 

记 了 为 一 织 方向 的 单位 矢量 ,办 为 如 十 妈 方 向 的 单位 
矢量 。 由 (4.2.7),(4.2.8) 和 (4.2.9) 诸 式 可 以 得 到 

一 由 十 7.a) 一 D 一 办 (办 on)， (4.7.12) 

v0— i(i.u). (4.7.13) 

图 4.2 显示 了 诸 量 之 间 的 关系 。 从 小 到 大 三 个 同心 球 的 半径 分 别 


是 1， 二 和 G。 图 中 DD' 是 直径 ,所 以 4D' 么 DC 从 图 上 容 
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图 4.2 碰撞 前 后 各 速度 矢量 之 间 关 系 的 示意 图 


易 证 明 BD 一 i.u， BD' 一 为. u， 于 是 立即 可 以 得 到 (4.7.12) 
式 和 (4.7.13) 式 。 注意 D 可 以 是 中 球面 上 任意 一 点 ， 它 不 必 在 
平面 4BC 中 .人族 和 /总 在 平面 BOD 内 . 
仍 用 xX 记 & 和 疡 的 夹 角 ,用 909 记 f&# 和 /的 夹 角 ,用 s 记 平 
面 4BC 和 平面 BOD 的 夹 角 ,那么 就 有 
uo(u, ft )4d 人 一 2u0(u, — cos20) sin 20d0de 
三 B(wu, 0)d6de ， (4.7.14) 


其 中 6 从 0 到 2 s 从 0 到 2r。(4.7.10) 式 可 以 写成 


法 | dw I dOdg B(u, 0)ny (w)| 1 
= | d w Ki(v, w)h(w), (4.7.15) 
c 一 0 时 , 式 中 Ki(v, w) 只 依赖 于 1v1,，|w| 及 v, w 间 的 夹 角 : 
RC | dbdsB(1p — wl, Onu(w). (4.7.16) 
在 (4.7.9) 式 的 第 二 项 积分 中 将 9 换 成 二 一 9，e 换 成 8 十 = 
(相当 于 Jacobian 为 1 的 变量 变换 ), 于 是 从 图 4.2 中 可 见 , xX 换 成 
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x 一 ,DD 换 成 D ， 而 w' 痪 成 v"， 这 一 项 积分 便 变 成 
dw d0dsB (lo — wl, 三 -0) es 


所 以 (4.7.9) 式 可 以 写成 
站 守 辣 4 dbde| a 


机 B(lo 二 wl a jwv(w)h(e)， (4.7.17) 


记 《一 pz 一 D， 1 一 1 人 | ， 可 以 证 明 . 
Kh 一 ?1 dwadv dw nuv(w)h(v) 


x [BCv — wl, 0)+8B (lo — wl, 三 6) 


x[|lv— wl|cos0sin0] 6(vV +w—vV— ww) 
x 6+ mv ow ). (4.7.18) 
事实 上 ,在 (4.7.18) 式 中 , 换 dv” 为 4 1， 并 对 dw” 积 分 , 便 可 得 到 


Kh = 2 | dwalnu(w)h(v’) 
x [BC1o — w|,0)+B (lo — wl, -0)| 


x[lz —wlcos0sin0] 6(—27 + 21. a). 
考虑 到 dl 一 sin 6d9dsedl, 对 dl 积分 后 便 可 得 到 (4.7.17) 式 。 
再 进一步 改写 (4.7.18) 式 。 完 成 对 dw 的 积分 后 , 换 4w 为 
du， 并 以 i 为 极 轴 ,用 极 坐 标 表 示 du 二 w sin 0dud0ds, 就 有 


六 | dw’ dudOdenu(w)h (v') 
x [Bu, 0)+B (e 三 全 0)| 
Xu cos-!65(2P2 一 2a .1) 


| Te (4.7.19) 
其 中 
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ee | dz6de | Le 0) 


cosO 


(es 一 
cosg 2 

lp— vo 
(0 


cos;0 


(4.7.20) 
但 
E | a| 和 | es lv— vl 外 


cosO cos6 


一 站 
-=v 十 (一 站 2 十 2 (一 7) 
cos" 0 


p f 
WL, v|_ .v0 0| 
cosp cos0 


EE ”3 
= oP + + 2 (0 — v0) 


—20—0)—20.(v—v) 
—2|(v—v) Xv|tanOcose 
= V+(v0— vv) tan0 — 2|v Xv'|tanbcose, 
由 此 可 以 看 出 ， 当 Maxwell 分 布 nx 中 的 质量 速度 e 一 0 时 ， 
Ki(p， 2 ) 将 只 依赖 于 lv|, lv'| 及 和 zw” 之 间 的 夹 角 ; 同样 
(4.7.11) 式 中 定义 的 > (v) 也 可 以 写成 xz)。 如 果 e < 0, 我 们 
只 须 将 所 有 出 现 的 速度 都 理解 为 相对 于 局 部 质心 的 特有 速度 ， 便 
不 影响 所 得 结论 ;因为 因子 wo 或 8B 中 出 现 的 相对 速度 ua 一 一 也 
与 e 的 值 无 关 . 
由 (4.7.15) 式 及 (4.7.19) 式 ,马上 可 以 得 到 (4.7.8) 式 。 于 是 可 

号 出 : 

Lh 一 | [Ki(v, D ) ss K(D， 2 ) 


— ypy(v)6(v — vv)A(v 2PD (4.7.21) 


*。230。 


记 
L(v,v) = Ki(v, D 一 K(D,D) 一 5)5(CD — vv), 
(4.7.22) 
则 (4.7.7) 式 可 以 写 出 。 注 意 L(Vv, vv ) 只 依赖 于 lol1，lz | 及 
和 v” 之 间 的 夹 角 . 
定义 内 积 


eT | do nv) hsO) 0), (4.7.23) 


式 中 好 (o) 是 h(v) 的 复 共 斩 。 于 是 有 
(hs Lh) ~ i L | dv do ty 


。 [po ) + ACwW') — hv) 一 Au)] 
通过 从 (4.4.8) 式 推出 (4.4.12) 式 的 类 似 步 骤 , 可 以 证 明 
和 I Oe ey 
X [pi#(p ) + hw ) — hr(v) — hr(w)] 
X[hv) + hw ) 一 AD) — hlw)]. 


(h, Lh) 0, (4.7.24) 

hs LA) = Gh, Lh)* = (Lh, 4). (4.7.25) 

所 以 上 是 半 负 定 的 Hermite 算 子 。(4.7.24) 式 中 的 等 号 当 且 仅 

当 友 是 碰 拉 不 变 最 时 成 立 。 由 于 基本 磁 擅 不 变量 只 有 五 个 ,所 以 

工 的 零 本 征 值 是 五 重 简 并 的 ; 除 此 以 外 ， 工 的 所 有 本 征 值 都 是 负 
的 . 

考虑 
LRCo)y， (Cg) 一 | L(o, v')RCv’ )Y in’)d v0', (4.7.26) 


其 中 Yimn(2?) 是 球 谐 函数 


2l 十 1 人 一 Ei mL im imgq 
Yim(0, 9) 一 EE ls Pml( cos0 Jerm9， 


1 一 一 /一 (十 1 1/ 


由 此 可 见 


名 
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这 里 (6, 9) 是 乡 的 球 坐 标 ，P” (cos9) 是 缔 合 Legendre 多 项 式 . 
由 于 L(v,v') 只 与 v, v 及 5' 有 关 (0 为 2 方向 的 单位 
矢 ， ”类 似 ) ,所 以 可 以 用 Legendre 多 项 式 来 展开 : 


L(v, v') = bp Li(v, 2 )P1(0 “ 2 ); (4.7.27) 

又 
1 人 I'm’ : . .7.28 
P,(] . 0) 一 Te (0) YE, ,2°). (4.7.28) 


把 (4.7.27) 和 (4.7.28) 式 代入 (4.7.26) 式 ,并 利用 正 交 关系 


| 20'YinC0') YSm(0’) = 116 mm’, 


便 可 得 到 
LR( | Li(v,v )R(v')v dr ， 
所 以 工 的 本 征 函 数 形式 是 
nin(D) 一 Re)Yin(0)， (4.7.29) 
其 中 Ra(v) 满足 本 征 方程 
5 上 Liv, vy )Ra(v oz do = — hnRn(v), (4.7.30) 
于 是 
Laim(v) SS hmop nm ). (4.7.31) 


(4.7.30) 和 (4.7.31) 式 右边 的 因子 wn。 是 孝 虞 到 工 的 定义 (4.7.4) 中 
通过 nw 含有 这 个 因子 1 见 (4.7.1) 式 ] 而 引入 的 ， 
对 于 Maxwell 分 子 ,可 以 证 明 工 的 归 一 化 本 征 毅 数 是 
bun = (一 DioroCNo SLI (GE) Yl), 
n= 0,1,2,.**; | 
i 一 n,n 一 2,"**,，1 或 0;，, (4.7.32) 
12 一 一 | 一! 十 1,.…,1. 
其 中 Ls(z) 是 广义 Laguerre 多 项 式 290, 而 
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vi 一 J/ 己 - (v 一 e) (4.7.33) 
为 无 量 纲 化 的 特有 速度 ， 


r|F (r++ 3) | 2 


Ns 一 一 一 一 一 一 ， (4.7.34) 
ey 
2 2 
(nm, prim’ ) nnd11'O mm’s (4.7.35) 
而 
ja | Cg 直人) 
X [ 十 8n0010 一 cos” (*) Ph (eos ) 
Ee ,XxX 

— sin (¥)P (sin < )|. (4.7.36) 


因此 ,对 于 Maxwell 分 子 , 工 的 谱 已 完全 清楚 .这 一 结果 是 王 承 书 
和 Uhlenbeck"” 得 到 的 。 下 一 节 我 们 将 详细 介绍 算 子 工 的 矩阵 
元 的 计算 ,同时 推导 Maxwell 分 子 情 形 下 线性 化 碰撞 算 子 的 谱 .由 
于 这 个 计算 及 推导 过 程 很 复杂 ,初学 者 可 以 略 去 不 读 ， 


$ 4.8” 线性 化 磁 摘 算 子 的 谱 

我 们 先 以 (4.7.32) 式 中 的 函数 集 gm 为 基底 , 对 一 般 形 式 的 
线性 化 碰撞 算 子 (4.7.4) 式 计算 矩阵 元 

(ni 区 om)， 

然后 对 于 Maxwell 分 子 写 出 这 乞 阵 元 的 具体 形式 , 从 而 求 得 Ma- 
xwell 分 子 情形 下 线性 化 磁 撞 算 子 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 

从 上 古 的 讨论 已 经 知道 , 工 的 本 征 孙 数 的 形式 如 (4.7.29) 式 所 
示 , 因 此 工 关 于 !,，m 是 对 角 的 。 记 

(bams Larm’) 一 JhnrBi6 mm’。 (4.8.1) 

令 
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x 全 ( 4 Yi 0), (4.8.2) 


nlm “一 viL 去 (一 1) 


(Xn1m, LX ) pe MisrB11D my (4.8.3) 


那么 由 (4.7.32) 式 及 (4.8.1) 至 (4.8.3) 诸 式 可 知 
一 《一 Di DMb 一 一 (4.8.4) 


V NolN nl 
(Xnim» Xnrim’ ) = Na nn’OI116 mm’. (4.8.3 ) 


见 , 只 要 求 出 M*。， 我 们 的 目的 就 能 达到 。 
由 (4.8.3) 式 可 知 


而 由 (4.7.35) 式 知 


> (Xam LX er 央 


Mis = 
se 


将 (4.8.2) 式 代入 上 式 , 并 利用 (4.7.28) 式 ,可 以 得 到 
Ms 一 了 | d Vid wi dfiiugmnm( Vn wi) of Be (4) 


了 
(人 PC 的 


A Pe i+ 二 vy? 
+t ) pl (4) 


— we 人 (区 P(t,. 1)| 9 (4.8.5) 
其 中 四 ,ui wi 的 定义 与 (4.7.33) 式 中 v， 的 定义 一 致 , 而 


| Wi01 到 Uigi( wi, [2 , ai) = UI 他 人 wi, 六 。 2)， (4.8.6) 
As 了 


Py 运 人 ee (4.8.7) 


将 (4.8.5) 式 中 积分 变量 Vi, ww, 如 改 记 为 0, w, 你 ,相应 地 改写 
其 他 变量 ,(4.8.5) 式 就 可 改写 为 
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Moun’ = 省 dvd w di son nn wr LT (°) 


x ?DD \2 


i 1+ 雪 2 有 7 
人 | ， Le , (ES) Pi(¢ 是 2 ) 


十 比 人 (所 ) P(2.w') 


-ee 


M'(x,y) 一 2) > Meatit y”, (4.8.8) 


ram0 fr/=0 


注意 到 广义 Laguerre 函数 有 生成 函数 : 


《1 一 £) -te er == 六 Loe(z)x’, |x| < 1 
就 可 以 求 得 
M'(x,y) 一 0 


3 3 
4r(1— x) (1— y)!? 


1 
l—~s 


A 
2 


ll 


Xx 省 dv dw adil'uoa 


1gy 


1 如 
(2x)’ 
We 
X[oe i? 7 p(9.0)+ we I-y TP(0. &’) 


Yo yw 
ms vy!e 和 一 》 了 一 一 wie 1 一 3 PC0O . ww)], 


利用 恒等式 ( 见 文献 [28],P.243) 
Pi(cop) = > | (cos 8 十 isinpcosa)ida。， (4.8.9) 
可 以 得 到 
(vw ) PG: 0) 一 | (oa 十 io Xx v'|cosa)ida, 
所 以 有 
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于 i 
SY (vv)'Pp(9 0) 一 
1 二 0 U1 
| lA 
一 | exp[:v:v +iilv Xv |cosolda. 
T 


设 1 是 垂直 于 v 一 v” 的 单位 和 撩 , /与 v X v” 的 夹 角 是 <c， 那 
么 lvxv cosa 一 i.(v Xv )， 所 以 


2 (vw)Po- 人 


i=0 


|. exp[iv .2 二 ii (xD)]dc。 


2xr 40 
定义 生成 函数 
M(z yt) = FY M(x, 下， 
im0 
便 可 以 得 到 
M(x, 》, 1) = 2 


64a5[(1 — x)(1 — 7)]™” 
X 中 dv d w df uo 
了 3 
x 人 dall + 1—1— 1Iv], 


式 中 I、I、 亚 、IV 分 别 代表 四 个 指数 项 : 


‘oti (ww) 
(1—z)(1—y) 了 


10.w +ii. ox w)) 
(1— x)(1— 7) 
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1 了 w+ii.(vxX »)} 
(1 — x)(1—y) 
其 中 对 da 积分 是 指 , 1 对 于 i 一 直 于 v 一 " 的 所 有 方向 积分 ， 
II 对 于 i 垂直 于 v 一 w 的 所 有 方向 积分 , II 则 简单 地 乘 以 2r， 
IV 对 于 i 垂直 于 v 一 w 的 所 有 方向 积分 . 
尽管 0、w、v'、w' 是 重新 定义 的 ,但 仍然 可 以 定义 


re (V+ w) (+ w), uv— w, 


u’ i vv" 四 w', 


使 得 
v=G+ta, 由 一 G 一 上 au， 
2 2 
Do 一 G+ 工 wu 一 G 一 上 dr 
2 2 
所 以 
MLS 
J 64rz5[(1 — x)(1 — yy)]™” 
六 2 一 4 一 7 一 21 G? 
x ||| dG amatuoorp 全 1 ty ec 


2 
x | dc[T + I — 1 ~— IV’], 
0 


式 中 工 工 ，IHIL，IV” 分 别 代表 下 列 四 个 指数 : 
x(1—y)uty(l—x)u—i(utoa)—iix(u—u’) 


Te 二 201 — #1 —y) 
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.G- ei ax)), 


8(1—x)(l—y) 
‘= xp |— SEI) (ua) lx (ute) 
二 201 — x)(1—y) 
ef tt (Xe) 
8(1— zx)(1—y) 
ee x(1 一 力 十 ?人 1 一 z) 一 24 
eg TU 
2 | 
~ 81—x)(—) 1 
ws CN xa. 
WV= ol 人 
2 一 x* 一 7 十 2 中 ， 
8(1— zx)(1—y) 


其 中 对 da 积分 ,是 指 【 对 于 i 垂直 于 wu 一 w 的 所 有 方向 积分 ， 
I 对 于 i 垂直 于 wu 十 a 的 所 有 方向 积分 ,II 简单 地 乘 2x， 
TIV 对 于 i 垂直 于 a 的 所 有 方向 积分 。 利 用 积分 公式 


|a Gexp(— AG'+B.G)= (£) ep( 三 )， 


可 以 完成 对 4 G 的 积分 ,得 到 


M(x, ys, Re ec 
8V 2 (2— x —y— 2 


了 2 一 xy 一 2 
PN 
Ol A 
2x a 了 py a ’ 
| 土 | da exp { (2+ 2 u + 2izl | 
2x J0 4(2—x+—y— 2:) 
2n 了 六 
+ 工 | da oxp {— (zy 十 2 w+ 2il | 
2m /9 4(2 一 xx 一 》 一 20) 
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yr 2 ; RE 
下 | (4.8.10) 
其 中 用 到 

[ix (ua) = 222—2u:.u, 

ufix(u—u)mu :ixX(a—u)=i:(u Xx oa), 
人 2 一 * 一 ?一 (1 一 z) 十 (1 一 7)， 
而 (4.8.10) 中 de 的 积分 都 是 对 在 包含 ua XxX 的 一 个 平面 中 的 所 
有 方向 来 作 的 ,因此 
fi.(uxu)= |uxX ulcoso = wsinXcosa 


其 中 x 是 a 与 w 的 夹 角 . 再 注意 到 Bessel 函数 


1 2 
hl — + | daeireer, 
2x J0 


则 有 下 面 较 简单 的 表达 式 
M(x, y》» 1) ee 


20 


4 2 Dm 


. . .2— ry—2i 
x | a watruo 全 一 -一 一 一 一 -一 一 -一 | 
| Sl A 2) 


2(2—x*+*—y— 27) 2(2—x—y— 2/) 


| (4.8.11) 


对 于 一 般 的 散射 截面 ,(4.8.11) 式 是 最 简单 的 表达 式 。 对 于 中 心 势 
场 (4.6.2), 可 进一步 简化 ,由 (4.6.17) 式 得 到 
uo = 71 g, (hf), (4.8.12) 


其 中 
dW 
dx 


si. Wo 


{二 | 4.8.13 
glé 人 E sin XX (4.8.13) 


对 于 Maxwell 分 子 , 9 一 5，wo 一 gs(# 六 ) 二 2g(#. 六)， 将 
a 289. 


(4.8.12) 式 代 人 (4.8.10) 式 ,得 到 
UO 
x | engl SR) 
x | duu™t’ + 1 — 1" IV'] 
式 中 7, 7", IE。 IV” 分 别 代 表 下 列 四 项 : 
athe 


四 
Saas {- 2—xy— 21— (xy+ 2)cosx— sn Xo0s 0 ol, 


4(2—xr—y— 2) 


3 
1" = | da 
2x 40 
Vas {= 2—*)— 2+ (xy+ 24)cosX 十 2ttsinXcosa |， 
4(2 一 zx 一 7 一 27) 


区 让 
III 三 {- "| 
Bl 7 


1 
IV”=e 仁 二 中 
2 2(2 一 zx 一 一 2 人 1 


可 以 得 到 

人 E 
M(x, y, 1) 一 2 一 zx 一 y 一 21)] 和 三 
"TB 


x | aga A” + "0" 1], 
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式 中 I”、H ”II 分 别 代表 下 列 三 项 : 
2 
一 二 | da {1 一 xy cos’ es 21 cos xX 
2 .0 2 2 


4 一 27 


xX (cos* 十 1sin Loosa)]™!, 
2 2 


2x 
JI” 三 + | da {1 — xy sin D7 oli 
2 2 


2x ,0 


4—27 


Xx (sin 三 一 1cos Xoosa)}™t, 


4 一 2 


4—23. 
II {1 oxy — 21}-1, 


ty ed 
Te 


2x 
+| da {1 — #y cos < — 21 cos* 
2x J9 2 2 


1 一 2 了 


x (eos + i sin oosa)} Tr 
2 2 


4 j XX 
X (<) (xy)'(27)tP, (eu < )， 
其 中 用 到 (4.8.9) 式 。 于 是 (4.8.14) 式 成 为 


M(x, y, 1) 一 al [4( -t+ 
> 


好 wm 


x 之 之; BiCn) (xy)ist, 


i=0 Kk=0 
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ss er di g,(& + &') [os (*) Pp (ee z) 
x E 2 2 


十 sin’i+% (*) Pi (sn 之 ) 一 1 一 5o6io |. 


再 展开 
人 
X r (a 二 一 = (2) (2), 
人 is alblc! 4 . 
就 可 以 得 到 = 


r (2 
no4? 7105 P(e 
M(x, y, 1) 一 >3Db3 D3 


r( 二 ) da0 mm0 ca0 
2 


Ra 
5 一 洋 
T( 一)olilcl 
2(7n — 1) 
Bi(m)xiteyitette, (4.8.14) 


记 一 7 一 1 0 一 7 一 /< 一 /一 《， 则 


对 办 % / 
M(x, ys 1) 2), > >, Mera yi 


m0 rm0 r=0 1 


二 
ne4 -DT 0 r sr! ; 
之 > p> > > eyeB i(n) 


2 | T( 三 ) i=0 r=0 77m0 一 0 大 一 
2 
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a 
RE ha) 
5— ee 
(22) 7)!1( DERG! R)! 


式 中 对 i 求 和 从 0 取 到 *，” 中 较 小 者 。 比较 上 式 两 边 zy 的 
系数 ,得 


-5 /27 一 人 
= 
no2 7 F(R 


rt 三 ) j=0 k=0 


i 了 
AMf os， es Mrs1,2r+1 


ee ee a 
We Te a A) 
— es 1 _ ， 
FE 2 )( 六 ICr — D1 oA)! 
x Bi(n). (4.8.15) 
将 (4.8.15) 式 代入 (4.8.4) 式 ,就 可 求 得 


i 


3-5 /27 一 
102 ?一 1 r( 5 二 lt Pr 
EEL rd 


ES 2 > 
Na I 全 ) JJ=0 k=0 


一 
27—r—r’ i 上 二- = 
27 r (T+ r+ 2j 十 1 一 


5— a a 
7 (3) Dlr ~ Di ~ A 
x Bi(n). 


(4.8.16) 
对 于 Maxwell 分 子 ，» 一 5， 求 和 只 能 保留 1 一 一 7 ， kk 一 !/ 
的 一 项 ,而 


n 十 1 十 3 
2 ee 


2 


B'(5) Bn2(5) 
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十 sin” 的 Pi (sin z) 一 工 一 bmw |， 
2 2 
41， 一 | défi g(t .a ) ES (*) P (cos 之 ) 


十 sin* (*) bp, (sin *) 一 小 二 6 n0010 | Onn’'。 
2 2 


因此 


(4.8.17) 
由 (4.8.1) 式 及 (4.8.17) 式 可 知 , 对 于 Maxwell 分 子 有 
Lbsin 一 一 An1120 中 mm (4.8.18) 
其 中 2。 恰好 由 (4.7.36) 式 给 出 。 由 (4.8.18) 式 可 见 ,， 工 的 谱 对 于 
m 是 简 并 的 ， 


§49 Boltzmann 方程 的 Fourier 变换 形式 


Bobylev 将 Fourier 变换 技巧 用 于 化 简 Maxwell 分 子 情形 下 
的 Boltzmann 方程 ,从 而 获得 了 丰硕 的 成 果 久 1 

在 无 外 场 情 况 下 , 单 原 子 Maxwell 分 子 气 体 的 Boltzmann 方 
人 On On 


v=C 4.9.1 
to scln,n), (4.9.1) 


Cn, 1) = (| adw aslh: Hav (ww) — nv)n Cw)]. 


(4.9.2) 
让 我 们 先 把 方程 无 量 岗 化 ， 为 此 , 令 i, 和 4 分 别 是 长 度 和 时 间 的 
单位 ,并 设 
n(r, V, 1) = nf(r,, Vs, ta) 
其 中 下 标 。 表示 用 i,。，4 为 单位 时 的 量 , > 是 常数 ,其 值 将 在 下 面 
选 定 。 注 意 f 的 定义 与 $1.3 中 所 给 出 的 有 区 别 . 按照 分 布 函数 
2 的 定义 ,有 


|)avarncr, v,:)=N (4.9.3) 
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a rh 2 


or Le 


六 是 系统 的 粒子 总 数 。 用 王 表示 系统 的 体积 ，(4.9.3) 式 又 可 以 写 
成 

BB 2 人 

ea) dv,adr,f 7 
假定 f 满足 妇 一 化 条 件 : 
1 

| dD.L7,f 一 1， 
就 应 当 取 
NN 马 


HM 


VB" 
其 中 用 到 7 一 VB, 现在 可 以 把 (4.9.1) 式 用 无 量 岗 变量 写成 
Of i of Ea naly A 人 yp A A’ 
Be Vv Br | aw, nec a’ ) 
X [fwa)f(v0) — fw,)f(v,)]. 


g(r) 一 2 (站 人) Dg(f) 
2 V 
代入 上 列 方程 后 ,再 省 略 下 标 4 ,就 可 把 Boltzmann 方程 写成 


Of wl 
人 (4.9.4) 


c(f,)) = | dwdi g(a HL w 0) — Hw)f(o)]. 


(4.9.5) 
归 一 化 条 件 可 以 写成 

3 avarf—1. (4.9.6) 
适当 地 选择 i 及 和 的 值 ,总 可 以 保证 

1 ||avarw = 3. (4.9.7) 


在 这 样 选择 的 单位 下 ,平衡 Maxwell 分 布 (4.3.9) 在 质量 速度 ce = 0 
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时 可 改写 为 


1 
fy(v) 一 2 2 


作 Fourier 变换 


plr, k, 1) | ek'vi(r, v, 1)d 1 ， 


则 (4.9.4) 式 可 以 写成 

op 2 6 2 

Bi J(9, 9), 
这 里 

1p, 9) 一 | oC, Pao 
或 


(4.9.8) 


(4.9.9) 


(4.9.10) 


J(p,P) 一 从 dvdw df’ g(a: tw) vv) et 一 cc 人 =]. 


记 《 三 有 k/%, 而 


F (us 名 一 | dtr gC 人 [ee 一 -drekeh], (4.9.11) 


则 


~ 


J(p, p) | dv dwi(v)f(w)e 


F(u, k). 


(4.9.12) 


由 于 (4.9.11) 式 只 依赖 于 《, wu 及 A 如 所 以 交换 wu 和 此 不 会 改变 


它 的 值 : 
Fl(u, k) ey: F(k, u) za | défi g(k 六 Pg 
于 是 (4.9.12) 式 可 以 写 为 
J(p, 9) 一 | dj’ g(k :tt) 
xX | dwdv 1(v)f(w)e 3 ge 


一 二 二 te 一 四， 


利用 (4.9.9) 式 ,可 以 把 上 式 写成 
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ce 


— Kuk.h 
e 3 


js 


一 天 大 下， (ve) 
e 2 


J(p，,p) 一 Ea g(k: ty) 
x |? (pe). 


(4.9.13) 
它 只 含 二 重 积 分 ,因此 , 对 于 Maxwell 分 子 ，Fourier 变换 可 以 使 
Boltzmann 方程 得 到 实质 性 简化 . 
考虑 空间 均匀 的 情况 ,FF 与 rf 无关, 方程 (4.9.10) 简 化 为 


2 = J(p, 9). (4.9.14) 
假设 f 在 速度 空间 各 向 同性 , 则 与 有 的 方向 无 关 。 引 进 下 列 记 
2 | 
> St 
HB vy， 
x > (1 土 由 )， 


则 (4.9.14) 式 可 进一步 简化 为 
全 一 2=| dng Lp) pr) — pl)p C0)], 


(4.9.15) 
式 中 将 w(R, 1) 写成 了 q(x, !), 而 右边 更 略 去 了 宗 量 : 未 写 . 平 
衡 态 Maxwell 分 布 (4.9.8) 经 Fourier 变换 后 ,得 到 
pu 一 | ee 一 ck 一 ex (4.9.16) 
容易 验证 px 是 (4.9.15) 式 的 一 个 特 解 ,也 就 是 (4.9.14) 式 的 一 个 
特 解 ， 
如 果 初 始 状态 接近 平衡 态 Maxwell 分 布 , 则 p(x, 1) 可 以 写 
成 
p(x, 1) = pyr)[1 + (x, 7)], (4.9.17) 
其 中 5(x, 7) 为 小 量 。 将 (4.9.17) 式 代入 4.9.15) 式 , 略 去 项 以 
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8(x, 0) 一 1(5)， (4.9.18) 
os 
其 中 
1(8) 一 2z= | dng(p)LE(z+) + 5(x-) 一 Go) —#(0)], 
: (4.9.19) 
可 以 证 明 x” 是 工 的 本 征 函 数 ， 
1 (4.9.20) 
其 中 
1 一 2r| psp) | 1+ 0% — (Te) 
六 (=) | (4.9.21) 


根据 这 一 结果 ， 可 以 得 到 方程 〈4.9.18) 的 解法 : 如果: 一 0 时 
5(x， 0) 可 以 展开 为 * 的 害 级 数 


也 


(x, 0) 一 和 2 an(0)x", (4.9.22) 
那么 :+ > 0 时 有 
(X51) = > an(t)x", (4.9.23) 
式 中 
an 人 zi) 一 an(0)e nt, (4.9.24) 


将 (4.9.23) 式 代入 (4.9.17) 式 ,有 


P(x,t)—e* > an(t)x" 十 !|， (4.9.25) 


p(k,i) 一 e 十 p> an(#t) ， |. (4.9.26) 


部 三 人 0 2* 
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由 (4.9.9) 式 及 (4.9.25) 式 可 知 
1 十 ao(z) = (0,7) 一 | Fr， v, 1)dv 


地 


这 说 明 1 十 ao(z) 和 粒子 数 密度 相应 。 按 归 一 化 条 件 (4.9.6) ,有 
ao(#) 一 0， (4.9.27) 
由 (4.9.9) 式 及 (4.9.25) 式 还 可 知 


ai(z#) 一 ] = Dop(r， 1) 天 呈 Op 
Ox 


= Jim 全 


zo0 kK>0 RR 


四 四 元 | (—ik.v)e '**fdv 
注意 到 1 已 假定 为 在 空间 均匀 并 在 速度 空间 中 各 向 同性 ,于 是 可 
知 
Wy OT 二 | (ik. ve- — 1]dv 
Ke0 R? 
-| 1 -二 | wav. 


这 说 明 a(z) 一 1 和 系统 中 的 动能 密度 成 正比 。 按照 条 件 (4.9.7)， 
有 
alz) 一 0. (4.9.28) 

人 队 (4.9.21) 式 容易 求 得 

1o 一 4: 一 0， (4.9.29) 
(4.9.27) 及 (4.9.28) 式 只 要 在 初始 时 刻 成 立 ,(4.9.29) 式 就 保证 它们 
永 运 成 立 。 可 以 说 ,， 4。 一 0 和 一 0 分 别 是 粒子 数 守恒 和 能 量 
守恒 两 个 定律 的 反映 。 从 以 上 讨论 可 见 ,(4.9.6) 和 (4.9.7) 式 给 出 
的 条 件 意 味 着 


£(0,1) = 0, 0 0， (4.9.30) 
be X=0 
这 说 明 E(x, 1) 的 展开 式 《4.9.22) 应 当 从 二 > 1 的 项 开始 。 由 
(4.9.21) 式 又 可 知 
1。 二 0 ( 当 7 1 时) (4.9.31) 
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因此 | 
E(x,1—> 00) = 0, (4.9.32) 


即 
9p(x, (一 oo) 一 uCxz)。 (4.9.33) 
说 明 系 统 最 终 趋 于 平衡 Maxwell 分 布 。 因此 (4.9.31) 式 是 Boltz- 
mann 的 五 定 理 的 反映 ， 
但 是 有 一 点 值得 注意 , 即 ,在 (4.9.20) 式 中 ,* 可 以 不 限于 自然 
数 。 除 0 及 1 外 ,# 可 以 是 大 于 1 的 任意 实数 ,甚至 可 以 是 实 部 大 
于 1 的 复数 , 则 x 一 0 时 ,有 
E(x, 1) ~ x?*, Re(p)> 1. (4.9.34) 
上 述 结果 可 以 推广 到 在 速度 空间 各 向 异性 的 情况 。 这 时 ， 
(4.9.14) 式 线性 化 之 后 得 到 的 (4.9.18) 式 可 以 写 为 


BE(k, 1) 1 (5), (4.9.35) 
Di 
1(8) 一 | ae( 人 上 (二 
人 2 
+ 5 (=A ) — 8 Ck) 一 红 0)]，(4936) 


1(#) 的 本 征 函 数 可 以 写成 
Cnim (Rk) > A Yin(%), 


n=0,1,2,...…> 
Ce 或 :| (4.9.37) 
大 
而 相应 的 本 征 值 是 
dal 一 27 | dug (1) | 1 十 sapm 一 (二 十 
TN) 
(4.9.38) 
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证 明 这 一 点 并 不 很 难 。 事实 上 , 记 
站 人 IC hm 车 if. 《二 0， 


> = “ KR < 一 0， 
其 中 ?一 (外 十 多 )/18 十 杂 |。 就 可 以 证 明 
| dj1G( .人 Yo 人 (人 


一 12 [> Pu(i . ) 一 了 | com(aa Yn()) 


— | ,anc |D EL po Ee Yin(D)al| 


二 | duG( pn) ba ps ); yaho | 
一 | duG(p)2rPi( p) Yn (hk) 


Ss | dvg(») 疏通 pn 人 二 


因此 
) ze 0)eon (et Ae 
- A) 和 ) (+t 
x Yi ot . ” 
-= aed. PY) 
— cumlk)2s| dgl») (十 >) ( 9 
类 似 可 得 
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| ae on (A) 


一 enn hk)2r) dvg(») e 了 2 ( : > 4 | 


| 2agCR 2eun( = eun(D2= dvel»), 


| ape(E 2) eminl0) = enmlk)2r | ang(z)empn 
利用 以 上 四 式 , 可 得 
I(esm) 一 一 Nolenime (4.9.39) 
这 就 是 要 证 明 的 ， 
注意 ,有 : 
lw 一 1 一 212 一 0. (4.9.40) 
容易 看 出 ,它们 分 别 反 映 了 粒子 数 守 恒 动量 守恒 和 能 量 守 恒 三 个 
定律 。 而 
1s1>0 ( 当 72 汪 2 或 nn 一 2, 1 一 2 时 )， (4.9.41) 
它 是 Boltzmann 的 玉 定 理 的 体现 . 
同样 值得 注意 的 是 , >” 也 可 以 推广 到 实数 甚至 复数 ,只 要 二 的 
实 部 大 于 2。 这 时 (4.9.37) 式 中 的 ”1 应 当 改 写成 F(z 十 1). 
将 ewm 作 逆 Fourier 变换 ,可 以 发 现 , 当 ”是 整数 时 ,有 
JuEun (0) 一 -| epueninlk)d kh, (4.9.47) 
其 中 加 由 (4.9.8) 式 给 出 ，pw 由 (4.9.16) 式 给 出 ,而 


17 1 二 ( 纪 
Esm(v) 二 Aniv Le- ) Yim(2), (4.9.43) 


te CE 
7 ] 
将 (4.9.43) 式 和 (4.7.32) 式 比较 ， 可 知 已 sn(o) 与 boio(z) 只 
差 一 个 常 系数 ,因此 ， 当 * 为 整数 时 ， 本 节 的 结果 就 是 王 承 书 相 
Uhlenbeck 对 于 Maxwell 分 子 曾经 得 到 的 结果 529。 
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(4.9.44) 


分 布 函数 f(v) 可 以 作 尼 开 
f (0) = fu(v) |1+ 5 anim Eun(d) | 

的 条 件 是 f(v) 在 权重 后 下 平方 可 积 , 即 
二 opCoan 


将 满足 这 一 条 件 的 函数 所 张 成 的 Hilbert 空间 记 为 饮 。 当 二 不 
是 整数 时 ，E。im(v) 没有 定义 ,但 是 em (&) 仍 有 意义 ， 而 和 
caio 人 (天 ) 相应 的 分 布 函数 不 属于 Hibert 空间 多 . 

在 本 章 以 下 的 讨论 中 ， 我 们 都 假设 分 布 函数 了 属于 多 为 
了 方便 起 见 ,我 们 把 Fourier 变换 后 的 空间 也 记 为 人 妊 -， 就 是 说 ， 
如 果 je 多 ， 那 么 了 经 Fourier 变换 后 所 得 函数 FP 也 记 为 p€ 
多 . 

从 《〈4.9.10) 式 及 (4.9.13) 式 所 给 出 的 ;对 于 Maxwell 分 子 的 
Boltzmann 方程 出 发 ， 丁 鄂 江 和 黄 祖 治 曾 找到 该 方程 的 一 类 精确 
解 “ ,其 中 包括 下 节 将 要 讨论 的 自 型 解 作为 特例 。 


一 co. 


$4.10 Bobylev 自 型 解 


自 型 解 是 指 解 对 于 各 宗 量 的 依赖 都 通过 宗 量 的 某 个 特定 组 合 
来 体现 .求解 流体 力学 方程 组 时 ， 如 果 根 据 问 题 的 性 质 存在 自 型 
解 , 就 可 引进 适当 的 变量 组 合 ， 使 偏 微分 方程 约 化 为 常 微分 方程 
这 种 方法 也 可 用 于 求解 Boltzmann 方程 ,本 节 要 讨论 的 Bobylev 自 
型 解 就 是 著名 的 一 例 . 

对 于 在 空间 均匀 、 在 速度 空间 各 向 同性 的 情况 ,上 节 已 导出 经 
Fourier 变换 后 的 Boltzmann 方程 (4.9.15)、 作 变换 


p(x, 1) — pu(x)p(r, 1) (4.10.1) 
式 中 pu(x) 一 。 *。 根据 上 节 的 讨论 , p(x, 1) 有 下 列 性 质 : 
路 0， 0) 一 1; 


(ri 一 co) 一 1; 
1im P(x,1) = 有 
t 


0 


(4.10.2) 
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由 此 推断 ,可 能 有 一 类 自 型 解 : 
px, 1) 一 册 (xe (4.10.3) 
即 几 对 x, : 的 依赖 只 通过 组 合 xe 一 来 实现 。 由 (4.10.2) 式 知 
小 0) 一 1， 光 (0) 一 0 
这 里 必 表示 上 的 导数 。 将 (4.10.1) 式 代 人 (4.9.15) 式 ， 并 利用 
(4.10.2) 式 ,得 到 


2 | ane CI) Gr) — bbs)] 4.10.4) 


因此 自 型 解 (4.10.3) 满 足 的 方程 是 ( 当 : 一 0 时 ) 
一 xb 一 2= | Apg (Lx) pz) — bu)], (4.105) 


Bobyley 从 (4.10.5) 式 看 出 ,有 一 特 解 
Parw(xe™*) = exp[bore “(1 — bore™’) (4.10.6) 
事实 上 ,将 (4.10.6) 式 代 人 (4.10.5) 式 后 , 取 :一 0， 该 式 左右 两 边 
分 别 是 
左边 = hx?bse?o*， 
右边 一 beer 于 | aug(A(1 一 中 )， 


因此 , 若 取 
2 一 三 | aug(O(G 一 四)， (4.10.7) 


则 两 边 相等 ,说 明 (4.10.6) 式 确实 是 一 个 自 型 解 .将 它 代 入 (4.10.1) 
式 , 便 得 到 (4.9.15) 式 的 一 个 特 解 : 

pakw(xz。 门 一 ou(sJesaxera(l 一 ore-i (4.10.8) 
几乎 与 Bobyiev 同时 ，Krook 和 WuB2 用 不 同 的 方法 也 找到 了 
这 一 特 解 , 因 此 这 个 解 被 称 为 BKW 模 。 在 1872 年 Boltzmann 方 
程 提出 后 的 一 百年 中 ， 人 们 所 知道 的 无 外 场 情况 下 的 精确 解 只 是 
平衡 态 的 Maxwell 分 布 。 直 到 近 百 年 后 , 才 找到 了 另 一 个 精确 解 
BKW 模 听 ， 这 是 一 个 依赖 时 间 的 特 解 ,又 是 用 初等 函数 表示 出 来 


[ 注 ] 后 来 发 现 ， 里 在 1967 年 这 个 解 就 曾 由 R。5。Krupp 在 他 的 舌 士 论文 中 给 
出 5 . 2 
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的 ,因此 十 分 站 人 注目 
记 5 号 bce“*， 则 (4.10.8) 式 可 以 写 为 
Perw(*,t) 一 pulr)e’ "(1 — br), (4.10.9) 
经 逆 Fouricr 变换 后 ,可 得 BKW 模 的 分 布 函 数 


faxkw(y，!) 一 fulr) op 307 | 


en a [ 2 
(1 一 2)™” 2(1 — 5b) 


为 保证 它 在 物理 上 有 宫 区 ,让 因子 (1 一 人 -六 知道 应 有 2 一 1， 由 
因子 exp | 一 知道 应 有 2 之 0， 为 保证 faxw(v 一 0) 之 


br 
十 一 一 一 一 一 一 4.10.10 
201 | ) 


zi | 


32 
0， 应 有 1 PTE a 之 0， 即 b < 三. 所 以 ， po 的 范围 应 为 


0 < % <. (4.10.11) 


借助 BKRW 模 ，Bobylev 又 找到 了 《4.9.10) 式 的 一 个 特 解 , 即 
下 列 自 型 飞散 解 呈 : 
Pp Pp, 
1 一 : oemp|- 生 8 一 iue |， 到 人 é,, 


1 
1 + wo 


py = eb (4 十 2 多)， b= beizor ， (4.10.12) 


p= pT yc 一 tt ,0 OT 7 一 - 


1 2 
YY 一 一 - (1l—7T)—— inT 
2 ) ， 


) 一 > | dg(U)(CI CO— pw), 
pm zm，0，p 都 是 常数 . 
为 了 证 明 (4.10.12) 式 给 出 的 ?是 个 精确 解 , 只 须 注意 到 


Og Og 一 一 0 
BD ’ 


“2355。 


09 .QO ln Ar 2 
=P 十 -Da 一 pJ(p,, ti), 
a1 1 5 天 pj(9; qa) 


就 可 以 了 .经 道 Fourier 变换 后 ,可 以 得 到 , 自 型 飞散 解 的 分 布 水 
数 是 . 


ye | ap|- | 


a 
引入 记号 


bo 
0 bo” 


ho 一 Apo, r=, bo 一 
Wo 

Pe 

OoT?— 6 

就 可 以 把 上 面 的 分 布 函数 写成 

ep A Pn 

1 一 (二 二 ep|— HE (0— ww)) 


p= 


9 vo = ruol, 


2x0 


[ 5 忆 二 二 二 (v 一 op. (4.10.13) 


其 中 8 可 以 写成 
1 十 一 merp| 一 7 由 一 (一 ) 


自 型 飞散 解 所 描述 的 是 气体 的 均匀 飞散 。 
BKW 模 曾 被 推广 到 4 维 空间 "3 


二 一 


CT -er 
fw [2 (1 人 52 
vd br ] 
> 
| 2(1—b) 2(1—6)| 


BKW 模 的 发 现 引 起 了 广泛 的 重视 ,Krook 和 Wu 根据 BKW 
' 256 ， 


模 的 弛 耶 过 程 作 了 一 个 猜测 : 从 任何 初 态 向 平衡 态 的 弛 耶 过 程 ， 
都 是 首先 向 BKW 模 驰 耶 , 然 后 再 按 BKW 模 向 平衡 态 弛 移 。 经 
过 不 太 长 时 间 的 研究 ， 有 人 提出 了 反例 ,说 明 这 个 猜测 是 错误 的 . 
以 后 ，Bobylev 又 提出 了 一 种 关于 弛 豫 过 程 的 新 的 命题 ,并 给 出 了 
证 明 39, 下 面 简单 介绍 这 一 工作 ， 
定义 : 若 对 于 某 个 + 二 0, 积分 
| f(v)e” ”dv 
收 伍 , 则 称 f(v) 为 快 降 函 数 。， 如果 ”是 上 述 积 分 存在 时 * 的 上 确 


界 , 那 么 r = 站 就 称 为 分 布 1(v) 的 尾巴 温度 . 


显然 ,在 平衡 态 , r 就 是 平衡 温度 。 对 于 BKW 模 (4.10.10) 
式 , 可 以 得 到 它 的 尾 马 温度 
Tapgw 一] ~— boe YB Tyxw(t, bo). (4.10.14) 


由 (4.10.11) 式 知 , 它 只 当 0 扫 乌 迄 所 时 表示 一 个 实际 的 BKW 模 
的 尾巴 温度 。 但 我 们 把 (4.10.14) 式 推广 到 0 记 久 达 1。 车 


Doc > 
5 
那么 《4.10.14) 式 仅 仅 给 出 一 个 记号 ,等 时 间 发 展 到 be < 
时 , 它 才 表示 实际 的 BKW 模 , 
令 
@(p, 1) 一 ep | dvflv, eo, (4.10.15) 


老 f(z, 1) 满足 空间 均匀 的 Boltzmann 方程 
of 


Di 二 C(f， 1 


那么 B (ps, 1:) 应 当 满 足 方程 : 


-jl (5 


”337。， 


— 0(p)0(0)|. 


着 fp, 1:) 在 速度 空间 是 各 向 同性 的 ,那么 & 对 p 的 依赖 可 以 写 
为 对 y 一 所/2 的 依赖 。 令 
By, t) = Pps), Pet ol1—2s, pls) 一 4r8g(1 一 25)， 
则 有 
9 gio) IBN BC — 17) 一 By)] (4.10.16) 


Oz 
这 里 已 用 到 归 一 化 条 件 p(0, !) = 二 1. 令 
By,1) 一 ec > = 和 (4.10.17) 


n=0 


其 中 so(z) 一 1。 将 (4.10.17) 式 代入 (4.10.16) 式 并 逐次 比较 y” 的 
系数 ,可 以 得 到 


十 MnZn i D> PR 
Kl 


式 中 
i | py ¢ i 
| sp(s)s = 
tm Pr 本 p(s)s*(1 —s)" 《> 0., 
由 此 可 以 证 明 , 若 对 所 有 "一 0, 1, 2,…, 在 初始 时 刻 有 
0 za(0) 二 2(0), 
那么 这 两 个 系统 在 以 后 的 所 有 时 刻 将 保持 0 委 zs() 所 SCz)。 
对 于 BKW 模 , 可 以 求 得 
Bly) = elt by), b= boe 
与 (4.10.17) 式 比较 ， 可 以 得 到 
ZBKW(#) = (1C— boe™*)"™![1 十 (nm 一 1 )poe 天 ]， (4.10.18) 
而 对 于 任意 给 定 的 分 布 函数 f(v,1), 由 (4.10.15) 及 (4.10.17) 式 可 
知 
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I az 
gat) | Javs f(v, 1). (4.10.19) 

Bobylev 关于 尾巴 温度 的 定理 是 : 设 初 始 分 布 fp (Vv) 是 各 问 
同性 的 ,而 且 当 ”> m 时, fj(v) 一 0， 这 里 vi 所 5， 那 么 对 所 有 


之 0, 有 


Tagw(t, 1) rt) ES Tprw(t, 9), (4.10.20) 


下 面 证 明 这 个 定理 . 
由 于 y > wm 了 有 时 九 (o) 一 0， 而 (4.9.6) 和 (4.9.7) 式 在 空间 均 勾 
时 可 以 写成 
| dvf(v) = 1, | dv vih(v) = 3, 


而 由 (4.10.19) 式 可 立即 求 得 
20(0) 一 2(0)= 1, 
3vin? 


zx(0) < Gn + 1 = zs*(0), (n 之 2),(4.10.21) 


在 (4.10.18) 式 中 取 如 一 96， 则 有 
so W(0) = st*W(0) 一 1， 
zBKW(0) = (1 —0)" 1+ (nC— 1)0], (n> 2), (4.10.22) 
容易 看 出 z#(0) 一 23xWw(0), 而 当 4# 宇 3 时 
22(0) 5(1—0) (1—O)[1+ (» — 1)0] 
z* (0) 2n 十 1 1 二 (az 一 2)6 
本 xx (0) 
zoe¥(0) 
因此 当 # 之 3 时 z#(0) < zew(0)。 结合 (4.10.19) 及 (4.10.21) 式 
可 得 
a Oz(0) EVO0), n= 0,1,2,. (4.10.23) 
i 
G7) = | dvf lv, en, 
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利用 (4.10.15) 式 及 
1 1 2 
-pep [去 (一 *o 吕 -2 
可 以 得 到 
dr) = |ap 


(2xzy 
按照 尾巴 温度 的 定义 , rCD) 一 i ro 是 使 积分 J(+) 存在 的 > 的 
上 确 界 ,而 f(v, 1) 是 给 定 的 分 布 函数 设 > wv 时 ,有 f(v, 四 二 
ce-#* 由 (4.10.19) 式 可 知 


za 人 1) = | pf， t)adv 


1 
“<r (2n + 1)11 


1 
A 
a i fl(v, t)dv 


202 1 2 一 去 r 2 
QQ 一 一 一 一 一 一 ve "dv 
1 1)!! (2n + 1)!1!1 Jo>m 


<、 ft + WS ee is (n+ +) 
《22 十 1I)I! (2nd 1)!1l ot? 


2 人 t+ 二 (2 
(C27 十 1)1! rr\r 


它 的 第 一 项 随 ” -co 而 成 为 零 ,因此 可 以 断言 , [z,(14* 是 有 界 
的 。 设 a 是 它 的 上 界 , 则 
zat) < 天 4" 7 一 0， 1 ,……， 
由 (4.10.17) 式 可 得 
$(y, 站 < 云 ea-Dy 一 ee de 
代入 (4.10.24) 式 中 ,得 到 


et 
br) < TU | ap 


只 要 4a < 全， 4(r) 就 一 定 收敛， 
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1 7 一 工 
ET (p, !)exp ( P). (4.10.24) 


地 


设 [z,(2)]” 的 最 大 案 点 是 ao(:), 那么 除 有 限 个 s。 之 外 ,有 


[zs (2)]” 之 aolz) 十 s，e 是 一 个 任意 小 量 , 它 随 4 的 增加 而 趋 于 
零 ， 有 限 个 z 不 改变 B(y, !) 在 y 一 00 时 的 性 质 , 因此 当 wm 二 


二 时, (7) 就 是 收敛 的 。 这 就 是 说 ,使 &+) 收敛 的 > 的 上 确 界 


ro 一 - 工 -。 因 此 尾巴 温度 
aol#) 


ye ed (4.10.25) 


由 (4.10.23) 式 可 知 ,初始 时 刻 z,(0) 三 za*™(0), 因 此 对 所 有 :之 


0， 有 zaC) 过 zw(z)， 因此 又 有 [zo(2)]”< [zw()]"。 由 
(4.10.25 ) 式 可 知 让 

T(t) Tpkw(t, 0). 
用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 

rpgw(i, 1) 7), 


“于 是 (4.10.20) 式 得 证 . 


$ 4.11 Hilbert 解法 


Boltzmann 方程 的 精确 求解 是 十 分 困难 的 。 除 $4.3 中 介绍 的 
Maxwel 分 布 形式 的 精确 解 和 $4.10 中 介绍 的 BKW 模 及 自 型 飞 
散 解 之 外 ， 我 们 还 知道 一 些 级 数 形式 的 精确 解 。 但 在 绝 大 多 数 情 
况 下 ,尤其 是 分 布 函 数 非 空间 均匀 的 情况 下 ,我 们 常常 不 得 不 采用 
近似 方法 求解 

Hilbert 首先 提出 可 以 用 扰动 法 解 Boltzmann 方程 ,并 讨论 了 
具有 小 Koudsen 数 的 情况 。Knudsen 数 8 定义 为 


E 一 二， (4.11.1) 


这 里 1, 是 分 子平 均 自由 程 ，1o 是 系统 的 特征 长 度 ,也 就 是 我 们 选 
择 的 长 度 单位 。 由 于 Boltzmann 方程 (4.2.13) 左 边 各 项 的 数量 级 
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是 经 ， 其 中 5 是 分 子 的 平均 速率 , 而 (4.2.13) 式 右边 的 磁 接 项 数 
量 级 是 注 虑 到 这 一 点 ,我 们 把 (4.2.13) 式 改写 成 


an -+ Ne RC (4.11.2) 
Bs Or mm bv 8 


式 中 
Clm, 7) — | i eT 


+ nv nw) — nw nv0) — nv)n(w)). (4.11.3) 
这 样 ，C(z, 2z) 与 (4.11.2) 式 左边 各 项 有 相同 的 数量 级 .注意 ,这 
里 引信 的 记号 与 (4.3.2) 式 中 的 差 一 个 因子 e. 
Knudsen 数 s 的 值 可 以 在 很 大 的 范围 内 变化 。 在 极 确 薄 的 气 
体 中 ,分 子 的 平均 自由 程 i, 很 大 、 例 如 在 真空 管 中 或 保 误 瓶 的 真 
空 夹层 中 ,分 子 间 几乎 不 发 生 磁 挤 ,因此 se 和 值 很 大 。 相反， 在 稍 黎 
密 的 气体 中 , 例如 在 常温 常 压 的 气体 中 ,分子 的 平均 自由 程 却 小 到 
10~cm 的 数量 级 , 因此 s 的 值 可 能 很 小 ， 但 这 时 三 体 及 三 体 以 上 
的 碰撞 仍然 可 以 忽略 ,所 以 Boltzmann 方程 仍然 有 效 。 这 启发 我 
们 先 讨 论 具 有 小 Knudsen 数 和 大 Knudsen 数 的 两 种 极端 情况 , 然 
后 再 讨论 两 者 之 间 的 过 渡 情 况 . 
Hilbert 解法 是 针对 小 Knudsen 数 的 情况 的 。 从 (4.11.2) 式 
看 出 ,在 s 一 0 的 极限 情况 下 ,有 
C(n, 7n) = 0, (4.11.4) 
这 一 方程 不 包含 (4.11.2) 式 中 的 各 个 偏 导 数 项 .因此 ,方程 (4.11.2) 
与 (4.11.4) 式 的 解 可 能 有 显著 差别 ,特别 是 ，(4.11.2) 式 的 解 在 
s 一 0 时 可 能 不 是 解析 函数 。 可 见 ， 我 们 应 当 用 奇异 扰动 的 方法 
来 求解 (4.11.2) 式 . 
尽管 求解 方程 (4.11.2) 是 奇异 扰动 问题 ,但 是 Hilbert 不 考虑 
这 一 点 ,仍然 假定 分 布 函数 ”可 以 展开 为 e 的 罕 级 数 ; 
有 一 Ai 十 sn 十 8652 十 …。 (4.11.5) 
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将 (4.11.5) 式 代 人 (4.11.2) 式 中 ,得 到 
D3 [2 下 An‘ -dn F . td 


pt Or m Ov 
一 > eC,, (4.11.6) 
m0 
其 中 
C= > Cad, nn), (4.11.7) 


于 是 可 以 写 出 (4.11.6) 式 的 各 级 近似 方程 ; 
Co 一 0 (4.11.8 ) 
nD es On -1 二 F Bn Dn 


一 一 一 


Or Or m Ov 


容易 知道 ,(4.11.8) 式 的 解 是 局 域 Maxwell 分 布 ( 见 $ 4.3): 


一 CC,s 守 1,.(4.11.9) 


(0) Wd a _m(v 一 co) 
80 一 po (zi) -| 5 上 (4.11.10) 
这 里 mw，7Te。 和 co 都 可 以 是 7 与 上 的 函数 ， 

令 


A 一 Nb 一 1],2, .pm 一 1，(4.11.11) 
那么 (4.11.9) 式 可 以 写成 


fe 0 F 2 ) 7 (7 一 1 人) 
Os 
(全 es 


ER 
其 中 
Th 1 Fi RoC He Dy 
X [AD ) + hw ) — hvV) ~— hw)), (4.11.13) 
了 一 荆 


5,， 一 了 >) Cap, nk-D), 


i=l 


f= 2 3 一 0， (4.11.14) 
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将 (4.11.13) 式 与 (4.7.4) 式 比较 ， 可 以 看 出 只 要 把 (4.7.4) 式 中 nwo 
换 成 Eng， 工 就 变 成 了 LL。， 因 此 的 谱 与 工 的 谱 十 分 相似 ; 它 
的 零 本 征 值 仍然 是 五 重 简 并 的 ,对 应 的 本 征 矢 就 是 伴 撞 不 变量 .我 
们 把 五 个 基本 碰撞 不 变量 写成 

to= 1, b= (hb, bs hh) = mo p= > my, (4.11.15) 


又 将 内 积 定义 (4.7.23) 修 改 为 
[人 +|av no Cv) hr(v)Av), (4.11.16) 
770 
那么 同样 可 以 证 明 , Lo 是 半 负 定 的 Hermite 算 子 , 即 
(h, Loh) < 0, (4.11.17) 
(Ch, Loh) 《4 ， Loh,)* ss (Loh,, A). (4.11.18) 
对 于 Maxwel 分 子 ,可 以 证 明 L。 的 本 征 函 数 是 


pain 一 (一 DON 人 和 ) Yin 0), (4.11.19) 


其 中 
=— |- 一- (5 一 4.11.20 
oi co) ( ) 
7 二 1 二 3 
(4) 
Ni = (4.11.21) 


nl 3 
i 
可 见 ,§ 4.7 和 $4.8 中 各 式 的 e, 了 及 ny 分 别 用 co7T 及 2 代 换 
而 工 换 成 L 后 ,都 依然 保持 有 效 。 因此, 对 Maxwell 分 子 仍然 有 

Lopbnim 一 一 hninodnims (4.11.22) 
其 中 jw 仍 由 (4.7.35) 式 给 出 。 
(4.11.12) 式 可 以 写成 


i Ne RE (4.11.23) 
(5) 1 (有 0 F 9 ) )y Cs) 1 
0 
no 和 Or mm Ov ei no 9 


(4.11.24) 
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显然 ,8 只 含 p10 , 和 0 ，… ,hp 了， 因此 (4.11.23) 式 是 关于 82 
的 线性 非 齐 次 方程 , 它 把 入 ”确定 到 只 差 一 个 磁 挤 不 变量 : 
Ah 一 NM 十 bebo s = 1,2,..., (4.11.25) 
其 中 h? 与 碰撞 不 变量 正 交 ， 妈 是 常量 。 (4.11.25) 中 采用 了 求 和 
规定 ,对 重复 的 希腊 字母 附 标 8 遍及 0、1、2、3、4 求 和 。 
以 gs 与 (4.11.23) 式 作 内 积 ， 利 用 (4.11.18) 式 并 注意 到 
Lobe 一 0, 就 得 到 
(ge, 8 ) = 0, so—1,2,.…;8= 0,1,2,3,4. (4.11.26) 
利用 类 似 于 从 (4.4.8) 式 到 (4.4.12) 式 的 推导 方法 ,可 以 证 明 


(各 ,Cm mm)) 一 0 nm 及 mm 为 的 任意 限 数 ，(4.11.27) 


再 注意 到 (4.11.14) 式 和 (4.11.24) 式 ,就 可 以 由 (4.11.26) 式 推出 
(各 | 有 2 + 由 8 十 EF & 起 ns) 一 0， 


nr LA ar m Ov 
se 0, 1,-...， (4.11.28) 
它 就 是 
AC . 让 二 人) andv m0,s 0, 1.…， 
(4.11.29) 
记 
Pp | Pendv, J = | D pond v, (4.11.30) 


pe 一 | emeao， j= J v bar"ao, (4.11.31) 
与 $4.5 中 引进 的 记号 p, ce, U 比较 。 可 以 知道 op 的 分 量 就 是 p， 
pe 和 p (ou+ 二 中)， 于 是 ，j 的 分 量 就 是 pe，pee 十 已 和 
pe(U+ 1 2)+e . P + g。 如 果 将 (4.11.28) 式 乘 以 s' 后 对 
s 求 和 ,就 有 


(党 ， | 之 二 Vv。 0 十 
no ep Or 


3 


区 = 0. (4.11.32) 
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它 与 方程 组 (4.5.13) | 当 pCv) 分 别 等 于 1, mp 及 二 mm (vo 一 ey 
时 | 等 价 , 因 此 也 与 $4.5 中 流体 力学 方程 组 , 即 (4.5.14) ,(4.5.16) 


及 (4.5.18) 式 等 价 。 所 以 说 ,(4.11.28) 式 或 (4.11.29) 式 是 流体 力学 
方程 组 的 一 种 展开 方式 。 当 太一 0 时 ,(4.11.29) 式 简化 为 


Op ,8 .» 
E+ 和 六 一 0， (4.11.33) 
它 乘 以 se: 后 再 对 * 求 和 , 便 得 到 
Op 0 ,po 
5 十 > J 0， (4.11.34) 


它 也 应 当 与 FF ~ 0 时 的 流体 力学 方程 组 等 价 , 只 是 表达 的 方式 有 
些 区 别 ， 所 以 ,(4.11.33) 式 就 是 严 一 0 时 流体 力学 方程 组 的 一 种 
展开 方式 . 

将 (4.11.10) 式 代 人 (4.11.31) 式 并 取 * 一 0， 立即 可 得 


3 1 
p0: ps neo m (+ 十) 
75: Oo, oo(cocu + Oo 1), ma (2 6 十 La); 


其 中 0 一 eZ。 所 以 (4.11.33) 式 的 堆 级 近似 是 Euler 方程 在 


一 0 时 的 特例 ,而 (4.11.28) 式 或 (4.11.29) 式 的 霍 级 近似 与 Euler 
方程 等 价 ， 为 了 叙述 简单 ,以 下 只 讨论 下 二 0 的 情况 (4.11.33) 在 
s 一 0 时 给 出 的 方程 组 : 


Ops 4 0 j= 0, p= 0, Ts 2 3 4, (4.11.35) 
Or Dr 


这 是 关于 pb 的 非 线性 方程 组 . 
将 (4.11.11) 及 (4.11.25) 式 代入 (4.11. 31) 式 ,5 可 以 得 到 


pp 一 br | wemoa 5， 一 1,2,...， (4.11.36) 
了 8 一 | v pon oh dv + be | phe ond v, 
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2 (4.11.37) 
而 (4.11.33) 式 变 成 


Do 0 | ) 
Ps +t .vb pn dv 
Os Or 人 


一 一 是. | oemoppdu， 5 一 1,2,…. (4.11.38) 
r 


EC4.11.35), (4.11.10), (4.11.36), (4.11.24), (4.11.23), 
(4.11.38) 及 (4.11.25) 诸 式 给 出 了 斑 一 0 情形 下 Boltzmann 方程 
(4.11.2) 的 解法 。 事实 上 ， 从 (4.11.35) 式 可 以 确定 只 ， 于 是 
(4.11.10) 式 就 确定 了 zx; 这 样 ,(4.11.36) 式 给 出 了 pf 与 如 的 等 
价 关系 后 ,反复 使 用 (4.11.24),(4.11.23),(4.11.38) 及 (4.11.25) 诸 式 
就 可 以 依次 求 得 所 ， 好， of pg， 容易 看 出 ,(4.11.38) 
式 的 右边 总 是 起 非 齐 次 项 的 作用 ,因此 它 是 关于 ps 或 多 的 线性 方 
程 组 ， 

从 Hilbert 的 解法 可 以 看 出 ,如果 承认 展开 式 (4.11.5) 是 无 条 
件 成 立 的 ,那么 分 布 函数 就 只 是 流体 力学 变量 o8 的 泛 函 。 这 些 流 
体力 学 变量 在 Hilbert 展开 的 格式 中 ,其 初级 近似 ps 满足 Euler 
方程 (4.11.35), 高 级 近似 满足 线性 非 齐 次 方程 组 (4.11.38). 但 是 ， 
我 们 知道 ， 分 布 函数 不 应 当 仅 仅 由 几 个 流体 力学 变量 op 完全 决 
定 . 历史 上 称 这 个 当时 不 能 理解 的 现象 为 “Hilbert 伴 记 ' . 现在 已 
经 完全 清楚 ,发生 伴 雇 的 根源 在 于 展开 式 (4.11.5) 只 是 有 条 件 地 正 


确 ， 事 实 上 ,如 果 s -> 0 时 于 或 如 无 界 。 那 么 我 们 根 太 无 法 


1 


从 (4.11.2) 式 得 到 初级 近似 方程 (4.11.8)。 这 说 明 Hilbert 展开 只 
在 其 些 限定 的 时 间 和 空间 范围 内 ( 当 5 及 | 如 | 在 s 一 0 时 有 


Dr 
界 时 ) 有 效 ， 在 初始 阶段 全 可 能 很 大 ， 在 边界 附近 和 激 波 层 


可 能 很 大 ;这 些 情 况 下 Hilbert 展开 都 失效 . 
Hilbert 展开 还 有 一 个 缺点 ,就 是 它 所 得 到 的 流体 力学 方程 组 
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Dn 
Or 


只 是 Euter 方程 及 其 修正 ,不 能 给 出 Navier-Stokes 方程 。 尽管 如 
此 ，Hilbert 正确 地 指出 了 把 扰动 法 用 于 求解 Boltzmann 方程 的 
可 能 性 ,并 在 一 定 程 度 上 解决 了 这 个 问题 。 这 给 后 人 的 研究 以 极 
大 的 启发 . 


$ 4.12 Enskog 解法 


针对 Hilbert 展开 无 法 得 到 正确 的 流体 力学 方程 这 个 缺点 ， 
Enskog 提出 了 改进 的 方法 . 他 保留 了 展开 式 〈《4.11.5) ， 同 时 也 把 
时 间 的 导数 对 展开 : 


Bn? 5 + Orn 、 
i=0 


这 个 展开 式 现在 还 只 是 形式 上 的 展开 ， ~ 的 具体 意义 将 在 求 


解 过 程 中 曾 明 。 将 (4.12.1) 式 和 (4.11.5) 式 代入 方程 (4.11.2), 并 按 
s 的 舌 次 排列 ,得 到 各 级 近似 方程 是 
CC no) 一 0， (4.12.2) 


Sl (s—i—1) 
Cn®, n'")) 二 Cn®, no) 2 3 0 
i=1 i 


On -Dn F On -Dn 
一 


2 
Or m Ov 


~—1 
— 2，C(n0 ni), so 1, 2 (4.12.3) 


i=1 


初级 近似 方程 (4.12.2) 的 解 仍然 是 (4.11.10) 式 ,但 我 们 不 用 ce 和 
7。 的 下 标 0 而 把 解 写成 


1 eo po (5) exp | — | (4.12.4) 


式 中 9 一 “27 .这 里 需要 强调 ,在 (4.11.10) 式 中 , wm 一 momsa 和 


7。 只 是 系统 中 流体 力学 变量 (密度 \ 流 速 和 温度 ) 的 初级 近似 ， 而 
在 (4.12.4) 式 中 ，p 一 wm,，e 和 了 就 是 流体 力学 变量 的 精确 值 ! 
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这 是 因为 Enskog 展开 方法 里 限定 了 mn”(s 之 1) 满足 
| pan dv 一 | Von dv 一 0， 


四 


p=0,1,2,3,4; s 之 1， (4.12.5) 
这 里 以 也 是 五 个 基本 磁 撞 不 变量 ,定义 为 
= 1, = (FB, B) = mv 一 e)， 太一 六 mv —e)', 


假定 
nD 一 Op, sm 0,1,2, °°; ho 1, (4.12.6) 
那么 (4.12.3) 式 当 :， 一 1 时 可 写成 
CCzu ， NO080 7) 十 C(CzopD ， jz ) 
Dy Bon 十 De On 未 F On‘9 
Or Dr m Ov 
将 上 式 左边 记 为 na9Lh"， 工 的 含义 与 (4.11.13) 式 一 致 , 只 是 其 中 
n09(w) 应 如 (4.12.4) 式 而 非 (4.11.10) 式 理解 。 于 是 (4.12.7) 式 可 
以 写成 ( 记 住 求 和 约定 ): 


也 8 z= (+ Owp — 3 Do0 十 Or Op 一 3 Ci 2 
0 20 0: p br 20 Dr 


(4.12.7) 


和 十 人 0 


9 Ax; 29: 81 
cx 00 1 8ci 1 00 
20” Dxx Si 0 5 ) Wk 26 0xi， 
(4.12.8) 
式 中 
Vi= vi— oc (4.12.9) 


为 特有 速度 Y 一 一 e 的 分 量 ,了 一 JVI。 分 别 用 1,， 及 六 
与 〈4.12.8) 式 两 边 作 内 积 ,注意 到 工 为 Hermite 算 子 并 以 碰撞 不 
变量 为 其 本 征 函 数 ( 相 应 的 本 征 值 为 零 ) ,同时 利用 下 列 结果 : 


2Z09。 


nd V == 10 
ViVin'va VvV 一 nod 6 ij, 


ViViV’indd UV 一 5700 5271， 


| 
| 
| 
| VViVin Vdv 一 0， 
| 
| 


ViV'n Vd v = 0, 
就 有 

Do 0 (oe 

Bz Bx, (pci), 

0 Ci Oc; 站 A(pO) 
2 a (4.12.10) 
.00 = 一 CC 6 — 0 0c 

61 l Ox; 3 0 a 


于 是 (4.12.8) 式 简化 为 


Ocs 
LiV = (ViVi— tv Ph) 二 
人 

十 人 -2) 80 

20 9 Ox 


由 于 工 是 线性 算 子 ,而 上 式 右 边 对 于 3 及 5 又 是 线性 的 , 同 


时 4 是 标量 ,因此 4 人 各 分 量 的 
线性 组 合 ， 人 各 分 量 的 线性 组 合 ; 齐 次 方程 i .0 的 通 解 


所 以 


Qc; 00 
Pope J 4.12.11 
gi BD i 中 ( ) 


其 中 对 拉丁 脚 标 的 求 和 从 1 到 3， 对 希腊 脚 标 的 求 和 从 0 到 4. 
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(4.12.11) 式 中 Ai; 和 B 应 当 满 足 

LAi 一 ViV; 一 二 Vi By (4.12.12) 
二 二 

LBi=V 个 TI > (4.12.13) 
44 共有 九 个 分 量 . 由 于 工 是 线性 算 子 ,所 以 从 (4.12.12) 式 知道 
LAs — AW = (ViVi 一 二 办 ma 


(pm a FeTaan) 0， 
LA,: 二 ViV, 一 = ViVeo 0。 


不 失 一 般 性 ,可 设 4ii 与 ya 正 交 ,那么 
47 一 4 一 0， 
Ai: 0， 
这 两 式 说 明 4ij 是 无 迹 的 对 称 张 量 。 但 4i; 仅仅 与 p, Y ,9 有 关 ， 


由 它们 能 够 组 成 的 无 迹 对 称 张 量 只 能 是 与 ViV; 一 ViV46i; 成 


正比 的 ,因此 
Aii (py re VaVi6s) 和 A(p,0, ViV)., (4.12.14) 


类 似 地 ,因为 B; 是 矢量 , 且 仅 仅 与 p, Vi;, 9 有 关 , 所 以 有 
Bi ViB(p, 0, ViVh). (4.12.15) 
由 于 4ii 与 $s 正 交 ,所 以 对 于 一 工 的 情况 写 出 (4.12.5) 式 就 是 
86 


f 
EA B; ——— + bid; + bo + bibs ) "a v= 0。 
\0 Ox 


从 68 一 0 及 6 一 4 的 两 式 , 有 
| w+ bba)n dv 一 0， 


及 
| (2 十 bp) pn av = 0, 
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由 这 两 个 式 子 作 线 性 组 合 ,得 到 


| (bt bb) ndv=0 


这 说 明 不 论 必 Vi.V。 取 什 么 值 ，5。 十 bw 恒 为 零 ， 所 以 
bo bs == 0; 而 AD 里 的 2 b,, bs 可 以 并 人 B 之 中 ， 因此 
(4.12.11) 式 成 为 


AU 一 本 5 (Viv; 一 Pass) A(p, 0， 入) 
i 


+ 109 vp,B(p,0, ViV,), (4.12.16) 
0 Ox! 


其 中 4 和 B 应 当 满 足 的 方程 是 


L (rr 二 二 VeVi 4) 


ViVj— ViV 6, (4.12.17) 

L(V1B) =V, (二 i 三 )， (4.12.18) 
26 2 

| ViBn‘Vd v 一 0. (4.12.19) 


得 到 初级 近似 解 (4.12.16) 式 之 后 , 可 以 求 出 m5 对 胁 强 张 量 
Pi 和 热流 矢量 4 的 贡献 。 根 据 Pi 的 定义 式 (4.5.15) ,可 知 wx? 的 
贡献 是 


Pr—m | ViVm dv = m | ViVinhdd vo. 
将 (4.12.16) 式 代入 , 便 得 到 


Oc 1 
PP— 2 a | Vv (Vv — T V0 ) 4 Wav 
i 0 Bx 1 17 3 i n 


由 于 4 和 mn 都 是 关于 太一 VV 的 函数 ， 因 此 容易 看 出 迹 
PP 一 0; 而 ; 关 7/ 时 ,只 有 关 一 2 了 一 7 或 地 一 1 了 一 的 项 才 
对 PY 有 贡献 。 因 此 好 可 以 写成 
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Oc; ，0c， 2 Oc 
PP 一 一 (se 下 Ed 十 二 8 一 《8 (4.12.20 
i 和 \Dr Ox Oe Or Ee 


的 形式 ,其 中 4 称 为 粘 滞 系数 。 讨论 上 任 一 个 分 量 的 表达 式 可 
以 得 到 
天 一 一 了 | daed ep. (4.12.21) 


为 求 得 na 对 热流 矢量 9; 的 贡献 ,可 以 从 定义 式 (4.5.17) 出 发 , 写 
出 
gD = 于 | ViVin dh dd v. 


将 (4.12.16) 式 代入 , 便 得 到 
ql £8 0 | ViViVind Ba v, 
* 


29 Ox 
显然 只 有 《二 i 的 项 才 对 9;? 有 贡献 ,因此 有 
gt? — (4.12.22) 


其 中 有 & 称 为 热 导 率 , 考 虑 44 的 任 一 分 量 可 知 
4 一 一 2 | ViBn‘d my (4.12.23) 


”继续 讨论 下 一 级 近似 。 对 ;一 2,(4.12.3) 式 可 以 写成 


(D (0) 
C(p0， 2) + CnD, nn ) = om 十 Om 
Or Or 


Or m Ov 


(2) (1) 
Le RL DD, nD), (4.12.24) 


十 了 


用 4 与 (4.12.24) 式 两 边 作 内 积 ,注意 到 (4.11.27) 式 , 便 有 


(各 | 学- 于 On es On'D 


nn ”| a 01 Dr 
(DD 
十 于 .on | 一 0, (4.12.25) 
mm Ov 
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又 考虑 到 (4.12.5) 式 ,上 式 便 可 简化 ， 对 和 一 1, 可 以 得 到 


, 1 Om'o Se 
CE 
对 由 二 mv， 可 得 


也 On'™ . On‘D ee 
Gs | Oz 有 Or ]) 
由 于 用 4。 代替 ye 时 (4.12.25) 式 也 成 立 , 所 以 可 以 取 


m9 一 ce) 


得 又 
(En 
Di 


12t0) Or 


这 里 假定 了 下 与 v 无 关 。 把 已 求 得 的 w? 的 表达 式 代入 以 上 三 
式 ， 经 过 简单 的 计算 得 到 


ip 
一 () 
Oi 
Dici 1 8 
| -如 一 一 广 Bi- PP ， (4.12.26) 
OO 之 2 0 个- 2 2 PY Qc) 
oi 3p Or; 3p ”Dr 


把 这 些 结果 与 (4.12.10) 式 一 起 代入 〈4.12.1) 式 , 可 以 得 到 误差 为 
0(e") 级 的 流体 力学 方程 组 : 


Bi Bx 

De eo, Oc 1 Op) J Fi:_ eB yp 

Or Ox; p Ox m p Ox 

00 ole) Oc; 28 | 0 Oc 
dad, 20 dA (D Pp | . 
D: DOx， 3 Oxr; Ox; CS Bx” 


(4.12.27) 


它们 是 关于 粘 灌 流体 的 Navier-Stokes 方程 组 。 
如 果 考 虑 更 高 级 的 近似 ,可 以 把 (4.12.1) 式 的 高 级 修正 项 写 
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出 ,所 得 到 的 方程 称 为 Burnett 方程 (保留 到 0(e?) 项 时 ) 羽 超 
Burnett 方程 (保留 到 0(s*) 项 或 更 高 阶 项 时 )。 这 些 方程 包含 
了 流体 力学 变量 对 空间 坐标 的 三 阶 及 三 阶 以 上 的 导数 . 这 使 人 们 
困惑 不 解 ， 如 何 找到 相应 的 边界 条 件 呢 ? 这 是 Enskog 展开 所 遇 
到 的 边界 条 件 困 难 . 除 此 以 外 ，Enskog 展开 没有 解释 Hilbert 伴 
雇 , 也 可 能 不 适用 于 “初始 层 ” ,边界 层 和 激 波 层 . 

Enskog 展开 的 最 主要 成 果 是 导出 了 Navier-Stokes 方程 ， 并 
给 出 了 输 运 系数 的 一 般 公式 。 Enskog 关于 输 运 系数 的 结 采 和 
Chapman 从 另 一 途径 得 出 的 完全 一 致 , 而且 和 实验 符合 得 很 好 .应 
当 说 ,他 们 的 工作 使 气体 分 子 运动 论 的 理论 方法 向 前 推进 了 一 步 ， 


§ 4.13 ”Enskog 解法 的 应 用 


Enskog 解法 的 最 重要 应 用 就 是 计算 气体 的 输 运 系数 ， 如 粘 
沼 系 数 wp, 热 导 率 上 “等 . 
$ 1.4 中 引入 的 胁 强 张 量 Pi; 和 热流 矢量 4， 的 表达 式 (1.4.15， 
154) 及 (1.4.19) 分 别 可 以 写成 
Be: ，0ci 2 Oct 5 


i 
A ls Ox Ox; 3 Ox 


DecA 
一 FF 6ij, (4.13.1) 
qi 一 一 oT (4.13.2) 


当时 曾 指 出 这 是 实验 结果 ,而 且 系 数 5, 5 和 也 应 当 从 实验 测 
定 .把 上 节 求 得 的 # 一 na% 十 en 十 0(B?) 的 表达 式 代入 (4.5.15) 
式 和 (4.5.17) 式 ,可 以 求 出 


Oc; Oc; 2 Qc 
Pi 一 95) 一 8 (+ 一 全 ee on) 十 0 2 
证 Br 86r 368r (se )， 
(4.13.3) 


qi 二 — 8k 00: 十 0(8’), (4.13.4) 
Or; 
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将 此 二 式 与 (4.13.1) 及 (4.13.2) 式 比 较 , 可 以 看 出 $ 1.4 中 引用 的 
实验 定律 已 经 被 Enskog 解法 证 明正 确 到 0(s) 的 程度 ， 而 且 可 
见 


Poy 
f= ep, 
“一 0， 


Es= Eghks/m; 

它们 给 出 了 理想 气体 的 状态 方程 及 第 二 粘 滞 系数 Z 的 值 ， 也 给 出 
了 f, 的 数量 级 和 计算 公式 。 这 些 结果 说 明 Boltzmann 方程 对 
气体 的 描述 确 比 流体 力学 方程 组 深刻 得 多 .特别 是 ， 从 上 和 上 的 | 
表达 式 (4.12.21) 和 (4.12.23) 式 看 出 ， 输 运 系数 完全 可 以 根据 分 子 
闻 相 互 作用 的 力学 性 质 来 计算 .这 为 运动 论 的 作用 提供 了 一 个 极 
好 的 例子 ， 
为 计算 和 *， 需 要 先 由 〈4.12.17) 一 (4.12.19) 式 求 出 4 和 

B， 由 (4.7.29) 及 (4.7.31) 式 可 以 知道 , 工 关 于 1, m 是 对 角 的 ,而 且 
的 谱 关 于 mm 是 简 并 的 ， 由 于 V; 可 以 写成 Yin( 乡 ) 的 线性 组 
合 ，ViVi 一 十 aaan 可 以 写成 ?Yan( 痕 ) 的 线性 组 合 ,六 == 六 
是 方向 的 单位 矢量 , 所 以 (4.12.17) 式 和 (4.12.18) 式 可 以 分 别 写 


成 z 
L( V?Yn(V)A) Fs V’Y2n (VP) 3 


到 V5 
L(VYm(D)B)— VYnlD) (2). 
如 果 用 基 函 数 (4.7.32) 表 示 , 注 意 w 二 V/V 9 ， 上 面 两 式 就 可 写 
成 
L(AvIY3n(0)) = viY2n( 0) LY(v?)2), (4.13.5) 
L(BvY 1.m(d,)) 全 2iYin(bD)EL3a2(ot/2)。 (4.13.6) 
对 予 Maxwell 分 子 , 因为 上 两 式 的 右边 都 是 工 的 本 征 函 数 ， 所 以 
简单 地 有 
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J 1 11 WT 


ed 
dap 2 


其 中 4 入 已 由 (4.7.36) 式 给 出 。 对 于 非 Maxwel 分 子 ,可 以 把 
4，B 用 广义 Laguerre 多 项 式 展开 : 


2 
A= 5 4LY (S), 
B= 3 BsL3 (4) 
Tul 


其 中 A4,，B, 是 与 v, 无 关 的 常 系数 。 了 的 展开 式 从 “一 1 开始 
是 为 了 要 满足 (4.12.19) 式 。 现 在 (4.13.5) 和 (4.13.6) 两 式 给 出 确定 


> das = bsn, s 一 0，1,2….， (4.13.7) 
了 0 
DY) Bb = b6m, $= 1,2,.°°, (4.13.8) 
了 二 1 


a 一 《zi3jYaw， 志 (2 Yn)), 
ao = (viIY2m, VIY2m), 
bs = (VALIPY im, LvLYY 1n)), 
bi = (viLIY,,, viLI?Y Lm). 
利用 (4.8.2) 和 (4.8.3) 式 可 以 得 到 
ds 一 Mirror — Mysto2+tie 
又 由 (4.8.3 ) 式 知 


oo 一 Na 一 三， bi = Nu 一 一 。 
x 


所 以 (4.13.7) 及 (4.13.8) 式 又 可 写成 


> . AsM3, 43+42 二 得 :0， (4.13.9) 

了 一 [0 4x 

> | BM ,412+1 Tn Oi, (4.13.10) 
| 于 4x 
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Mo 的 值 已 由 (4.8.15) 式 给 出 ,所 以 将 (4.13.19), (4.13.10) 式 取 到 
某 一 阶 截断 ,就 可 求 得 4;,，B, 的 近似 值 ,从 而 计算 4 和 +。 实际 
计算 表明 ,只 取 少 数 几 阶 ,就 可 以 得 到 比较 精确 的 结果 ， 与 实验 很 
好 地 符合 ， 

王 承 书 和 Uhlenbeck 用 Enskog 方法 讨论 了 能 激 波 的 宽度 ， 
因为 弱 激 波 的 宽度 是 0(s) 的 ,而 激 波 两 侧 流体 力学 量 的 差别 也 是 


效 ， 另 一 方面 , 激 波 问 题 不 涉及 容器 表面 ( 即 考虑 激 波 时 ， 可 把 气 
体 看 成 无 界 ) ,所 以 可 以 避 开 Enskog 展开 中 的 边界 条 件 困难 . 

这 里 不 打算 介绍 王 承 节 和 “Uhlenbeck 的 详细 计算 , 而 只 是 给 
出 结果 。 他 们 首先 把 Enskog 展开 作 到 第 三 级 近似 ,得 到 超 Burnett 
方程 。 用 激 波 上 游 的 Mach 数 减 1〈 记 为 作 参 量 来 展开 ,得 到 
关于 激 波 宽度 的 表达 式 : 

A (4.13.11) 
i 8 81 
其 中 4 是 上 游 气体 中 的 分 子平 均 自由 程 , : 是 激 波 的 宽度 ,而 


8 
B1™ FV I 
这 里 7 一 -， 对 于 单 原 子 Maxwell 分 子 ,用 Navier-Stokes 方 
程 、 i 方程 和 超 Burnett 方程 求 得 的 系数 了 有 分 别 
列 于 下 表 


Navier-Stokes 


Burnett 


超 Burnett 
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实验 证 实 了 Burnatt 方程 或 超 Burnett 方程 对 Navier-Stokes 方程 
的 修正 ， 但 尚未 证 实 超 Burnett 方程 对 Burnett 方程 所 作 的 修正 . 
从 系数 8 的 绝对 值 大 大 超过 8 的 绝对 值 来 看 ,估计 (4.13.11) 式 
的 收敛 半径 不 大 , 即 Enskog 展开 只 能 用 于 弱 激 疲 , 不 能 用 于 强 激 
波 . 


需要 指出 ，Navier-Stokes 方程 求 得 的 2 值 与 Burnett 方程 或 


超 Burnett 方程 求 得 的 一 致 是 偶然 的 ， 这 来 和 激流 宽度 定义 的 特殊 
性 .车 实 上 ,两 种 方程 计算 所 得 到 的 激 波 结构 是 不 同 的 。 如 果 改 


用 其 他 的 宽度 定义 ,系数 pn 就 可 能 不 同 。(4.13.11) 式 中 所 用 的 
定义 是 
2 Vo 


一 


dx / max 


这 里 wy 和 分 别 是 下 游 和 上 游 的 流速 ，( -2 ) ， 表 示 速度 梯度 
的 极 大 值 . 


$4.14 气体 与 表面 的 相互 作用 


以 上 对 Boltzmann 方程 的 讨论 都 没有 涉及 边界 条 件 。 本 节 将 
讨论 气体 与 固体 表面 的 相互 作用 ， 从 而 确定 容器 壁 处 气体 分 布 函 
数 所 应 满足 的 边界 条 件 . 

关于 气体 与 表面 相互 作用 的 问题 ， 无 论 从 理论 上 或 是 从 实验 
上 , 旦 前 得 到 的 结果 都 不 很 充分 。 理论 研究 的 主要 困难 是 对 固体 
表面 层 结构 的 了 解 不 够 ， 因 此 无 法 确 知 气体 分 子 与 固体 分 子 之 间 
相互 作用 的 细节 。 由 于 真空 技术 和 测试 手段 的 高 速 进 步 ， 近 十 余 
年 来 实验 上 对 固体 表面 层 的 研究 有 了 长 足 的 进步 。 根据 这 些 实验 
证 究 的 结果 ,我 们 知道 ,气体 与 表面 的 相互 作用 情况 不 仅 与 表面 温 
度 有 关 ，, 而 且 也 与 表面 的 光滑 程度 ,表面 是 否 干净 等 因素 有 关 。 此 
外 ， 还 应 考虑 到 气体 分 子 与 固体 表面 分 子 间 的 相互 作用 不 仅 可 能 
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是 物理 的 (如 散射 ,吸附 等 ), 而 且 也 可 能 有 化 学 反应 。 因此， 从 运 
动 论 的 角度 来 处 理气 体 与 表面 的 相互 作用 时 ， 只 能 采用 某 些 简化 
的 模型 ， 

最 简单 的 模型 ， 也 是 历史 上 气 GO 

型 ,就 是 所 谓 刚 壁 镜 反 射 模 型 。 这 模型 中 假定 , 当 速 度 为 v” 的 分 
子 打 在 内 法 向 为 # 的 表面 上 时 ,就 以 速度 VV 一 v 一 24 和 7) 区 
射 回 气体 ， 这 种 假定 最 易于 理论 处 理 ,但 却 不 很 符合 实际 .通常 ， 
出 射 分 子 的 速度 并 不 能 被 信 射 分 子 的 速度 完全 决定 ， 因 此 只 能 设 
法 计算 转移 几率 R(v' 一 0); 它 表示 以 w 人 射 到 表面 上 的 分 子 以 
v 射 回 气体 的 几率 。 一 般 来 说 , R 与 组 成 表面 的 材料 有 关 , 与 边界 
上 的 位 置 有 关 , 也 可 能 与 时 间 有 关 ， 
， ”应 当 指 出 ， 和 人 射 分 子 在 表面 发 生 的 散射 过 程 是 需要 一 段 时 间 
Al 的 。 因 为 人 射 分 子 不 一 定 刚 一 接触 表面 就 立即 返回 气体 , 它 有 
可 能 被 表面 吸附 一 段 时 间 以 后 再 发 射出 来 ， 也 有 可 能 先 穿 人 到 表 
面 内 一 定 的 深度 (通常 是 若干 层 分 子 的 深度 ) 之 后 再 经 受 碰撞 而 返 
回 。 但 是 ,大 多 数 情 形 下 ,由 于 A: 比 起 所 考虑 过 程 变 化 所 需 的 时 
闻 来 还 是 很 小 的 ,所 以 可 以 忽略 不 计 . 

由 于 我 们 取 # 为 表面 的 内 法 向 单位 矢 , 所 以 只 有 v' .有 <0 
的 分 子 才 能 打 到 表面 上 。 单位 体积 内 速度 在 w 附近 22” 范围 内 
的 分 子 数 是 xn(v')d v', 而 在 dz 时 间 内 能 射 到 表面 元 44 上 的 分 子 
都 在 体积 为 lo"* #1a4dz 的 柱 体内 ,这 样 的 分 子 数 共 有 n(v')1v 
Aldv'4A dt。 按照 转移 几率 R (v' 一 0) 的 定义 ,这 些 分 子 在 表面 
射 回 后 成 为 速度 vz 的 分 子 的 数目 为 


R(D' — v)n(v')|v' .Aldv'dAdi, 
它们 应 当 分 布 在 体积 为 lv . Al44 az 的 柱 体内 ,因此 


dAdt | R(v' > vo)n(v) 0 .ad 


v1 有 co 
— gy(v)|v. AldAdz, v' 有 A> 0, 
两 边 消去 44 dt ， 就 有 
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lo . jln(o) 一 | RCV > 0) 10 - Aln(v )d vw’, 


vv* 有 二 0. (4.14.1) 
这 是 分 布 函数 na(v) 应 当 满 足 的 边界 条 件 的 形式 。 它 的 具体 内 容 
只 有 当 确 定 R(z 一 v) 的 具体 形式 之 后 才能 明确 。 按照 转移 函 
' 数 R(v' 一 2D) 的 物理 意义 , 它 是 半 正 定 的 , 即 


RD 一 0 站 ) 过 10， (4.14.2) 
假定 表面 不 吸收 也 不 产生 气体 分 子 ,那么 就 有 
| Rs RD >v)d4v=1,v .0., (4.14.3) 


假定 nw(v) 是 气体 与 固体 表面 达到 热平衡 时 的 分 布 , 那么 nw(5) 

应 当 满 足 (4.14.1) 式 。 也 就 是 说 , 如果 我 们 知道 了 nw(v) 的 形式 ， 
那么 RGz 一 v) 就 应 当 满 足 条 件 ; 

nw(v)lv .A| 一 | 

了 让 二 10。 (4.14.4 ) 

这 式 称 为 细致 平衡 条 件 。 (4.14.2) 至 (4.14.4) 式 是 我 们 对 于 转移 几 


率 的 性 质 所 作 的 基本 假设 我 们 将 只 讨论 这 样 的 转移 几率 . 此 
外 ， 我 们 假定 xw(v) 采取 下 列 形式 : 


RD — Unw(v')|v' .Aldv’, 
0 


nw(v) 一 (2zgy)-:exp (— 二 一 ) (4.14.5) 
式 中 bw = 《97,7 是 表面 的 温度 ， 可 见 ，mw《v) 就 是 气 休 温 
度 与 墙壁 温度 相等 时 的 Maxwdl 分 布 。 
镜 反 射 的 表面 转移 几率 为 


RD 一 D) 一 5(D 一 D + 2A(F.0)). (4.14.6) 
男 一 种 极端 的 情况 是 全 重 发 射 : 


1 2 
R(V 一 了 由) 一 了 ,让 一 一 一 (— 革 ). 4.14. 
人 a S00 


它 表示 射 到 表面 的 所 有 分 子 都 在 瞬间 与 表面 达到 热平衡 ， 然 后 以 
Maxwell 分 布 重新 回 到 气体 中 , 它 具 有 表面 的 温度 Tw. 


ea 2ZS * 


为 了 更 接近 实际 情况 ，Maxwell 假定 转移 几率 介 于 上 述 两 种 
理想 的 极端 情况 之 间 : 
R(V —>0)—= (1 —a)6(v— vt 2A(A. Vv)) 


2 
eM (- 2 )， 4.14.8 
2 二 0 ) 


这 里 0 过 a 过 1,。o 被 称 为 表面 的 调节 系数 ,其 数值 由 实验 决定 ， 
(4.14.8) 式 给 出 的 转移 几率 被 称 为 Maxwell 转移 核 ,相应 的 边界 
条 件 叫 Maxwell 边界 条 件 。 它 的 物理 意义 很 明显 , 就 是 人 射 分 
子 总 数 的 (1 一 s) 部 分 被 镜 反射 ,而 其 余部 分 被 重 发 射 ， 在 理论 
讨论 中 ，Maxwell 边界 条 件 最 为 常用 ,因为 它 不 太 复杂 , 又 与 实验 
结果 接近 . 其 他 模型 的 转移 核 过 于 复杂 ,在 理论 上 应 用 不 多 ， 下 一 
章 末 (§5.16) 将 介绍 其 中 的 一 种 . 
由 (4.14.1) 和 (4.14.3) 式 可 以 证 明 ， 


|。 "An(v)dav 一 0， (4.14.9) 
事实 上 ,把 (4.14.1) 式 两 边 对 于 dv 遍及 区 域 m .和 > 0 积分 ; 便 有 
[ lIv :Aln(v)av 


一 | ds oo dvR(v’ —> v)|v :Ain(v’'), 
在 右边 利用 (4.14.3) 式 , 便 得 到 


| i | vAn(v')d vo, 
wef#>0 vy 0 


将 右边 的 积分 变量 改写 为 v", 表 移 项 到 左边 ， 便 得 到 (4.14.9) 式 . 
这 个 式 子 说 明 表 面 处 气体 分 子 速度 平均 值 一 一 质量 速度 e 沿 法 向 
的 分 量 为 零 。 

以 上 的 讨论 中 都 假定 表面 静止 不 动 。 如 果 表 面 以 速度 vw 运 
动 ， 那 么 以 上 各 式 中 的 速度 vo 2 都 应 当 用 气体 分 子 相对 于 表面 的 束 
度 2 一 vw 代替 . 

本 节 所 讨论 的 三 种 转移 几率 (或 转移 核 ) 都 是 唯 象 引进 的 ; 而 
且 , 对 Maxwell 边界 条 件 ,调节 系数 a 也 只 能 由 实验 确定 。 但 实验 
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虱 贞 斌 部 


表明 , a 与 人 射 速度 有 关 。 另 外 ,按照 (4.14.8) 式 , 当 一 东 定 向 分 于 
人 射 到 平 表面 上 时 ， 出 射 的 分 子 数 应 当 只 在 一 个 方向 上 取得 极 大 
值 。 但 在 较 低 温度 下 用 晶体 做 的 散射 实验 表明 ， 极 大 值 在 不 士 一 
个 方向 上 出 现 ， 这 可 能 是 由 晶体 的 周期 性 结构 所 造成 的 。 可 见 ， 
本 节 所 讨论 的 转移 几率 的 几 种 简化 模型 与 实验 结果 还 有 相当 距 
离 。 理 论 讨 论 中 较 多 地 采用 (4.14.8) 式 ,在 某 种 意义 上 是 出 于 不 得 
已 

” ”$4.4 中 讨论 炉 平衡 方程 与 互 定理 时 ， 没 有 考虑 边界 的 影响 ， 
实际 上 ,对 于 满足 (4.14.2) 至 (4.14.4) 三 个 条 件 的 转移 几率 , 仍 可 证 
明 业 平 衡 方程 和 豆 定 理 可 以 推广 . 读者 可 以 参考 文献 [7] 。 


$4.15* 具有 小 Knudsen 数 的 Boltzmann 方程 


由 $4.11 及 $4.12 知道 ,对 于 具有 小 Knudsen 数 的 Boltzmann 
方程 ,由 Hilbert 解法 或 Enskog 解法 所 求 得 的 分 布 函数 都 是 流体 
力学 变量 p，e 和 9 的 泛 水 ,因此 无 法 满足 任意 的 初始 条 件 和 边界 
条 件 。 这 样 的 解 总 是 离 局 域 平衡 状态 不 远 的 ,我 们 称 之 为 正规 解 . 

Hilbert 展开 得 到 了 一 种 正规 解 ,但 没有 给 出 Navier-Stokes 方 
程 ; Enskog 展开 也 得 到 了 一 种 正规 解 , 同时 给 出 了 Navier-Stokes 
方程 ,但 遇 到 了 边界 条 件 困难 。 从 奇异 扰动 方法 的 第 度 来 分 析 , 还 
有 一 个 很 重要 的 问题 ,就 是 两 种 展开 里 都 存在 久 期 项 。 这 里 所 说 
的 久 期 项 ,是 指 展开 所 得 级 数 中 随时 间 无 限 增 大 的 项 。 久 期 项 的 
存在 使 展开 级 数 只 在 有 限 的 时 间 内 有 效 。 只 有 设法 消去 久 期 项 ， 
才能 得 到 在 所 有 时 间 内 都 有 效 的 正规 解 。 可 以 证 明 ， 消 去 久 期 项 
的 正规 解 所 给 出 的 流体 力学 方程 在 各 阶 近 似 中 都 是 Navier-Stokes 
类 型 的 方程 ,因此 不 出 现 边界 条 件 困难 

在 得 到 正规 解 之 后 ,还 有 三 个 问题 应 当 讨 论 , 即 

(i) 正规 解 和 给 定 初 始 条 件 的 连接 ， 即 给 定 的 初始 分 布 如 何 
向 正规 解 弛 豫 的 问题 一 一 初始 层 解 问题 ; 

(i) 正规 解 和 给 定 边界 条 件 的 连接 , 即 边界 层 解 问题 ; 

4ii) 激 波 两 侧 正规 解 的 连接 , 即 激 波 层 解 的 问题 . 
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关于 初始 层 解 的 问题 ,从 (4.11.2) 式 可 看 出 , 如 果 初 始 分 布 
n(t = 0)= 71(0) (4.15.1) 
使 得 C(n(0), n(0)) 站 0， 那 么 就 有 
On 1 
人 (23), 
也 就 是 说 ， 在 初始 的 短 时 间 ( 初 始 层 ) 内 ， 分 布 通 数 的 变化 十 分 剧 
烈 。 为 了 讨论 初始 层 中 解 的 行为 ,合适 的 时 间 标 度 应 当 是 


r= (4.15.2) 
E 


Grad 对 于 初始 分 布 > (0) 和 局 域 Maxwell 分 布 相差 不 大 的 
情况 讨论 了 初始 层 解 人 9。 他 把 Boltzmarm 方程 (4.11.2) 的 解 写 成 
两 部 分 : 


n= nF, Vv, ETS E) + ni(r,v, 7;6), (4.15.3) 
其 中 第 一 部 分 x, 一 ws(r, v, 1; 8) 是 由 Hilbert 展开 给 出 的 正规 
解 , 它 形 式 上 满足 (4.11.2) 式 , 即 


On On FF On 工 
一 一 十 了 2 ”十 一 .一 “一 一 CC 1); (4.15.4 
a st) 


但 它 不 能 满足 给 定 的 初始 条 件 。 把 # 满足 的 方程 (4.11.2) 和 4, 满 


足 的 方程 (4.15.4) 相 减 , 可 以 得 到 初始 层 中 补充 解 na: 所 满足 的 方 
程 : 


bu (gm 已 .an 
otelo DR | 
一 2C(2 12) YH Cns, 7 )。 (4.15.5) 
nm 所 满足 的 初始 条 件 为 
ni(T™= 0) = 71(0) 一 pn 一 0)， (4.15.6) 


由 于 我 们 在 (4.15.3) 式 中 将 正规 解 的 宗 量 上 换 成 了 sr， 所 以 
na 的 Hilbert 展开 不 再 是 的 客 级 数 ,而 必须 如 下 重新 展开 : 


ns 一 DH) 60(r、D，r)， (4.15.7) 


了 一 0 


其 中 首 项 nw 与 时 间 无 关 , 是 局 域 Maxwell 分 布 ， 事 实 上 ， 在 初 
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始 时 刻 :一 一 0，(4.15.7) 式 中 的 展开 应 与 原来 的 Hilbert 展 
开 一 致 ;2 既 与 时 间 无 关 , 自然 应 该 等 于 : 一 0 时 由 (4.11.10) 式 
给 出 的 Hilbert 展开 的 首 项 , 即 一 局 域 Maxwell 分 布 。 因 此 ,可 以 
选取 "9 等 于 给 定 初始 分 布 中 的 局 域 Maxwell 分 布 那 部 分 。 于 
是 ,由 于 假设 a(0) 与 局 域 Maxwell 分 布 的 偏离 不 大 ， 可 以 看 出 
mi 为 小 量 ;将 m 展开 如 下 


Ni = > gn (r, Vv, T), (4.15.8) 
并 与 (4.15.7) 式 一 同 代入 方程 (4.15.5), 便 得 到 zx 所 满足 的 方程 
组 ; 
oe. = 2C(n0, nd), 
(4.15.9) 
On 
Br = 2C(n0, nn) + R,, s > 2, : 


式 中 


(s—1) (一 力 
R=— v.00 E.On 
Or m Ov 


:1 
十 C(2p 十 nt, nO), (4.15.10) 


由 于 ”多 是 给 定 的 ,所 以 (4.15.9) 式 中 2C(n 信 , n49) 是 作用 在 a 
上 的 线性 算 子 。 实际 ， 利 用 "入 为 局 域 Maxwell 分 布 的 事实 和 
$4.11 中 的 类 似 方法 , 置 

nl — ng,, (4.15.11) 
并 引进 半 人 负 定 的 Hermite 算 子 L: 
2C(n9, nn) _ 2C(n0 ,nd0g,) 


Leg; 
ne no) 


= 人 | w dé'ugon® (w)[g(v') 十 8 (w’) 


— g,(v) — g,(w)], (4.15.12) 
便 可 将 方程 组 (4.15.9 ) 改 写成 
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Og, 


Br 一 了 bi 
5 (4.15.13) 
区: 一 Lg;+ G,, :之 2, 


区， 而 R, 由 (415.10) 式 给 出 ;注意 ，R, 及 G, 仅 依 凡 


下 人 ,pg 方程 组 (4.15.9) 或 (4.15.13) 的 初始 条 件 应 由 给 定 
初始 分 布 a(0) 对 。 的 展开 


n(0) 全 3 sn (0) (4.15.14) 


f=0 


导出 ;从 (4.15.6) 一 (4.15.8) 式 可 以 得 到 : 


一 No(0) 为 局 域 Maxwell 分 布 ， 


4.15.15 
m9(0) 十 四"(0) C="(0), :> 1. : | 


用 磁 挤 不 变量 $sfa 一 0, 1，… ,4; 见 (4.11.15) 式 ] 乘 方程 组 
(4.15.9) 中 各 式 两 边 , 再 对 v 积分 , 置 


p 名 一 | ban?av 一 | bend gd D， 
并 注意 $s 与 碰撞 积分 C 相 乘 后 对 v 的 积分 恒 给 出 零 ( 而 与 C 所 涉 
及 的 分 布 函数 无 关 ), 便 可 以 得 到 
ee 只 人 ， 
| Ra 


了 一] f5 一 
-一 [wo 到 一 二 三 . nm Pr)av. (4.15.16) 
Dr Ov 


LA 


由 此 得 (为 书写 简单 起 见 , 以 下 取 下 一 0) 


0) Gs) Bozf 
pr (7, z) = pia (r, 0) 一 1 dr 1dyeDp dv 
0 


Or 


(4.15.17) 
设 oo (7) = | pun(0)dv 是 由 (4.15.14) 式 中 初始 分 布 2(0) 
的 展开 系数 we(0) 算出 的 流体 力学 量 , 则 由 (4.15.15) 式 应 有 
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po Cr) = pir), 

i = pi(r, 0) 十 pid(r, 0), s 之 1, 
要 是 取 pf3(r, 0) 为 去 (5 之 1)， 而 以 真正 初始 值 ps (7r) 作为 正 
规 解 的 初始 值 p22(r,0), 就 会 导 至 不 正确 的 结果 .事实 上 , Hilbert 
展开 只 是 渐 近 地 成 立 , 因 此 在 上 一 0 时 不 会 和 真正 的 解 取 同 祥 值 . 
更 正确 的 作法 是 要 求 在 渐 近 区 (+ 一 co 时 ) 真正 解 ” 趋 近 于 正规 
解 a。, 即 当 z 一 co 时 补充 解 岂 对 流体 力学 变量 的 贡献 pia(r, 7) 
应 趋 于 零 [ 见 图 4.3]。 这 样 ,由 (4.15.17) 式 可 以 得 到 


pu 人 战 内 


(4.15.18) 


ile 一 一 


图 4.3 Hilbert 解 的 改正 初始 值 


00 On*-D 
pI(r, 0) 一 | dt | pV. -一 一 一 dmD， (4.15.19) 
0 Or 
将 上 式 代 人 (4.15.18) 式 ,得 到 
oo s—1) 
p27, 0) — oP(r) 一 | ar | pov: SE do; (4.15.20) 
0 r 


这 便 是 Hilbert 解法 中 应 当 采 用 的 改正 初始 值 。 它 等 于 真正 初始 
值 与 来 自前 一 步 补充 解 wn)? 的 贡献 之 和 。 在 所 讨论 的 ,初始 分 
布 与 局 域 Maxwell 分 布 偏离 不 大 的 情形 下 ，x; 对 。 的 展开 从 一 
阶 开始 ， 所 以 从 《4.15.20) 式 可 见 ， 对 初始 值 的 改正 只 在 8 阶 
(一 2) 才 开始 出 现 . 

利用 方程 组 (4.15.9) 或 (4.15.13) 和 和 条件 (4.15.19) 式 ,同时 用 从 
改正 初始 值 (4.15.20) 求 得 的 正规 解 ,可 以 逐步 求 得 鸣 ,从 而 给 出 
补充 解 m， 这 个 解法 称 为 Grad 解法 。 


es $87 。 


Grad 解法 证 清 了 Hilbert 伴 雇 , 说 明了 Hilbert 解法 给 出 的 
只 是 若干 平均 自由 时 间 以 后 的 渐 近 解 。 当 将 这 渐 近 解 外 推 至 初始 
时 间 时 ,会 和 真正 的 初始 值 不 同 ( 出 现 间 断 ), 如 图 4.3 所 示 。 举 一 
个 简单 的 例子 可 以 有 助 于 理解 这 种 现象 、 考虑 常 微分 方程 
s+ 站 二 人 ym 0 lO (41521) 
i 


如 果 求 证 规 解 ' , 设 
y = yo 十 67 十 A 十 ‘., 


那么 8 各 阶 的 方程 为 
yy = 0, 
dy‘® 
yD 一 一 一 一 一 ， 
at 
y'™ | 一 国 
at 
因此 
y= 0 


它 无 法 满足 初始 条 件 y(t 二 0) 二 1. 如 果 我 们 写 出 定 解 问题 (4.15.21) 
的 严格 解 
y= e 和 洛 ， 
就 可 以 看 出 ,， 它 在 上: 一 0 附近 0(s) 的 时 间 内 才 明显 非 零 . 当 
sg 一 0 时 ,> 在 上 一 0 处 间断 : 
ee - 当 上 一 0 时 ; 
0， 当 二 0 时 . 
Grad 解法 仍然 存在 一 些 问题 . 王 承 书 在 讨论 气体 中 声波 的 色 
散 时 , 曾 发 现 Maxwell 分 子 气体 中 存在 ' 高 矩 声波 。 通常 的 声 
波 是 分 布 函 数 前 三 次 矩 ( 即 密度 .流速 和 能 量 ) 的 波动 ,而 高 矩 声 波 
则 是 分 布 滔 数 更 高 次 矩 的 波动 。 虽 然 高 矩 声波 的 衰减 很 快 ， 很 难 
在 实验 上 观测 到 ， 但 是 Grad 解 中 没有 给 出 这 种 波 ， 在 理论 上 是 
一 个 问题 。 另外 ， 在 Grad 解法 中 也 存在 久 期 项 ， 事 实 上 ， 从 方 
程 组 (4.15.13) 中 第 一 式 可 见 
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8 ~ eer, (4.15.22) 
这 里 一 2p 是 算 子 工 的 本 征 值 ，p = 一 p(r) 是 和 初始 粒子 密度 分 布 
成 比例 的 无 量 纲 量 { 试 比较 工 的 表达 式 (4.15.12) 右边 被 积 函数 中 
的 因子 son 多 ]。 而 从 (4.15.13 ) 中 第 二 式 可 见 ，8: 满足 方程 


Og, 二 > 一 . Og, 一 一 
Or Ty Dr 
当 把 (4.15.22) 式 代入 上 式 右边 时 ,会 出 现 含 因 子 


Op ipr 
AV 一 一 Te ? 
Or F 


的 项 ,所 以 8 中 会 出 现 含 因子 


Op T 一 pr 
MV ， 一 一 一 上 “9? 
Or 2 


的 项 ， 依 此 类 推 ,在 &+r 中 会 出 现 含 因子 
. Op 4 元 2 -ar 
区 CT 


的 项 。 n+? 一 n2 gs 中 当然 也 会 出 现 这 样 的 项 。 于 是 ， 


中 就 会 出 现 含 因子 
Op 


emp| 一 er 和 =| (4.15.23) 
2 Or 


的 项 ， 随 着 7 的 增加 ,指数 中 含 2 的 项 将 会 超过 前 面 的 项 , 从 而 
给 出 Grad 展开 中 的 久 期 项 。 本 书 作 者 的 详细 计算 sz 表明 ,正确 
的 奇异 扰动 解法 的 展开 中 不 会 出 现 久 期 项 ;而 消去 久 期 项 后 , 王 承 
节 所 发 现 的 高 矩 声波 便 自动 出 现 、 另 外 ， 初 始 层 中 除 可 能 存在 高 
矩 声波 外 ,还 可 能 发 生 一 些 正 规 解 中 不 可 能 给 出 的 现象 ,例如 在 一 
定 初 始 分 布下 会 出 现 热流 从 低温 区 流向 高 温 区 的 现象 吧 ， 这 在 祝 
始 层 中 并 不 违背 热力 学 第 二 定律 ， 因 为 当初 始 分 布 远 离 局 域 平 衡 
时 ,系统 向 局 域 平衡 的 弛 弛 过 程 中 灶 是 增加 的 ,这 一 增加 抵消 了 由 
于 热量 从 低温 流向 高 温 所 导 至 炉 的 减少 而 有 余 ， 
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初始 层 的 宽度 用 7 量度 时 为 0(1) 数量 级 , 因此 用 + 量度 时 
为 0(s) 数量 级 , 即 几 个 分 子平 均 且 由 飞行 时 间 . 

边界 层 解 的 讨论 与 上 面 对 初 始 层 解 的 讨论 有 某 些 类 似 之 
处 “多 。 但 由 于 边界 条 件 与 初始 条 件 的 提 法 不 同 菩 见 (4.14.1) 
式 ], 为 把 分 布 痕 数 n(v) 应 满足 的 边界 条 件 具 体 化 ,需要 对 速度 空 
间 中 v.# 二 0 和 v :有 之 0 两 部 分 分 别 引 入 不 同 的 基底 沪 数 。 另 
外 ， 为 了 反映 分 布 函数 在 边界 层 的 剧烈 变化 ， 要 引信 新 的 空间 标 
度 。 结 果 表 了 明 ”“ -9 边界 层 的 宽度 为 几 个 分 子平 均 自 由 程 3 在 边界 
层 解 里 也 出 现 一 些 正规 解 所 不 能 反映 的 现象 ,如 温度 间 里 ,速度 间 
烙 和 热 光 移 现象 等 . 

温度 间断 是 指 气 体 与 冷却 固体 表面 之 间 有 温度 差 .， 在 靠近 边 
界面 但 非 紧 挨 界 面 的 地 方 ,温度 随 距离 线性 变化 〈 如 图 4.4 中 4B 
段 所 示 ), 但 在 紧 挨 男 面 大 约 一 个 分 子平 均 自 由 程 的 范围 内 ， 温 度 


图 4.4 边界 上 的 温度 间断 


梯度 加 大 (如 4C 段 所 示 ); 这 范围 内 分 布 函数 也 远离 局 城 平衡 。 
因此 温度 应 理解 为 (4.3.8) 式 中 定义 的 动力 学 温度 .假如 把 直线 部 
分 B4 延长 到 与 界面 相交 处 ， 得 到 了 与 界面 温度 之 差 87， 则 有 


py (4.15.24) 
On 


趟 市 人 表示 沿 界 面 法 向 求 导 ，8g > 0 称 为 温度 间断 系数 和 9. 
靠近 界面 处 流速 e 的 变化 也 有 类 似 情况 。 界面 处 的 速度 
所 490 


间断 为 "4 


pe 一 (4.15.25) 


式 中 < 为 切 向 流速 ,5 称 为 滑 移 系数 .8 和 5 都 具有 长 度量 纲 ,为 
分 子平 均 自由 程 i, 的 量 级 . 热 滑 移 是 指 当 固体 界 壁 各 处 温度 不 
同时 ,气体 产生 的 切 向 流动 , 切 向 速度 筷 
C= WVYT, (4.15.26) 
式 中 Vi7 是 Y7 的 切 向 分 量 ，4 > 0 正比 于 ),。 
激 波 层 的 问题 是 最 复杂 的 。 对 于 弱 激 波 , 正 规 解 仍 可 适用 ,但 
对 于 强 激 波 则 否 。 讨论 强 激 波 的 解析 方法 旧 前 仍 停 留 在 相当 粗粮 
的 水 平 上 。 Mott-Smith 假定 分 布 函数 有 下 面 的 近似 表达 式 ”“4: 
n(x, Vv) =— a(x)ni(v0) + bx)n_(v) (4.15.27) 
式 中 下 标 土 分 别 表 示 上 游 (x 一 一 co) 和 下 游 (x 一 十 co) 的 值 ， 
这 里 假定 了 分 布 函数 与 另 二 坐标 》，z 无 关 , a(x) 和 w(x) 是 待定 
的 函数 ,而 
fo VU— cié.) 
SR exp | 一 | (4.15.28) 
将 (4.15.27) 式 代 人 ”Boltzmann 方程 ,可 求 得 两 个 甜 方程 以 决定 两 
个 待定 的 函数 a(x) 和 6(x)。 实验 表明 ，Mott-Smith 方法 对 于 强 
激 波 是 定性 正确 的 ,但 对 弱 激 波 却 不 正确 。 理 论 分 析 也 表明 ,选取 
Boltzmann 方程 的 不 同和 矩 方程 定 出 的 *(x) 和 6&6(x)， 差 别 也 较 大 ， 
因此 这 种 方法 需要 改进 . 
Salwen 等 假定 分 布 函数 为 “7 
n(x, V0) = a(x)ni(v) + bx)n_(v) + cx)n(v), 
式 中 xx(p) 仍 由 (4.15.28) 式 给 出 ,而 


rp) = (os 一) (ES) ep[ 一 se — 2:)], 


这 里 ww, vo 及 4 都 是 常数 ,这 些 常数 及 待定 函数 a(x), 5 (x), c(*) 
由 守恒 定律 及 适当 选择 的 答 方 程 来 决定 。 这 方法 使 结果 有 了 明显 
的 改进 。 但 是 ， 油 波 层 结构 的 解析 讨论 仍然 是 一 个 开放 的 问题 . 
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4 4.16* 和 具有 大 Knudsen 数 的 Boltzmann 方程 


对 方程 (4.11.2), 还 可 以 考虑 另 一 种 极端 情况 ， 那 就 是 大 Kn- 
udsen 数 的 情况 : 
一 下 一 o (4.16.1 ) 


0 


大 Knudsen 数 的 情况 可 以 在 极 稀薄 的 气体 中 发 生 , 其 中 分 子平 均 
自由 程 很 大 。 在 〈4.11.2) 式 中 取 极限 e -> oo ， 就 得 到 无 磁 瓜 的 
Boltzmann 方程 


On .Or .FF.0r, 
eh (4.16.2) 
我 们 只 讨论 无 外 力 场 的 情况 , 册 
On On _ 
tv (4.16.3) 
假设 初始 条 件 
n(r,v,t=— 0)=n,(r,v) (4.16.4) 
已 经 给 出 ,那么 无 限 空间 中 ,(4.16.3) 式 的 解 就 是 
n(r, vt)— nr — vi, 9). (4.16.5) 


对 于 某 一 个 分 子 物理 量 g( 它 可 以 是 分 子 的 质量 、 速 度 分 量 、 动 能 
等 ), 可 以 求 出 气体 单位 体积 中 该 量 的 值 


O (r,1) | arr, v, 1)dv 一 | qnm(r — V1, Vv)av. 
作 代 换 
7 一 7 一 Di， (4.16.6) 
容易 发 现 其 Jacobian 为 
8(Cx ， 》 z ) a 


8(zz，zy， vs) 
所 以 


QO(r, 1) 一 | gi (r, = > dr’. (4.16.7) 
积分 是 在 无 限 空 间 中 进行 的 。 对 于 一 维 问题 , 即 分 布 函数 mr(ryp) 
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只 依赖 于 x 和 zz 的 情形 ,可 以 将 (4.16.7) 式 简化 为 


re 上 a (~， z 一 eas (4.16.8) 
1 J- 


考虑 一 个 气体 自由 膨胀 的 例子 。 设 初始 时 刻 气体 在 半空 间 
* < 0 呈 均 匀 的 平衡 分 布 ,而 x > 0 处 是 真空 ,中 间 用 隔 板 分 开 . 
从 :二 0 开始 把 隔 板 抽 去 ,气体 就 将 向 x > 0 半空 间 飞 散 。 显然 ， 
在 这 例子 中 有 


ni \3 jv 
了 (一 2 exp( 一 2 x<< 0 
n(x, Vr) 一 2xkaT | 242 了 (4.16.9) 


0 ， x > 0, 
所 以 (4.16.8) 式 就 可 以 写成 


@(z， 1) = 四 | gno (pF) ee- | dx', 


(4.16.10) 
令 g 二 m，、 就 得 到 气体 的 密度 分 布 


1 | yy e-“qda. 


p(x, 1) 一 mno: 


75- 
利用 余 误差 函数 
erfc(s) = 1 一 erf(z) 一 ea da 
入 | 
六 二 cr da 
可 以 把 结果 写成 


p(xr, 1) 一 Eo erfc ( 7) (4.16.11) 
B 


这 说 明 密 度 p(x, 1) 只 是 - 的 函数 , 即 为 自 型 解 。 若 在 (4.16.10) 


式 中 取 4? 一 wzrx， 则 2 是 气体 单位 体积 的 总 动量 (从 对 称 性 考虑 ， 
自然 是 朝 * 轴 方 向 的 ) pc， 这 里 “ 是 质量 速 诺 ,而 
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plx, 1)c(x, 1) 一 + ma 人 m ) 


Sake 
i _ mx—x) 村 
p| |ax. (4.16.12) 
经 过 简单 的 计算 ,有 
= 用 KaT me 
plx» 1)c(x, 1) sa 2 exp (一 Ph， 
所 以 
mx’ 
c(x, 1) -sa (4.16.13) 
rfc 二) 
它 也 是 一 的 函数 ， 


如 果 在 上 面 讨论 的 例子 中 ， 假 想 在 x = xw 处 增加 一 个 镜 反 
射 的 表面 , 仍 略 去 气体 分 子 之 间 的 碰撞, 求 这 个 镜 反 射 表面 受到 的 
气体 压强 加 。 由 于 分 子 之 闻 无 碰撞 ,所 以 增加 这 镜 反射 表面 后 ， 
反射 回来 的 分 子 不 影响 打 到 表面 上 的 分 子 。 压强 pw 是 单位 时 间 
内 打 到 单位 面积 表面 上 的 气体 分 子 总 动量 的 二 倍 , 所 以 不 难看 出 ， 
应 当 在 (4.16.10) 式 中 取 gq 一 2mv;。 得 到 


pw O(xrw, 1) z a Ux nkpT 


经 过 计算 可 得 


一 -一 


pw -= keTn, [erfe (u er) 


a 2 
二 本 exp (| . (4. 16. 14) 
B B , 
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若 xz 一 0， 则 Pw 一 RaT no, 这 是 平庸 的 结果 ， Pw 仍 是 下 的 函 
数 。 容 易 看 出 ，pPw 随 ee 的 增 大 而 单调 碱 小 . 

如 果 分 子 从 一 个 表面 反射 之 后 并 不 是 全 部 飞 向 无 限 远 ， 而 是 
有 可 能 重新 回 到 这 个 表面 ,那么 当 表 面具 有 复杂 的 几何 形状 了 时, 问 
题 就 极其 复杂 。 设 表面 处 于 无 磁 撞 气体 流 中 ， 单 位 时 间 内 打 在 4 
处 表面 元 45 上 的 直接 来 自 气体 流 的 分 子 数 为 Ni(S)dS。 记 PS ， 
S$S)ds'ds 为 从 5S' 处 表面 元 45” 上 反射 出 来 的 粒子 直接 射 到 5 处 表 
面 元 45 上 的 几率 。 它 完全 由 表面 的 几何 形状 决定 。 那 么 ,气体 流 
的 分 子 经 表面 一 次 反射 后 再 次 射 到 5s 处 表面 元 45 上 的 数目 为 


N,(S)dS = dS | P(S’, SIN.(S')ads’, 
类 似 地 ,与 表面 元 45 第 三 次 相 碰 的 粒子 数 为 
Ns(S)ds = dS | P(S’, S)Ns(S')as’, 


如 此 等 等 。 因 此 ,在 定 态 情况 下 , S 处 单位 表面 元 每 单位 时 间 所 受 
的 碰撞 总 数 为 


N(S) = N(S) + NS) + N,(S) 十 …， 


一 N,(S) 十 | ws， S){N(S') + NS') + +}as’, 
N(S) 一 Ni(S) + | PCs'， S)N(S')as’. (4.16.15) 


这 是 第 二 类 Fredholm 积分 方程 。 由 这 个 例子 看 出 ， 无 碰撞 流 问 
题 的 复杂 性 , 主要 来 自 边界 条 件 的 复杂 性 ， 

另 一 方面 ,从 $ 2.2 的 结果 可 见 ， 如 果 我 们 已 知 表面 处 的 分 布 
函数 , 却 不 难得 出 定 态 情况 下 空间 中 无 碰撞 流 的 分 布 。 这 一 点 只 
须 注 意 定 态 情形 下 的 方程 (4.16.3) 与 真空 无 泊 情形 下 的 方程 
《2.2.9) 全 同 ,如 不 难 理解 
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$4.17* ”过 渡 区 中 的 Boltzmann 方程 
除了 小 Knudsen nS Knudsen 数 两 种 极端 情况 之 外 ,二 者 
ee 即 s 一 二 ~ 0(1) 的 情况 也 常常 遇 到 .由 于 和 

= 都 不 能 看 成 小 参量 ， 陆羽 拉动 法 失效 这 时 通常 采用 的 近似 方 


下 程 法 或 Monte Carlo 法 。 当然 ,这 些 方 法 也 可 
以 用 于 小 Knudsen 数 和 大 Knudsen 数 两 种 极端 情况 ,但 是 它们 主 
要 在 过 渡 区 中 应 用 。 为 简单 起 见 , 本 节 只 讨论 无 外 场 的 情况 .这 时 
Boitzmann 方程 (4.2.13) 可 以 写成 
De Se Cln, 1). Ca 
Qe Or 
: 1) 矩 方程 方法 。 用 分 子 速度 的 水 数 bi(v) (7 1 2 ”9 
V，…) 乘 (4.17.1) 式 的 两 边 ,并 对 速度 vo 积分 ， 就 得 到 一 组 方程 


| pi(v)n (r,v, 1)dv 


十 -9 . |。 pV)n(r, DamD 
Or :. 


| woce， ed a Ry 


如 果 {yi} 组 成 完备 集 ,那么 (4.17.2) 式 就 与 (4.17.1) 式 等 价 .通常 
无 法 同时 求解 无 限 多 个 互相 耦合 的 方程 ， 因 此 只 取 其 中 有 限 个 截 
断 。 我 们 可 以 选取 ”(z) 为 具有 NN 个 待定 函数 or(r,，:) 的 形式 , 然 
后 取 六 个 下 方程 求解 个 函数 ， 当 N 很 大 时 ,可 以 期 待 所 得 的 结 
果实 际 上 与 所 作 的 任意 选择 无 关 。 但 是 ,我 们 希望 以 较 小 的 NN 得 
到 较 好 的 结果 。 因此 应 当 根 据 所 考虑 问题 的 性 质 选 择 合 适 的 
gi(v)。 不 难看 出 ,$4.15 中 讨论 激 波 层 解 的 Mott-Smith 方法 和 改 
进 的 Salvin 方法 都 是 特定 的 托 方 程 方法 ， 
Grad 建议 把 4; 选 为 3 维 Hermite 多 项 式 


Ho 一 C1) (2 )o, ee 1 , co020， 
0 Ov (2x0)3 
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其 中 记号 (2 ) 表示 :个 -9_ 算 子 的 并 。 显 然 Bo 是 ， 秩 对 称 
v Ov 
张 量 ,有 pe + 1)(s 十 2) 个 独立 分 量 。 假定 


六 1 
刀 一 ne + a HD 
2 


其 中 wn” 是 局 域 Maxwell 分 布 ，a?? 是 : 秩 对 称 张 量 , i 代表 所 有 
s 个 下 标 并 采用 求 和 规定 。 从 理论 上 说 ， 选 择 较 大 的 N 有 利于 提 
高 结果 的 精确 度 ,但 实际 上 随 着 入 的 增 大 ,计算 量 也 急剧 增 大 ， 因 
此 限制 了 过 大 六 的 选择 . Grad 建议 选择 13 个 矩 : :二 0 时 1 
个 ,s 二 1 时 3 个 , :二 2 时 6 个， 此 外 在 :二 3 时 选择 其 中 的 3 
个 。 他 强调 指出 , 当 宏 观 变 量 在 平均 自由 程 的 长 度 上 变化 不 大 时 ， 
13 年 近似 是 有 效 的 .其 实 , 这 一 条 件 相 当 于 要 求 Knudsen 数 不 太 
大 。 对 于 一 些 有 必要 考虑 更 多 和 矩 的 问题 ，Grad 还 建议 了 20 和 扎 方 
法 ,也 就 是 在 13 矩 以 外 ,再 增加 es 中 的 其 余 7 个 矩 . 

对 于 Maxwell 分 子 , 矩 方程 方法 有 显然 的 长 处 ,因为 (4.17.2) 
式 右 边 出 现 的 矩 总 不 比 左边 高 。 这 意味 着 在 空间 均匀 的 情况 下 只 
须 求解 常 微分 方程 就 可 以 充分 准确 地 计算 分 布 函数 的 时 间 访 变 . 

与 矩 方程 方法 密切 相关 的 是 离散 纵 标 法 ， 这 方法 中 ， 选 择 一 
种 划分 ,把 速度 空间 分 成 N 个 区 域 Avi,i 一 1,2,-.…, NN， 认为 
每 一 组 速度 都 用 相应 区 域 Aw 内 的 某 一 特定 速度 v; 代表 ,并 用 
gi 一 6 (v 一 Di)Av; 作为 基 ， 于 是 矩 方程 〈4.17.2) 就 成 为 一 组 
mi(7,t) 的 方程 ,这 里 


zi(r， 1) 一 | in(ry py do = a(r, vi, t) Avs. 


解 这 一 组 微分 方程 ,就 可 求 得 近似 的 分 布 函数 。 

2) 模 方程 方法 。 这 种 方法 是 将 Boltzmann 方程 的 碰撞 项 用 
某 种 模型 磁 撞 项 来 代替 . 模型 磁 撞 项 应 当选 得 比较 容易 处 理 ， 但 
必须 保留 原来 碰撞 项 的 基本 性 质 ,这 些 性 质 至 少 应 当 包 括 : (i) 具 
有 相同 的 碰撞 不 变量 , 即 保持 原来 磁 撞 过 程 的 守恒 定律 不 变 ; (ii) 
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保证 所 得 到 的 方程 仍然 满足 Boltzmann 的 也 定理 , 使 方程 描述 的 
过 程 仍 然 不 可 逆 。 也 就 是 说 ,模型 碰撞 项 M(n) 至 少 应 当 满 足 : 
| siM nav = 0， 0 = 0,1,2,3,4; (4.17.3) 


| Minndv <o. (+4.17.4) 
其 中 we 是 基本 碰撞 不 变量 . 
最 简单 的 模型 碰撞 项 是 所 谓 的 BGK 模 : 
M(n)= vIn(v) —n(v)], 2 二 0 (4.17.5) 
其 中 wn.(v) 是 局 域 Maxwell 分 布 , > 是 与 2 无 关 的 常数 。ze(p) 
中 有 5 个 标 参量 p, e, T, 它们 由 条 件 (4.17.3) 决 定 , 即 
| pan (Vd v= | pn(v)a vv, 


容易 证 明 (4.17.5) 式 满足 条 件 (4.17.4)， 事 实 上 
| M(n)linndv = | AM (2 )in 二 dp 十 | M(n)linndv 


3 "| rh ET A eat 
ne 


其 中 用 到 (4.17.3) 式 . 利用 BGK 模 的 好 处 是 ,任何 问题 都 可 以 归 
结 为 宏观 变量 p, c, 7 的 方程 。 这 些 方程 仍然 是 非 线 性 的 ,但 便 
于 用 数值 求解 . 

在 讨论 气体 输 运 过 程 时 , 常 弟 用 到 Prandti 数 P,, 它 定义 为 


Pp, = Ez (4.17.6) 
kk 


式 中 4 是 粘 澡 系数 。c。 是 定 压 比 热 ,* 是 热 导 率 。 对 于 单 原子 分 
子 气 体 , 用 BGK 模 方程 计算 得 到 P, 一 1， 但 是 从 Boltzmann 方 


程 和 从 实验 都 得 到 P, 一 为 了 用 模 方 程 得 到 正确 的 Prandtl 数 ， 


必须 在 碰撞 模 中 引进 更 多 的 参量 。 若 把 (4.17.5) 式 中 的 n.(v) 改 
成 各 向 异 性 的 Gauss 分 布 , 即 
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nes (0) = SdetA exp (—AsViVi), (4.17.7) 
了 和 


其 中 Vi vt 是 特有 速度 的 分 显 ， Ai 是 个 对 称 张 景 ,就 得 到 
椭 球 统计 模 E5。 (4.17.7) 式 中 共有 10 个 待定 参量 , 即 p，e 和 
4A, 因此 可 以 调整 到 使 M(n) 王 vr (5) 一 n(v)] 与 C(n,n) 具 
有 10 个 相同 的 矩 。 如 果 取 4 一 了 未 51， 则 又 回 到 了 BGK 模 ， 

理论 上 还 可 以 建立 具有 更 多 待定 参量 的 模 , 使 M(n) 与 C(sn， 
n) 有 更 多 的 矩 相等 . 但 是 ,由 于 模 的 形式 太 复 杂 , 实 用 价值 不 大 . 
事实 上 ，ES 模 是 否 满足 (4.17.4) 式 ,现在 就 无 法 证 明 ， 

3) Monte Carjlo 方法 。§ 3.10 及 § 3.11 中 曾 讨 论 过 Monte 
Carlo 方法 的 基本 原理 及 其 在 输 运 理论 问题 上 的 应 用 。 现在 讨论 
如 何 利用 Monte Carlo 方法 借助 计算 机 直接 模拟 分 子 运动 和 碰 擅 
的 过 程 。 一 般 说 ， 这 样 作 时 应 当先 根据 系统 的 对 称 性 尽量 简化 间 
题 ,使 要 模拟 的 范围 减 小 ， 然后 把 必须 处 理 的 部 分 位 形 空间 分 成 
体积 为 Ar 的 小 网 格 ,在 Ar 的 线 度 内 分 布 函数 ”不 应 当 有 了 明显 
改变 。 在 空间 不 同 区 域 ，A yr 的 大 小 和 形状 也 可 以 根据 问题 的 性 
质 作 不 同 选 泽 。 同 样 ,时 间 也 可 以 以 At 为 步 长 进行 离散 化 。 对 
Ar 和 Ai, 的 限制 ， 以 后 还 会 提 到 。 给 定 被 模拟 分 子 的 总 数 N， 
从 给 定 的 初始 分 布 抽样 ,了 荆 予 每 个 分 子 以 一 定 的 位 置 和 速度 ,于 是 
这 入 个 分 子 被 分 别 放 入 各 个 网 格 , 用 Ni 表示 网 格 17 里 的 分 子 数 。 
按照 目前 通用 计算 机 的 运算 速度 和 存储 量 ， 六 的 典型 数量 级 约 选 
择 为 几 千 , Nj 为 30 左右 。 也 就 是 说 ,利用 对 称 性 简化 以 后 的 系统 
大 约 有 近 百 个 网 格 。 在 给 定 了 初 值 之 后 ， 就 要 在 计算 机 上 模拟 以 
下 两 个 过 程 ; 

(i) 在 Atm 时 间 内 ,每 个 样本 分 子 按 自己 的 速度 运动 相应 的 
距离 ,达到 新 的 网 格 。 如果 运动 中 遇 到 了 系统 的 对 称 线 或 对 称 面 ， 
就 要 相应 地 改变 速度 的 方向 ;如 果 遇 到 了 边界 ,就 要 按照 边界 条 件 
决定 分 子 所 受 的 作用 而 改变 分 子 的 速度 。 最 后 。 要 给 所 有 的 分 子 
重新 编写。 
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(i) 讨论 Ai。 时 间 内 的 磁 挤 过程。 事实 上 这 段 时 间 与 过 程 
(i) 所 经 历 的 时 间 是 重合 的 , 但 不 得 不 分 成 两 步 来 模拟 。 磁 撞 只 在 
同一 网 格 里 的 两 个 分 子 之 间 才 可 能 发 生 ， 不 同 网 格 里 的 分 子 不 相 
碰撞 ， 由 于 我 们 对 同一 网 格 里 的 分 子 位 置 不 加 区 分 ， 所 以 它们 中 
任意 两 个 都 可 以 发 生 碰 撞 。 下面 详细 地 讨论 这 一 点 . 

眼 踪 一 个 特定 的 分 子 。 它 在 Ac 时 间 内 与 速度 为 v 的 分 子 发 
生 磁 撞 的 几率 是 womn(v)Aztm， 其 中 0 由 (4.6.18) 式 给 出 。 因此 ， 
在 Atm 内 一 个 网 格 中 的 总 碰撞 次 数 为 


Nd Vd 
AN， es 3 0 no*u * 人 Ar， (4.17.8 ) 


da 


其 中 四 是 单位 体积 中 的 分 子 数 ,系数 于 是 为 纠正 每 次 分 子 碰撞 涉 
及 两 个 分 子 所 造成 的 重复 计数 。 指 定 的 两 个 分 子 发 生 碰撞 的 几率 
正比 于 w? 节 ， 因 此 可 以 按 这 个 几率 分 布 挑选 碰 扩 分子 对 ,直到 网 
格 里 发 生 的 碰撞 总 数 达 到 N, 就 可 以 了 ,但 是 ,除了 Maxwell 分 子 
之 外 ，N， 都 不 易 计 算 . 如 果 我 们 认为 相继 两 次 碰撞 间 的 时 间 间 
隔 为 

1 (4.17.9) 


那么 当 Ar 累积 总 时 间 达 到 Arw 时 ,就 可 以 认为 这 个 网 格 里 的 碰 
措 过 程 已 计算 完毕 。 可 以 证 明 这 两 种 考虑 是 等 价 的 . 事实 上 ,由 
于 网 格 里 分 子 总 数 为 W， 所 以 全 部 可 能 的 碰撞 对 有 


N 一 NICN 至 而 
种 ,而 xz 有 No 个 可 能 的 值 ul(s 一 1, 2,…, Ns), 设 ww 是 某 个 固 


定 的 参考 值 ,在 A: 时 间 内 相对 速率 w 的 一 对 分 子 发 生 磁 撞 的 几 
率 为 P; 那么 相对 速率 w 的 一 对 分 子 发 生 碰 挤 的 几率 就 是 


\ 7—5 
Us 下 一 

p. (| 1 
Wo 
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在 A; 时 间 内 发 生 的 总 碰撞 数 , 是 上 式 对 * 求 和 
和 7—5 a 7—5 了 二 9 
DP. (Ei - es Su .iN,. 


人 # 7 Be 
sw=l 0 to” tfo7 一 1 


(4.17.10) 
如 果 认 为 两 次 相继 碰撞 的 时 间 间 隔 是 (4.17.9) 式 给 出 的 At:.， 那 么 
发 生 (4.17.10) 式 那么 多 碰撞 用 的 总 时 间 就 是 


Np 


用 这 个 式 子 去 除 (4.17.10) 式 ,得 到 每 单位 时 间 的 碰撞 次 数 为 、 
Ni 


1 (s\n wt 
3 全 nou 
它 与 (4.17.8) 式 一 致 。 

等 每 个 网 格 里 的 碰撞 都 计算 过 之 后 ,时 间 就 推进 了 Al。 依 
次 计算 每 一 个 时 间 步 长 内 的 迁移 和 碰撞 ,经 过 若干 个 步 长 之 后 ,可 
以 根据 样本 的 状态 计算 一 次 流体 力学 量 或 分 布 函 数 的 某 些 矩 ， 以 
便 了 解 时 间 演 变 的 情况 。 直到 分 布 函数 在 给 定 的 精确 程度 内 不 再 
改变 ,对 于 这 组 样本 的 模拟 过 程 就 算 完 成 了 . 

但 是 计算 并 没有 结束 .对 于 给 定 的 初始 条 件 ， 还 要 重新 通过 
抽样 给 样本 分 子 以 初始 值 , 重 复 上 述 计算 . 在 多 次 重复 之 后 取 平 
均值 , 才 可 以 认为 是 给 出 了 Boltzmann 方程 的 近似 数值 解 . 

. 初 看 起 来 , V 越 大 越 好 ，A^Atw 和 Ar 越 小 越 好 。 但 是 ,除去 计 
算 机 的 容量 和 计算 能 力 的 限制 之 外 ,还 要 考虑 到 一 些 限制 罗素 .一 
是 Ar 不 能 太 小 ,否则 一 个 网 格 里 的 分 子 数 Ni 太 少 ,会 使 一 个 Ar 
就 超过 了 Arxw， 于 是 碰撞 过 程 就 无 法 计算 了 . 二 是 Ai 不 能 太 小 ， 
否则 在 Atw 时 间 内 几乎 所 有 分 子 都 来 不 及 运动 到 其 他 网 格 中 去 ， 
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于 是 迁移 过 程 就 无 法 计算 了 ， 

从 上 上面 的 叙述 可 以 看 出 ,这 种 直接 模拟 方法 不 是 就 Boltzmann 
方程 的 解法 讨论 ,而 是 模拟 该 方程 所 描述 的 物理 过 程 。 由 于 这 个 
物理 过 程 含有 随机 的 性 质 ， 因 此 用 Monte Carle 方法 来 模拟 它 就 
显得 很 自然 。 至 于 模拟 物理 过 程 得 到 的 解 是 否 一 定 与 Boltzmann 
方程 的 解 一 致 , 这 个 问题 还 没有 得 到 数学 上 严格 的 彻底 证 明 。 但 
是 实际 上 在 计算 误差 范围 内 ,人 们 得 到 的 结果 还 是 一 致 的 。 
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第 五 但 ”Fokker-Planck 方程 


$5.1 随机 过 程 中 的 Fokker-Planck 方程 


在 这 一 章 里 ， 我 们 从 稍微 不 同 的 角度 来 讨论 输 运 现象 。 我 们 
知道 ， 输 运 方程 在 给 定 的 初始 条 件 及 边界 条 件 下 的 解 反 映 系 统 状 
态 随 时 间 的 变化 。 对 于 相当 广泛 的 一 类 输 运 现象 ， 如 果 给 定 了 系 
统 在 某 一 时 刻 的 状态 ， 那 么 它 在 这 一 时 刻 以 后 的 演变 就 与 它 以 前 
的 历史 无 关 。 这 类 过 程 在 随机 过 程 理论 中 被 称 为 Markov 过 程 ， 
现在 ,我 们 就 从 Markov 过 程 理论 的 角度 来 探讨 输 运 现象 。 

用 {x} 一 {xis 2 …，。xr} 表示 系统 的 一 个 状态 ，{x} 取 值 范 
围 R 称 为 状态 空间 , P(r}, 人)a'x 表示 上 时 刻 系统 处 于 状态 {x} 附 
近 dx 内 的 几率 。 假定 有 归 一 化 条 件 


| Ptzj Dax — 1 (5.1.1) 


例如 , 设 有 一 个 重 粒子 悬浮 在 由 轻 粒 子 组 成 的 气体 或 液体 中 , 当 我 
们 考察 这 个 重 粒子 沿 x 轴 的 位 移 x(z) 时 , 如 果 轻 粒子 气体 或 液体 
总 是 处 于 平衡 态 , 那 么 系统 的 状态 就 可 以 只 用 一 个 变量 x 来 表示 . 
设 x 的 取 值 范围 是 从 一 2 到 co, 那么 (5.1.1) 式 就 可 以 写成 


| Plz Ws (5.1.2) 


又 如 ,在 由 个 单 原子 分 子 组 成 的 气体 中 ,系统 的 状态 应 当 由 每 个 
分 子 的 坐标 与 速度 来 描述 ,所 以 几率 分 布 函数 的 宗 量 应 当 包括 x， 
V1,"…,rNsDN 及 :， 但 是 , 如 果 各 分 子 之 闻 统 计 独 立 ,就 可 以 把 总 
分 布 函数 写成 每 一 个 分 子 的 分 布 函数 之 积 。 对 于 由 全 同 粒子 组 成 
的 系统 ,我 们 只 需 讨论 其 中 任 一 个 粒子 的 几率 分 布 函 数 P({x},)， 
其 中 {x} 二 {x,y,z, vz， Vy， vz} 有 6 个 分 量 ， 考 说 到 归 一 化 条 件 
(5.1.1) 的 要 求 ， 可见 P(x}, 7) 就 是 $1.3 中 引进 过 的 单 粒子 分 布 
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冰 数 f(r, Vv, 1): 
Pl{x},1) = f(r,0,1) 一 Talr, v,!). (5.1.3) 


对 于 Markov 过 程 , 几 率 分 布 函数 P({x}, 5 的 演化 方程 总 可 
以 写成 如 下 形式 : 


PU) = | [POU#), Wx}, {*},s) 
i 


+P({r}, WwW({r}, {xr},t) Jd'r’, (5.1.4) 
其 中 W({x},{x },t)dx'di 表示 系统 在 dt 时 间 内 从 状态 x} 跃迁 到 
{z 小 附近 axz' 之 内 的 几率 .对 于 Markov 过 程 ,这 种 跃迁 几率 只 
与 {x}, {x'}，t 有 关 而 与 系统 的 ' 历 史 : 无 关 。4: 应 当 是 适当 的 时 
间 间 隔 , 例 如 对 于 气体 而 言 , 它 应 当 足 够 长 ， 使 一 粒子 可 以 经 受 多 
次 碰撞 ;又 足够 短 ,使 气体 的 状态 变化 不 大 ,方程 (5.1.4) 常 被 称 为 
主 方程 ， 它 右 边 积 分 的 第 一 部 分 就 是 在 单位 时 间 内 从 {x} 离 去 的 
几率 ,而 第 二 部 分 是 在 单位 时 间 内 到 达 {x} 的 几率 . 

记 呈 一世 一 zi 并 把 W(x},{x ,人 ) 改 写成 W(Ax);45}, 人 )， 
那么 被 积 函 数 就 是 
一 P({z] WW({r}; {5},7) + P(Ax + 8},7) 

xwW({x + 5};{—#},7), 
由 于 {#} 是 积分 变量 , 所 以 不 妨 把 第 二 项 中 的 5 全 部 变 号 ， 于 是 
被 积 函数 可 改写 成 

—P({x}, WwW({x}; {8}, 1) + P({x — 8}, 7) 

xw({r — 8); {8}, 1). 

把 第 二 项 P({x 一 8), 中 W(t{zx 一 5); {5},?) 看 成 是 
P({x},)W({x};{E},7) 

中 变量 {x} 变 到 {x 一 5} 而 得 来 ,那么 被 积 函 数 展开 后 就 成 为 ( 注 
意 对 相同 脚 标 从 1 到 * 求 和 !) 


NE 
nl. Ox 


Sd Ory, DOxzr 


x[P(xz}, OW lx}; {5}, 7)1, 
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而 (5.1.4) 式 变 成 
P(x},) _ T1080 .8 
Or 六 ) Ox Oxi, 
x [DD {x}, PC({x}, 7)], (5.1.5) 


其 中 
DC 六 一 二 | 各 We) (8) a (5.1.6) 


i Kramers-Moyal 展开 ; 而 (5.1.6) 式 
中 的 系数 Do({zj,2) 称 为 Kramers-Moyal 展开 系数 . 
如 果 在 (5.1.5) 式 右边 只 保留 级 数 的 前 两 项 ,并 且 记 


Ai=D», Bi 一 2D9 (5.1.7) 
那么 方程 便 可 写成 
让 AAA 
是 和 
二 [Bu({x}, OP({x),)]. (5.1.8) 


这 方程 称 为 8 变量 的 Fokker-Planck 方程 。 由 (5.1.6) 式 可 以 看 

出 DF (因而 Bj) 是 一 个 半 正 定 的 实 对 称 矩 阵 。 当 * 一 1 时 ， 

(5.1.5 ) 式 和 (5.1.8) 式 的 形式 最 简单 ,这 时 主 方程 是 : 
2 a > (- 各】 [Drs P(r, 1; (5.1.9) 


而 Fokker-Planck 方程 是 dS 


OP(x,1) -一 这 [A(xs P(x,)] 
D: 
i Lo [B(x, PC, 1)], $1.10) 
其 中 B(x， 站 过 10， 


应 当 特 别 注 意 ,(5.1.5) 式 与 (5.1.8) 式 ， 或 (5.1.9) 式 与 (5.1.10) 
式 并 不 完全 等 价 。 在 什么 情况 下 可 以 略 去 高 阶 导数 ， 这 是 一 个 相 
当 复杂 的 问题 。 因此 关于 主 方程 和 Fokker-Planck 方程 的 关系 间 
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题 ,至 今 没 有 完全 讨论 清楚 ， 从 直观 上 说 ,如 果 路 迁 几率 W({x}; 
{5 人) 在 5; 一 0 附近 有 一 个 尖锐 的 峰 , 而 当 |&;| 增 大 时 W 很 快 
地 下 降 到 零 ， 那 么 至 少 可 以 期 待 Fokker-Planck 方程 与 相应 主 方 
程 可 以 给 出 许多 定性 一 致 的 结论 . 

在 关于 主 方程 右边 应 当 保留 多 少 项 这 个 问题 上 ，Pawula 定 
理 给 出 了 一 个 有 趣 的 结论 .这 个 定理 断言 : 为 保证 几率 分 布 函数 
P(x, 1) 为 正 或 零 ， 主 方程 (5.1.9) 的 右边 可 以 只 保留 一 项 至 两 项 ， 
否则 必须 保留 无 穷 多 项 。 

为 证 明 Pawula 定理 ,需要 推广 的 Schwartz 不 等 式 ， 


[| fede ce) Ce as | < roPPcoax 


x | LgCx) JP, Ce)ar: (5.1.11) 

其 中 P(x) 之 0 是 归 一 化 了 的 分 布 水 数 。 (5.1.11) 式 容易 从 明显 
的 不 等 式 

| td 一 foDeCDJPGCDOPCDaray >0 
得 出 . 设 : =: 时 分 布 函数 为 

P(zr,: 一 7) 一 5(x 一 2 加 )， 

而 以 上 时 刻 的 分 布 函数 P(x, 1) 作为 (5.1.11) 式 中 的 已 (x)， 并 取 

1(%) 一 (xz — xo)”, B(x%) = (x — ro)”'*, 


y= 0,1,2,.…， A= 0,1,2,..…. 
记 
Mn = Munro T) 一 | (x — x0)’P,(x) dr, 
p= 0,1,2,.….. (5.1.12) 
那么 从 (5.1.11) 式 就 得 到 
| Ma < My, Min (5.1.13) 


注意 到 W(x;§,7) 的 定义 , 可 知 


W(xo;t,7T) 一 二 和 §) 


又 因为 除 纪 -0 一 点 外 ， P,(xo 十 <) | rar 0， 所 以 
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(5.1.14) 


Pi(xo 十 二 ) = W(xro0;E,T)(! 一 7) 
十 0O((4 一 rz < (0, (5.1.15) 
由 此 可 以 得 出 
Me 一 piIDO (一 ZI 十 0(C0 or)), (5.1.16) 
其 中 用 到 了 (5.1.12) 和 (5.1.6) 式 .。 
现在 ， 我 们 来 看 之 1、?» 1 的 情形 。 将 (5.1.16) 式 代入 
(5.1.13) 式 并 用 (1 一 7)? 除 得 到 的 不 等 式 , 然后 取 : 一 工 的 极限 ， 
便 得 到 
[22 + p) DOP (29)1(29 十 2p)1D"* DN, (5.1.17) 
如 果 D2” 2 0， 则 门 (2 上 AI) 直入 0; 所 以 从 万 62) 2 0 可 以 推 知 站 (az+9 
nz D7?+2 a a 0, 有 反 过 来 , 若 有 Dr?+24) a 0， 那么 从 (5.1.17) 
式 知 门 (2z+A) = 0; 所 以 多 之 2 时 ， 从 DE = 0 可 以 推 知 DP- Pe 
D2z 一 … .一 Di6tb 一 0. 从 以 上 讨论 可 以 得 至: 若 存 在 一 个 
2 之 1, 使 D2ro 一 0, 则 对 所 有 4 宇 3 有 D'”= 二 0。 这 就 证 明了 
Pawula 定理 ， 
Pawula 定理 说 明 在 n 之 3 处 截断 方程 (5.1.9) 的 右边 会 导致 
负 的 几率 分 布 函数 。 但 是 ,这 并 不 等 于 说 在 ”之 3 处 截断 的 方程 
(5.1.9) 没 有 价值 ,因为 尽管 几率 分 布 函数 在 某 些 地 方 有 负 值 ,但 是 
这 些 负 值 可 能 几乎 是 雯 ， 而 在 适当 的 ”处 截断 时 所 得 的 分 布 浮 数 
可 以 比 在 ” = 2 处 截断 所 得 的 更 接近 精确 结果 。 另 外 ,还 要 指出 ， 
虽然 我 们 只 就 一 维 状态 空间 表述 了 和 证 明了 Pawula 定理 ， 但 它 
完全 可 以 推广 到 高 维 的 情况 . 
在 Fokker-Planck 方程 的 讨论 中 ， 通 常 称 4; 为 漂移 矢量 , B,; 
. 为 扩散 张 量 。 如果 4 或 85 与 分 布 函数 PP 有关 ， 则 (5.1.8) 式 被 称 
为 非 线 性 的 Fokker-Planck 方程 。 如 果 4; 和 Bi 都 与 P 无 关 ， 则 
(5.1.8) 式 就 是 线性 Fokker-Planck 方程 。 如 有 果 称 


Si = AP({x},1) es [BiP(fz)0] (5.1.18) 
为 几率 流 密度 (或 简称 几率 流 ) 矢 量 ， 那 么 (5.1.8) 式 也 可 以 写成 几 
率 守 恒 的 连续 性 方程 形式 ; 
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DOP- 85: 
(eh Oxsi 


$5.2 Boltzmann 磁 接 项 的 简化 
上 和 节 所 阐述 的 方法 可 以 用 于 简化 Boltsmann 方程 的 磁 擅 项 ， 
即 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 把 碰撞 项 22- ) 对 于 每 次 磁 擅 中 速度 的 改 


变量 展开 并 保留 到 二 阶 为 止 ,从 而 得 到 Fokker-Planck 方程 。 为 了 
使 结论 更 有 普遍 性 ,考虑 ;个 组 分 的 气体 ，Boltzmann 方程 可 以 写 
成 
On™” ee On‘™” EY , On = On‘”™) 
Br 下 2 OrF‘” mm” Ov™ ( Oz ) ? 


y= 1,2,..*,5; 


而 碰撞 项 为 
(0) a 3 |i dw dt a [nw ) 


0! [ 
x nw ) 3 nV nw ) ] ; 


其 中 附 标 > 或 上 表示 所 考虑 的 粒子 属于 组 分 > 或 p, 而 


a) = V0 -一 w', UH) 2 [a | 


zz) 一 DID — 0 


仿 (5.1.3) 式 引入 几率 分 布 函数 


yf AAW) ) 1 )7 lt) ) 
ER Ne 2 Cr ” 00 0， 


2 一 1,2,..*s (5.2.1) 
其 中 No” 是 粒子 > 的 总 数 。 用 Po 可 以 把 Boltzmann 方程 改写 为 
BP a 0 ») FI™ DPC 本 (| , 


Or Ox (») mm” Ov Di 
v = 1,2, 5。 (5.2.2) 
鞭 中 对 重复 拉丁 字母 下 标 i 从 1 到 3 求 和 ， 而 
(8) -~ 3 Ne 人 dw' da ‘A gi [peY) (v"”) 
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(5.1.19) 


te 


N'A 


全 兴  ” 


El 


XP(w 二 PY (vv ”PO Ww )] (5.2.3) 
以 下 在 不 致 发 生 误解 的 地 方 , 将 省 略 希 腊 字母 附 标 v，4. 
假设 粒子 间作 用 力 程 为 4， 粒 子 间 平 均 距离 为 5。 按照 $4.1 
中 推导 Boltzmann 方程 时 的 要 求 ,必须 有 4d «5 的 条 件 才能 忽略 
粒子 间 三 体 及 三 体 以 上 的 碰撞 。 对 于 稀薄 的 刚 球 分 子 气体 ， 这 一 
要 求 当 然 可 以 满足 ， 但 对 于 以 震 反 比 中 心力 
F 一 一 (7 > 0) (5.2.4) 
相互 作用 的 粒子 系统 ,严格 地 说 , 4 一 co, 所 以 dg «5 的 要 求 不 能 
满足 
另外 , 当 粒 子 闻 发 生 两 体 碰 撞 时 ,偏转 角 X 的 大 小 可 以 取 0 到 
工 之 间 的 某 一 值 。 如 果 打 算 将 磁 撞 项 按 磁 撞 中 粒子 速度 的 改变 量 
来 展开 ,将 只 能 考虑 小 角度 散射 的 情形 。 例 如 ,以 Xw 作为 标准 , 认 
为 X > Xx 的 散射 是 大 角度 散射 ，X 委 Xu 的 散射 是 小 角度 和 散射， 
那么 ,对 于 窒 反 比 中 心力 相互 作用 , 磁 樟 项 就 应 当 分 成 三 部 分 来 讨 


论 : | 
(CG 

其 中 第 一 项 是 大 角度 散射 的 贡献 ,第 二 项 是 小 角度 散射 的 贡献 ,第 
三 项 是 多 体 磁 接 的 贡献 。 三 者 的 界限 虽 不 十 分 严格 ,但 大 致 可 按 
磁 撞 的 瞄准 距离 5 来 区 别 。 将 散射 角 为 Xu 时 的 虞 准 距 离 记 为 
pw， 那么 就 有 : 

0 < bu, 大 角度 散射 ; 

bu 全 5 二 6， 小 角度 散射 ; 

6 <b, 多 体 碰 接 . 
如 果 用 散射 角 X 来 区 别 , 将 瞄准 距离 大 约 为 ;5 时 的 散射 角 记 为 Xw， 
则 

Xu =XEx, 大 角度 散射 ; 

Xm XENXy, 小 角度 散射 ; 
多 体 磁 撞 时 没有 确定 的 散射 角 。Xw 和 Xw 通常 与 相对 速度 有 关 。 
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(5.2.5) 式 中 反映 多 体 碰撞 的 项 显然 不 能 写成 (5.2.3) 式 的 形 

状 。 一 种 可 能 的 处 理 方式 是 认为 任 一 粒子 都 在 其 余 粒 子 所 产生 的 

平均 场 中 运动 。 如 果 这 样 处 理 ， 这 一 -项 就 应 当 移 到 (5.2.2) 式 的 左 

边 , 并 人 左边 第 三 项 之 中 . 第 七 章 中 将 要 讨论 的 Vlasov 方程 就 是 

这 样 处 理 的 .。(5.2.5) 式 中 反映 二 体 碰撞 的 两 项 ， 不 论 是 大 角度 散 

射 还 是 小 角度 散射 ， 都 可 以 写成 (5.2.3) 式 的 形状 。 下面 让 我 们 来 

简化 小 角度 散射 的 部 分 : 
(oo) 之 No | dw | ax 上 dEU Tg?) 
x sinX . [PY(V™ PHI Ww’) 

Pp”(v™ )P (ww)]。 (5.2.6) 

设 p(v”) 是 v'” 的 任意 光滑 的 试验 函数 。 由 于 附 标 4 总 属 

于 ww 和 N, 附 标 v 总 属于 pz。 所 以 可 省 略 附 标 >， 4 不 写 。 考虑 
积分 

j= 人 aanetew (OF) 


C2 
大 4 
一 SN | dv |aw) dx | dEuGg sin X 
J 0 


x [PC(v)P(w’) 一 Po)P(w)le(o)， (5.2.7) 
用 $4.4 的 方法 , 可 以 把 (5.2.7) 式 改写 成 (省 略 积分 限 不 写 ) 
J 一 YN | Fo(o) 一 (oa)]P(o)P(z) 


X uo sin XdvadwaXdse. (5.2.8) 


将 p(v') 展开 为 
gp(o) 一 p(o) + (一 se 0 
vi 2 
x BS OC (5.2.9) 


将 (5.2.9) 式 代入 (5.2.8) 式 ,可 以 得 到 


= (v) CE +B(v) oP 
J [ai G2 + B600) 3 3 -| PCv)aw, (5.2.10) 
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其 中 4; 和 Bi 在 写 出 附 标 »，4 时 是 


A (vw'”) = bp3 Ne | {《 人 二 z 人 JP ) 


烧 一 】 


Xu Pg sin Xdw' "dXde, (5.2.11) 


Blo™") = DY Ne | Co up) Con oh) 


xPR wD ug sin Xdw' dXds, (5.2.12) 
经 过 分 部 积分 , (5.2.10) 式 化 为 
要 让， 吉 
| | Pe) | Ov: A 2 OvO0v; 
x (Bap)| dv (5.2.13) 
将 (5.2.7) 式 与 (5.2.13) 式 比较 , 考虑 到 gp(v) 是 任意 函数 ， 就 有 
OP 6， 二 
(8 ) Ov; (CAE) 四 2 Do,Dvi 
x (B,iP) (5.2.14) 


这 样 就 把 Boltzmann 磁 撞 项 中 的 小 角度 散射 部 分 写成 了 Fokker- 
Planck 方程 (5.1.8) 右边 的 形式 ， 由 (5.2.11) 和 (5.2.12) 式 看 出 ， 
4; 和 B; 都 与 P 有 关 , 因此 , (5.2.14) 式 右边 是 非 线性 的 ， 

为 了 进一步 简化 (5.2.11) 式 和 (5.2.12) 式 ， 注 意 


gr 一 bi) (WD 一 up) mw 
i i i f x 二 Tr ¥ 
取 a” 方向 为 x 轴 正 方向 ,适当 选择 坐标 系 , 可 以 有 


wo 芭 二 uo (0,0, 1)， 


ol 一 UsinXcosgs，sinXsing,cosX)， 


所 以 
CA) 
VD VY 2m 1 (eos COsE, COS X 
7) 十 me 2 2 
x dine,— sin* ) sin (5.2.15) 
于 是 
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- 


| (pm 一 Dzzeoacm sin XdXde 


x (4) 

= 一 2x | 和 [zz lo sin X sin 之 
J Xs mm 村 VA 

: 义 二 {pK) (pu) 
x (0, 0， sin 革 | axX 一 — F(u ,Kms Xu), 
其 中 
(2) 4 
F(u®*®, ys Xxu) 一 2 2m | ™ vO 


jz) 十 me Xn 


x Hi sin XadX, 
2 


因此 (5.2.11) 式 可 以 写成 


(5.2.16) 


A = — >, N® | Pow a FC, Xn Xu dw 


Hel 


(5.2.17) 
类 似 地 有 


| (DC vv VU” ) ur ot?) sin XadxXde 


一 2 (u) ( 2m'™ ) larae® — (un )1] 


mY™) 十 me 


x 
| cos? 万 sin’ x sin Xu or aX 
2 2 2 


十 27 全 td aad, | sin’ 
mm 二 me Xsn 2 
x gin Xu or axX 让 [a a 

一 (ur? 1]F Cu, Xn, Xu) 

+ ua” Moa” Fu , X,,, Xm), 


(5.2.18) 
其 中 
> 2 (8) 20Xas YX 
X sin’ sin Xu or ax ， (5.2.19) 
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271244) 2rXM p4 
(2H) a 9 
(UL Xm XM) 一 2 (去 i ) | sin 


X sinXur ari aX, (5.2.20) 
因此 (5.2.12) 式 可 以 写成 


BY 2 一 分 ) NO | [uf ub a (uP'® (1w'”) 


Pp 


x Pu , Xm, Xu) drop 十 3 N® 


Ll 


x | uy up PO ww) Fa(u'™™ Kms Xu Cr (5.2.2 1) 


(5.2.17) 式 和 (5.2.21) 式 尽管 是 在 特定 的 坐标 系 下 导出 的 ,但 
(5.2.17) 式 两 边 都 是 矢量 ，(5.2.21) 式 两 边 都 是 张 量 ， 因 此 这 两 个 
式 子 的 成 立 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 对 于 宪 反 比 中 心 相 互 作用 力 
(5.2.4), 由 (4.6.15) 及 (4.6.13) 式 知 , 对 于 小 的 X, 有 
UG ~ 7 了 X327, 
见 (5.2.16) 式 中 被 积 函数 在 小 X 处 数量 级 为 


只 一 5 好 一 3 
i 7—1 x 2 一 1 


所 以 , 当 Xs 和 Xxxw 都 小 的 时 候 , 有 以 下 结果 : 对 于 7 壮 2, 有 
了 一 5 2(7—2) 2(7~2) 
F(wu,Xm,s Xu) ~ ui LXu "1 — Xn "1 ]， 


了 一 5 200 一 27 22 二 2) 
Fi(u,Xms Xu) ~ ul [Xu ?i 一 Xp 71 


对 于 了 一 2， 则 有 
Xu 


ey 
Xe X 


而 不 论 ? 了 是 否 等 于 2, 都 有 
409- 记 ) 4 一 立 ) 
F,(u, Na Xu) ~ ut [x ?1 —X, ”1 1. 


由 于 Xm 很 小 ,所 以 当 7 志 2 时, F 和 F 都 很 大 这 说 明 小 角度 散 
射 是 重要 的 ;而 当 % 二 2 时 , F, Fi 和 FF 在 Xm-> 0 时 都 有 限 ， 这 
说 明 小 角度 散射 不 一 定 重 要。 
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当 ? 之 2 时 ,大 角度 散射 不 能 忽 申 , 我 们 可 以 让 X% 一 Xu 一 0， 
了 OP ~ /60P oe 
而 合 去 (GF) ,甚至 (3 ) 也 可 各 去 不 计 ， 这 就 在 形式 上 回 到 


Boltzmann 方程 (5.2.2) 及 (5.2.3) 式 ， 这 里 应 当 注 伙 , 当 7 之 2 时 让 
Xm 一 Xu 一 0 并 不 是 意味 着 Boltzmann 碰撞 积分 中 就 包括 了 多 体 
碰撞 的 贡献 ， 而 是 在 忽略 多 体 亿 撞 贡 献 的 同时 考虑 到 Boltzmann 
碰撞 积分 对 于 小 角度 截断 阅 值 x 的 选择 并 不 敏感 . 


当 3 < 2 时 ,与 (5 ) 相 比 ,人 二) 可 以 略 去 ， 从 F， 瑚 及 


F; 的 表达 式 可 见 ， 它 们 可 以 近似 地 写成 
F(u,Xm,s Xu)=F(u, Xn, Tr) 法 F(u, Xm) 


7I2 人 


Fi(u, Xm XM) ts > Fl(u, Xm, Tt) 


me 
rr Fl(u,Xm), PFC Xm, Xu)=0. 


因此 (5.2.17) 式 和 (5.2.21) 式 可 以 简化 为 


A scz 一 3 N® | PEO(w ub F (ur , X,,) 


+s=l] 


Xadw'", (5.2.22) 


5 J 
BY i >») Ne | PO( Ww ) [uu a (zc )257 
了 : 
rml 


7 F (pH) p4 a (2) 2.23 
a (wu s Xm)adw'”. (5.2.23) 


这 里 也 应 当 注意 , 取 Xu 一 * 并 不 意味 着 在 《2 ) ， 中 包括 了 大 角 


度 散 射 的 贡献 , 而 是 因为 大 角度 散射 部 分 可 以 略 去 ,而 小 角度 散射 
部 分 的 贡献 对 Xw 的 值 很 不 敏感 。 


至 于 (号 ) 项 的 大 小 ,讨论 起 来 比较 复杂 .但 是 ,在 等 离子 体 


中 ,Debye 半径 Xo 起 着 重要 作用 ( 见 51.6)。 当 两 粒子 间距 离 超 过 
4p 时 ， 其 相互 作用 由 于 受 其 他 粒子 的 屏蔽 而 可 以 忽略 。 因此 ， 
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(oF 5 所 包括 的 是 8 二 5 二 ho 范围 内 的 粒子 间 的 相互 作用 . 如 打 


jp > 9， 则 (32 ) 的 贡献 就 不 可 忽略 ;而 当 4p ~ 8 时 ,( 52) 可 
以 忽略 ， 
当 (2E) 和 (2) 二 项 均 可 略 去 时 ，Boltzmann 方程 简化 为 


Di [eh 
oP DP F., OP 0 
ee 
-Ti Oe me Bo ek) 
ol 
B 5.2.24 
3 5 (B;P), ( ) 


其 中 4; 和 Bj 由 (5.2.22) 及 (5.2.23) 式 给 出 。 显 然 , 这 是 一 个 非 线 
性 的 Fokker-Planck 方程 


$5.3 Fokker-Planck 磁 搞 项 和 Landau 碰撞 项 


在 3 < 2 的 各 种 情况 中 ， 最 有 物理 意义 的 一 种 是 ”一 2， 等 
离子 体 就 属于 这 种 情况 。 上 节 末 尾 曾 经 指出 ， 如 果 在 等 离子 体 中 
有 

20555， 
那么 (SF) 和 (5 ) 都 可 以 忽略 ,从 而 输 运 方程 可 以 写成 (5.2.24) 


式 的 形状 ， 现 在 进一步 讨论 ?一 2 时 44” 和 8B 六 的 具体 形式 . 
在 等 离子 体 中 


ee | 


mm 
dWo| 1 
XW Tax snx (5.3.1) 
由 $4.67 中 的 讨论 可 知 , Wo 与 Xx I De 
x~x—2| wt. (5.3.2) 
pr mr 一 (¥) 
其 中 W, 是 方程 
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(| 
2() 一。 
的 正 根 , 即 
We 
WW; WW, 
于 是 从 (5.3.2) 式 得 到 
1 
1 + Wi=— os (5.3.2a) 
2 
两 边 对 X 求 导 并 取 绝 对 值 ， 得 到 
万 
和 cos 万 
四 | 2sinz 
因此 (5.3.1) 式 成 为 
er 1 ee Op’?”) 十 《AD) 3 1 
| 0 | 2 
sin4 一 
将 (5.3.3) 式 代入 (5.2.16) 式 ,得 
Fu Xx ) i Pe 2 712(2) 十 me 
9 mM me | mw) 
X [lnsin Xu _ ln sin 各 |. 
2 2 
当 xX 很 小 时 ,可 以 在 上 式 中 取 Xn 一 x, 于 是 
es PATE 十 m2 2 
PCw ”，Xm) ( 握 ) mI (ur r®, (5.3.4) 
其 中 
3 4x (2) 4 
Fe” 一 和 ln 4 ， (5.3.5) 
A Wy 
4 一 人 
(sin ， ) (5.3.6) 
利用 关系 
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Ov; u [2 
及 
2 
5 > u = [wi6;—uiu;] 3, 
2 
立即 可 以 从 (5.2.22) 式 及 (5.2.23) 式 得 到 
BBC GY 
(9) oa 了 (>) 人) 一 Ty) 
4 By (2) > B# T Ov Ov” ” (5.3.7) 
其 中 
二 ) mM 十 Mm (= 2 y 1 
H 之 NN > dw Py (5.3.8) 
A) 
CC -一 >, VC (5) | dw Pu | (5.3.9) 
因此 (5.2.24) 式 可 以 写成 
OP + ,8P + FOP ,© (pr oH) 
[eh Ox; m2 Ov; Ov; Ov; 
1 8 ( OG ) 
十 一 PT .3. 
2 OvOv; OviOv; Co 


上 式 右边 形 式 的 磁 撞 项 叫做 Fokker-Planck 碰撞 项 。 在 等 离子 体 


» OH'™ (wn) 
理论 中 ，T5 5 称 为 动力 摩 所 系数 ,7 -525675 称 为 色散 
系数 ， 
和 如果 定 义 (yp) ATCL) ) 
—TN 4 (HW) \3 
QF 一 2 (3) 9 入， (5.3.11) 
WU 26,; Ey im 《pp 
4 入 一 a (5.3.12) 
并 注意 
(yh) O22 
Ov” Ov” 
0 1 = -一 us” = 一 1 Ls) {vm) 
Ov Ut) (uo 2 By 他 dii 9 
以 及 
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f(u em 3 ns D fa ), 


0 we 
1 


其 中 f(w"”) 为 0 的 任意 可 微 函数 , 那么 (5.3.10) 式 又 可 以 写成 
OP'” 四 Op” Ff” aP‘” 2 OP'” 
Br ee Bx” jj Do Oi ) 


w= — 7) ls > | zwmg | 三 1 pw OP™ 


Bot”) ps 《2) BOv'” 
1 i 
= Be | (5.3.13) 
ca) 一 CC) = es at Mm‘ == 
则 有 
Qi 一 一 a diis 
5.3.14 
一 ) 
Vf ss i 
# 
T= ee In h, (5.3.15) 
mm 
而 (5.3.13) 式 又 可 以 简化 为 
DP ap + F; OP oo | 
oF sy CCL d 
Bl 0 Be 
x | p(w) — P(v) |. 
Ov; 
= CrrL(P,P). (5.3.16) 


(5.3.16) 式 右边 称 为 Fokker-Planck 碰撞 项 的 Landau 形式 ; 
或 Landau 磁 担 项 ， 记 几率 流 密度 矢量 


人 | dwOs [ee p(w) — P(v) | (5.3.17) 


则 Landau 形式 的 碰撞 项 又 可 以 写成 
BS: 


Cppi (P,P) 一 —: (5.3.18) 


Vs 
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对 于 无 外 场 ( 严 -- 0) 和 空间 均匀 (2 一 0) 的 情况 ，(5.3.16) 式 
简化 为 


~- 


(5.3.19) 


这 一 方程 称 为 Fokker-Pianck-Landau 方程 . 
Xm 或 A 可 以 由 hp 决定 。 由 (5.3.2a) 及 (4.6.12) 式 可 以 得 到 


2 
1 二 (之 ) 一 一 
bo 


,2 
sin“? 一 


其 中 
ew el (me™) 十 jl 
mm (ur 


0 人 一 


是 偏转 角 X 一 > 时 的 瞄准 距离 ， 由 此 立即 得 到 


二 
2 4 
取 2 一 1p 时 的 偏转 角 为 Xm, 再 利用 上 式 及 (5.3.6) 式 ， 可 得 
ht" 如 全 ow 一 ， (5.3.20) 
pi Mm pm pp 
其 中 mm” 一 是 粒子 > 和 粒子 & 的 折合 质量 ， 


7112 02) 十 me 
如 果 等 离子 体 是 由 数目 相等 但 电荷 相反 的 两 种 粒子 构成 ， 那 
么 
Sa RasT 173 
Ap ( ) ? 


8xnoe? 


其 中 四 一 学 是 任 一 种 粒子 的 数 密度 。 再 近似 地 取 
2 = mu kgT, 
A = 24xno3. (5.3.21) 
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对 于 多 种 成 分 的 等 离子 体 , 河 


4D 一 1 RT 人 2 
医 > 2 
于 是 可 从 (5.3.20) 式 确定 4( 只 要 42p 乏 8 的 条 件 成 立 )。 
求 出 4 之 后 ,容易 求 出 输 运 截面 [ 见 (4.6.20) ]: 
at 一 | oP(1— cosX)d9 


x 
一 27| or (1 一 cosX)sin XdxX (5.3.22) 
Xm 


将 (5.3.3) 式 代入 上 式 ,就 可 以 求 得 
(ee (2) 1 
Ow) =— 4x (iat a LY LY® 三 in A (5.3.23) 


me (uo 
定义 一 个 粒子 > 受到 粒子 & 的 碰撞 的 有 效 频率 : 
JP 一 Nuvo (5.3.24) 
将 (5.3.23) 式 代入 上 式 ,立即 得 到 
D7 = 4 zNe 人 > ) 人 Le (5.3.25) 


如 果 等 离子 体 中 只 含有 两 种 离子 ， 正 离子 4 的 质量 为 M , 电 帘 为 
sco， 而 负离子 > 就 是 电子 ， 质 量 为 m, 电荷 为 一 e。， 那 么 由 于 MM 
光 训 及 Ne 一 xzVi， mi 一 1， 从 (5.3.25) 式 可 以 求 得 一 个 电子 存 
单位 时 间 内 受到 正 离子 碰撞 的 次 数 

a 4xwzsetN, LD 


Bi (5.3.26) 
考虑 到 热平衡 时 电子 与 正 离子 有 相同 的 平均 平 动 动能 ,但 M > m， 
所 以 可 以 认为 电子 与 正 离子 之 间 的 相对 速度 大 小 * 就 是 电子 的 速 
度 大 小 v, 因而 (5.3.26) 式 可 以 写成 


(a 
vi(v) 一 4xzcoNL (5.3.27) 


my3 


$5.4 Landau 碰 摘 项 的 性 质 
Landau 傍 撞 项 
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Cspi(P,P) 二 一 -2 > By. 2. | dw Os [3 P(w) 


一 PCo) |, (5.4.1) 
有 许多 与 Boltzmann 磁 撞 项 类 似 的 性质。 


首先 ，Landau 碰撞 项 也 有 五 个 基本 碰撞 不 变量 : 
Po rr 1, yg = (p, pa, Ds) 二 mv, 


中 = pt (5.4.2) 
使 得 
| dv hsCrp.(P,P) 一 0， & == 0， 1,2,3,4, (5.4.3) 


对 于 oa = 0 的 情形 ,(5.4.3) 式 显然 成 并 ;对 于 a = 1],2;3 的 情形 ， 
以 a = 1 为 例 , 有 


一 | dvv: 23 一 一 | dv (Siv0) + | dvsi. 
Ov; Ov; 


用 Gauss 定理 把 第 一 项 化 为 速度 空间 无 穷 远 处 的 面积 分 ,从 而 消 
失 , 在 把 5; 的 具体 形式 (5.3.17) 代 人 积分 后 , 第 二 项 的 计算 结果 也 
是 零 ; 对 于 一 4 的 情形 ,证 明和 稍微 复杂 一 些 。 记 


eee 1 ,05 
7 = | dvdbCrpi. (P,P) 一 | 7 "9 Bo 
经 过 分 部 积分 ,有 
ee | dvdw OO; [2 P(w) 
= | We (5.4.4) 
pe | dvdw0; [3 Pp(v) 
一 P(w) Qs) | ts. (5.4.5) 


将 (5.4.4) 与 (5 Ee 
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注意 到 
qiui 一 0， 
就 立即 得 出 
7 一 0 
因此 4 也 是 碰撞 不 变量 


由 上 述 性 质 (5.4.3) 可 见 ,由 (5.3.16) 式 出 发 也 可 以 导致 流体 力 
学 方程 组 ， 其 形式 和 第 四 章 中 由 Boltzmann 方程 导出 的 一 致 . 
对 于 较 普遍 的 情形 (5.3.13), 用 类 似 的 办 法 也 不 难 证 明 : 


| da () 一 0， (5.4.6) 


») 
3 | dvrmmo0 (~) 0; (5.4.7) 


vel 


4 ») 
> | av" > mv™") (2 - ) 一 (0. (5.4.8) 


vm=l1 , 


它们 分 别 反 映 了 碰撞 过 程 中 各 类 粒子 数 守 恒 、 总 动量 守恒 和 总 动 
能 守恒， | 
其 次 证 明 Landau 碰撞 项 (5.4.1) 满 足 
J 三 | Cro (P, P)InPdv < 0. (5.4.9) 


事实 上 ,从 


OS 
J | vln 3 


Vi 
经 过 分 部 积分 并 利用 (5.3.17) 式 ,有 


a | aR ee) 0, [ee ee | 


x P(v)P(w). (5.4.10) 
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交换 vv 与 w, 得 到 
1 fe op) 0, [ogee ~ sgt] 
xP(v)P(w). (5.4.11) 
将 以 上 二 式 相 加 ,再 用 2 除 , 得 到 
Ne OlnP(v) _ OlnP(w) 
|) wau | 5 


vi Ow; 
feinP(o) _ OinP(w) 
x 0; [ee | P(v)P(w),. (5.4.12) 


由 于 4; 是 半 正 定 的 对 称 张 量 , 所 以 90ii 是 半 负 定 的 对 称 张 量 ， 于 
是 和 0, (5.4.9) 式 得 证 . 
对 于 更 一 般 的 (5.3.13) 式 ,应 当 把 (5.4.9) 式 推广 为 


») 
= 一 > | (号 ) InP do” 之 0, (5.4.13) 
v=r1 4 5 


证 明 是 类 似 的 . 
用 (5.4.12) 式 还 可 以 证 明 ， 对 于 Fokker-Planck-Landau 方程 
(5.3.19) ,存在 一 个 互 泛 函 


H 一 | Po)aPCo)ao， (5.4.14 ) 
它 随 时 间 不 增 大 , 即 
eH (5.4.15) 
at 


事实 上 ,只 要 利用 (5.3.19) 和 (5.3.18) 二 式 及 4& = 一 0 情形 下 的 (5.4.3) 
式 ,就 很 容易 证 明 

28 

dt 
于 是 由 (5.4.9) 式 立即 得 到 (5.4.15) 式 。 由 此 又 可 以 发 现 ,(5.4.9) 及 
《5.4.15) 二 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 

OlnP(v) _ OlnP(w) 
Ov Ow:; 

是 42 的 零 本 征 矢 时 才 成 并 。 在 以 女方 向 为 & 的 坐标 系 中 ,41i 可 
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以 写成 


0 0 0 
1 0 
(gi) 一 4 
可 
0 0 和 


它 的 零 本 征 矢 只 有 a 方向 的 矢量 . 所以, 当 且 仅 当 已 一 满足 
OinP(v) _ OinPA(w) 

Ov; Ow: 
时 ,(5.4.9) 及 (5.4.15) 二 式 中 的 等 号 才 成 立 ,其 中 < 是 常数 于是， 


= a(vi — wi) 


OlnP,(v) 
Ov; 
式 中 是 常 和 撩 量 ， 要 满足 P 归 一 化 的 要 求 ,必须 有 a < 0， 因 此 
Po(v) 是 Maxwell 分 布 . 
最 后 证 明 ,， 若 上 一 0 时 P(v,，0) 之 0， 则 对 所 有 :之 0， 由 
Fokker-Planck-Landau 方程 (5.3.19) 所 决定 的 
P(v,1) 之 0. 
这 可 以 由 反 证 法 证 明 . 若 : 二 0 时 P(v, 0) 之 0 而 在 以 后 某 时 刻 
P(v,t) < 0， 那 么 P(v, 0) 的 极 小 值 首 先 必 须 在 某 一 时 刻 wo 变 成 
零 , 并 将 进一步 变 成 负 , 这 一 时 刻 在 使 P 为 极 小 的 w 处 必然 有 : 


一 02i 十 2 


P( vo, to) 一 0; (5.4.16a) 
OP(v,1) a (5.4.16b) 
Ov; VW=#0:t=io 
人 为 一 半 正 定 张 量 ; (5.4.16c) 
OvViOv; | v=v0rt=to 
OP(v,') 一 0. (5.4.16d) 
Or y=v, ,t=to 
从 (5.4.16a,b) 知 ,(5.3.19) 式 可 以 写成 
OP | OP(v,1) | 
一 一 = — \ dwP(w)0;i 一 一 一 一 5.4.17 
oO Y= t=io ( 9 | OviOv; y=?=fo ( ) 
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由 (5.4.16c) 知 , S29: 人 2 是 半 正 定 的 实 对 称 张 量 ， 但 由 


OviOv; 8 一 0 一 7 
于 0;; 是 半 负 定 的 实 对 称 张 量 ， 因 此 
OP(v,1) 
Oi ByiOv; ee 过 0， 
于 是 从 (5.4.17) 式 立即 知道 
OP(v ,i) ~> 0 
Or v=y0rt=io 


这 与 (5.4.16d) 矛 盾 , 从 而 完成 了 反 证 法 的 证 明 。 


$ 5.5 Lorentz 等 离子 体 


设 等 离子 体 由 质量 为 M ， 电 荷 为 2e。， 数 密度 为 n; 的 正 离子 
和 质量 为 m, 电荷 为 一 co， 数 密度 为 x 的 电子 组 成 ?显然 有 M > 
m, #。 一 zi, 如 果 正 离子 温度 与 电子 温度 相同 ,那么 由 于 M > m， 
可 知 电子 的 速度 远大 于 正 离子 的 ， 以 至 我 们 可 以 认为 正 离子 固定 
不 动 ,而 电子 是 在 正 离子 的 背景 中 运动 .在 计算 电子 成 份 对 输 运 系 
数 的 贡献 时 ,需要 考虑 电子 与 电子 间 的 碰撞 (ee 碰撞 ) 及 电子 与 离 
子 间 的 磁 撞 (ei 磁 撞 )。 如 果 等 离子 体 中 , 与 ei 傍 撞 相 比 ,ce 磁 摘 
可 以 忽略 ,那么 这 种 等 离子 体 就 称 为 Lorentz 等 离子 体 . 初 看 起 
来 这 个 模型 似乎 不 太 现 实 , 但 是 ， 在 讨论 某 些 输 运 系数 时 ,例如 学 
虑 电导 率 时 , 由 于 ee 碰撞 对 电导 率 没 有 贡献 ， 所 以 Lorentz 模型 
就 完全 适用 ， 

如 上 所 述 ， M 六 z， 故 在 ci 碰撞 中 电子 动量 和 动能 的 大 小 
几 平 不 改变 ， 所 改变 的 只 是 动量 的 方向 ， 设 电子 的 单 粒子 分 布 函 
数 是 万 ro, !)， 那 么 在 ? 附近 单位 体积 中 速度 在 v 附近 dv 中 的 
电子 数目 为 

NTCr DID 一 n(r,v, 1)dv, 
这 里 N. 是 电子 总 数 ,这 些 电子 之 中 被 离子 散射 到 立体 角 元 40' 内 
的 粒子 数目 为 
Nf(r, Vv, i)dvnivoadQ’, (5.5.1) 
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其 中 ac 由 (5.3.3) 式 给 出 ，( 记 住 M 六 mm) 
1ze 1 (5.5.2) 


4m .XX 
Sin ey 
2 


因此 ，r 附近 单位 体积 中 速度 在 v 附近 dv 中 的 电子 数 由 于 和 离 
子 碰 接 而 造成 的 减少 率 为 
Nadv | nwvf(r,v,:)o(v, X)dQ.. (5.5.3) 


[2 


另 一 方面 ， 由 于 ei 碰撞 而 使 7 附近 单位 体积 中 速度 在 v 附近 dv 
中 电子 数 有 增加 率 


Nie | nv'f(r,v',) ov X)d0 (5.5.4) 
其 中 v' 的 方向 在 49' 内 ,而 " 一 v。 从 (5.5.3) 式 和 (5.5.4) 式 知道 ， 
r 附近 单位 体积 中 速度 在 v 附近 dv 中 电子 数 的 净 增 率 为 
一 No | niwvo(v,X)[f(r,v,) 一 Fr xi)]29， (5.5.5) 
因此 ,对 于 Lorentz 等 离子 体 , 碰撞 项 (去 掉 常 数 因子 N。 后 ) 可 以 
写成 


os=—= oa(v, X) 一 


C0) = — ni | ov Xr, on) 
— f(r,0',1)1d0.. (5.5.6) 
由 于 v 与 v" 大 小 相同 ， 所 以 v 与 v' 的 区 别 只 是 由 于 它们 的 方向 
第 (9,e) 和 (8,e') 不 同 。 于 是 ,(5.5.6) 式 又 可 以 写成 
Cc(f) = Nv | ol(v,X) [f(r,v,0,8,1) 
— f(r,s,0,8',1) J]a0'. (5.5.7) 
显然 , 如果 了 与 v 的 方向 无 关 ， 则 C(f) = 0。 可见 Lorentz 等 离 
子 体 所 满足 的 方程 与 Boltzmann 方程 显然 不 同 ,只 有 在 f 是 Max- 


well 分 布 时 后 者 的 碰撞 项 才 是 零 . 这 是 因为 Lorentz 模型 中 所 
考虑 的 碰撞 过 程 完全 不 改变 速度 的 大 小 。 实 际 上 ，(〈5.5.7) 式 只 是 


以 人 为 小 量 展 开 时 的 初级 近似 ， 能 量 的 弛 豫 发 生 在 下 一 级 近似 
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中 。 
如 果 分 布 函数 可 以 写成 

1(r,v, 1) 一 j(rD) 十 5Sf(r Di) (5.5.8) 
其 中 有 (r，v) 是 局 域 Maxwell 分 布 ，61 是 对 局 域 平衡 的 小 修正 ， 
那么 (5.5.7) 式 可 以 写成 

C0) 一 一 we | oo,X)Laf(r,0,0,6,7) 
— 6f(r,v,0 ,6’,/)]a0’, (5.5.9) 

这 里 , 5f 可 以 是 速度 方向 的 任意 函数 。 将 它 用 球 谐 函 数 展开 ， 可 
以 得 到 


6f(r,v,0,8, 1) 一 2) Bfim * Yin(0, 68). 
Lom 


在 最 简单 的 情况 下 ,假定 只 保留 展开 式 中 的 一 项 ,写成 


6f(r,v,0,8,1) = g(r,v,t) cos0, (5.5.10) 
那么 (5.5.9) 式 就 成 为 
CO Cn wt) | ve xz)(cos6 
一 cos6' 09 (5.5.11) 


由 于 X 是 2 与 w 间 的 夹 角 , 故 有 

cos0' = cos0cosX 十 sin0sinXcosg 
这 里 $$ 是 2，&s 所 定 平面 与 94， 所 定 平 面 的 夹 角 。 注意 d0 
ds 可 写成 sinXz 好 内， 将 cosg6' 的 上 述 表 达 式 代入 (5.5.11) 式 后 
并 对 ad 积分 , 含 因子 cos $$ 的 项 变 为 零 ， 于 是 得 到 


C(f) = — nvg(r,v,!)cosO | o(v,X)(l1 
Ee (5.5.12) 


式 中 40 一 2x sin XdX。 利用 (5.3.22) 式 ， 可 把 上 式 写 成 
C(f) = — nve(r, v, t)oucosO 


一 — Nvoudl(r,v,1), (5.5.13) 
最 后 一 步 用 到 了 (5.5.10) 式 ， 再 利用 (5.3.24) 式 ， 便 得 
C(f) = —v(v)6f(r,v, 1), (5.5.14) 
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其 中 vw(v) 由 (5.3.26) 式 给 
现在 计算 Lorentz 等 离子 体 模型 中 的 输 运 系数 。 这 些 系数 
出 现在 下 列 宏观 定律 中 ( 见 $1.8): 
E+-ve— Ti+avT, (5.5.15) 


0 


q~4q—(? 一 全 )7 一 oaT7 — «v7T; (5.5.16) 
50 


式 中 一 一 Vg 是 电场 强度 ，9 是 电势 ，& 是 电子 的 化 学 势 ，o 
是 电导 率 , j 是 电流 密度 矢量 ,7 是 绝对 温度 , o 是 温差 电 系 数 , 9 
是 热流 密度 矢量 ，* 是 无 电流 时 的 热 导 率 ， 

对 于 Lorentz 等 离子 体 ， 无 磁场 时 的 定 态 输 运 方程 为 


.Of _aE.o0f 

v Br Cc(f) (5.5.17) 

将 (5.5.8) 式 及 (5.5.14) 式 代入 , 略 去 左边 的 小 量 ， 得 到 

.ah_ 2. 妥 -0 
v Or 7 Ov a )6f (5.5.18) 
由 于 平衡 分 布 是 
A 一 8 

foc exp ( koT 上 (5.5.19) 


式 中 s 一 mt 所 以 从 (5.5.18) 式 求 得 


a fo ; 
Ue 
es (5.5.20) 


RaT’v.i(v) 
为 计算 电导 率 0g, 可 以 令 Vx 一 0, VT 一 0, 则 


上 一 __h . 
昌 RsTy.i(v) et 


于 是 求 得 电流 密度 : 
j=—N.eo | viav 一 一 Neeo | vdfav 
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Ne 局 .| -2 fdv— Ness (HE, (5.5.21 
7 | h ” 3kpT 5) E ( ) 


式 中 和 以 下 《2 表示 对 平衡 分 布 求 平均 : 


(G(»)) = | Gv)hav. (5.5.22) 
将 (5.5.21) 式 与 Vp 一 V7 一 0 时 的 (5.5.15) 式 比较 ， 可 以 得 到 电 
导 率 : 
N.e? vw 
0 了 CN (5.5.23) 


yp mv’) 4V 2 (kaT)” (5.5.24) 


12zkoT edL ey nveiL mY " 
为 计算 系数 a, 在 (5.5.20) 式 中 取 EE 十 Lv 一 0, 则 


A 一 8 


A ka Tv) 


“7 ， 
所 以 电流 密度 为 

;一 一 eco 4 一 8 

J RT (v7) | vv 一 fodv (5.5.25) 
将 上 式 与 (5.5.15) 式 比较 ,可 以 得 到 


a 一 5 :ST »). (5.5.26) 


将 (5.3.27) 式 代 和 人 ,注意 到 4 与” 无关， es 一 mt 并 利用 (5.5.24) 
式 ， 就 得 到 了 


二 2. (& 豆 tks ) ， (5.5.27) 


最 后 ,为 求 得 无 电流 时 的 热 导 率 ec, 在 (5.5.15) 式 中 令 了 一 0, 可 得 
E + 上 Vp 一 gyT, 因此 (5.5.20) 式 成 为 
20 


(RN est . 
全 | 工 co 0 
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将 (5.5.27) 式 代 人 上 式 , 得 到 

ts fo _- 

风 Tv.i(») ( RsT )* Ve 
由 此 可 以 求 得 热流 ， 为 


qg=N. | vedfav 


二 Ne 时 hdv 
N_i 
— NN, es 节 他 vyT (5.5.28) 
将 上 式 与 (5.5.16) 式 比较 ,可 知 
_N 8 08 
sk pe Ce 
将 (5.3.27) 式 代入 ,可 以 求 得 
16V 2 ks (keT) 


$5.6 Fokker.Planck 方程 所 确定 的 弛 多 时 间 


让 我 们 举 几 个 确定 弛 瑰 时 间 的 例子 来 说 明 方 程 (5.3.10) 的 应 
用 . 本 节 中 将 仍 用 一 eo 代表 电子 的 电荷. 
考虑 无 外 场 的 情况 下 , 质量 为 M,、 电荷 为 seo 且 具 初始 分 布 
f.(0)= i(v — UU) (5.6.1) 
的 试验 粒子 在 均匀 氧 等 离子 体 中 的 弛 耶 过 程 。 用 普及 M 分别 表示 
电子 及 质子 的 质量 ; 设 电子 及 质子 分 别 具 有 温度 6. 及 0 (能 量 单 
位 ) 的 Maxwell 分 布 : 


2x0, 20. 
2x0p 20， 


并 设 试验 粒子 的 平均 数 密度 A 远 小 电子 或 质子 的 数 密度 入， 于 是 
可 略 去 试验 粒子 之 间 的 相互 作用 ， 也 可 以 略 去 试验 粒子 和 任何 粒 
,330 。 


子 作 用 两 次 的 几率 ， | 3.10) 式 可 以 得 到 


Of M+m f(w) 
ey NY = 人 {#2 | 尘土 名 0 Jaw 
M+MM |， re ee 
9 |, 0 
OvOv | 让 元 这 | dw LC) 
+ F(w)] «| ， (5.6.2) 
式 中 
= |a|, Uy— ww, 
7 一 ie In A. (5.6.3) 
记 
3 4 一 M 5 
Dly) = = "esigy 
六 } 
可 以 求 得 
| zt) 1 os), 
| aw EC) 一 二 BV A v) 
| dwi(w)s 一 ( 二 ) DVI) Fe, 
2av 
dwr (w)a 一 ( 十 pe G(W 4 v) 士 J 二 ea 
于 是 (45.6.2) 式 可 以 改写 为 
6. 0 [M+m 1 
Bi: ou ap {2 2 了 9(V。 v) 


十 1 M1 oA 中 
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i 0 人 0? | 1 ) 
二 一 入 ci 十 一 
2 OvOv | OvOv ( 2av 
1 avz 1 
0 十 一 一 e 和 十 (zy 十 
x PIV 。 A ( a 
es |} - (5.6.4) 
-4 


用 > 乘 (5.6.4) 式 两 边 并 对 dv 积分 ， 利 用 初始 条 件 f.(0) 一 

5(o 一 U), 可 以 得 到 
UN _ /11 6 _ M, 
人 
8 
x 总 二 DV a 0)| +Sp (5.6.5) 

为 简化 公式 ， 在 (5.6.5) 式 及 以 下 各 式 中 ， 与 前 面 与 电子 有 关 的 项 
类 似 , S* 将 表示 与 质子 有 关 的 一 项 . 在 (5.6.5) 式 中 ， 5s 的 含义 就 
是 


x BVAv)+ 
V 


Nr (1+ Me-) 这 车 GVA D)|. 


可 见 , 只 要 把 S* 前 面 关 于 电子 的 项 中 普 换 成 M,a 换 成 4, 就 可 以 
写 出 S$* 项 . 把 (5.6.5) 式 右边 的 导数 求 出 ,有 


(7) (+t) [Ve ve 


-oat = (5.6.6) 
r, 称 为 慢 化 时 间 ， 由 (5.6.6) 式 得 到 


J + 世 Yt) | eva ) 


2VaUe" "| + Sp. (5.6.7) 
x 


Vr 
由 上 式 可 以 证 明 
T, 之 0. (5.6.8) 
。332 。 


在 NW，7y 为 有 限 且 4 < 0 或 4 和 <0 条 件 下 ， 上 式 中 等 号 当 且 仅 当 
U 一 0 时 成 立 。 所 以 试验 粒子 的 速度 总 是 降低 的 ， 除 非 原来 速度 
为 零 . 由 (5.6.7) 式 还 可 以 看 出 , 当 6. 和 6， 一 oo 时, 或 者 N 一 0 
时 ,都 有 7, 一 oo， 这 说 明 温度 越 高 ,或 密度 越 低 时 ,碰撞 所 导致 的 
速度 弛 耶 越 慢 . 

如 果 试 验 粒 子 速 度 U 很 大 , 使 得 U > ar， U 六 4-， 那 么 
MaU0 光 1,VA4U >1， 而 (5.6.7) 式 中 方 括号 表达 式 趋 于 1， 
于 是 有 

77; 


TO 
mr ti 
m M 


反之, 如果 试 验 粒 子 速度 U 很 小 ,使 得 VU « 4 7 7 «a, 那么 
MaU<i1i,VAU<1, 利用 
oR oe 
Ply) Se (1 )， 17| «1, 
可 得 
有 
Ms \a¥’ M anl” 
lt 

用 vv 莱 (5.6.4) 式 两 边 并 对 dv 积分 , 经 过 分 部 积分 后 , 在: 

一 0 时 有 


0 8 8 
一 - UD; ) =N (0 一 一 十 1 ) 
(2 2 Ud avU; ”8U， 


x [Ga 下 ee (Va D) 十 so| 


十 Ny 5 六 光泽 2) 0(Ve U) 


1 一 2772 
到 万 : | 过 sl . (5.6.9) 
如 果 在 上 = 0 时 选择 上 0 沿 x 轴 正 方向 , 则 有 
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(5.6.10) 


Da 
记 
Ui 一 Us+U, 
那么 由 (5.6.9) 式 可 以 得 到 
(B04),, i a sed ( 


x@(V a UU)+ yp aU? (5.6.11) 

an 
(2 De 一 2NYU, 5 iQ + 他 
te 


ee ] + Nr 地 7 
Se (5.6.12) 
ee 
在 (5. 6.10) 式 的 条 件 下 ,U0 的 函数 J(D) 求 偏 导数 时 有 
.81 .07 1 67 a 
8U, BU, OU, dU ” 
6J 1a 9 _ a 
OU BU UdaU” 602 a ” 
因此 (5.6.11) 式 和 (5.6.12) 式 可 分 别 写成 
0 ,4,3 Nr ER = 
旨 四 -等 (Ce- Bs) oCV ev) 
+ | ss} ， (5.6.13) 
OB ,72 2NY M, 2 区 03 
(8 0:) ,= U {i+ | 志 v 7 


Oa D)| 十 | 十 之 -二 DV a U) 
(5.6.14) 


Ce pe (5.6.15) 
(2 03), 
rp 称 为 偏转 时 间 ， 由 (5.6.13) 式 可 以 得 到 
r= {i( — 2;) oO(V a U) 


Di 
这 ee 1 
和 | + 5o). (5.6.16) 
i U 
容易 证 明 
TD 之 0， 


当 Ny 为 有 限 且 4 及 4 非 零 时 ， 上 式 的 等 号 当 且 仅 当 U = 0 时 成 
立 ， 这 说 明 试验 粒子 的 速度 总 是 趋 于 各 向 同性 的 . 

如 果 试 验 粒子 速度 值 U 很 大 、 使 0 交 a-”,U > 4-Y, 则 由 
(5.6.16) 式 得 到 
UD , 
4NY ” 
如 果 试 验 粒子 速度 接近 质子 的 均 方 根 速度 ,U0 二 4-Y, 而 且 6， ~ 
6. 一 9( 质 于 与 电子 已 处 于 热平衡 ), 则 V 4 0 二 1 ，V oD 一 字 


«1, 由 (5.6.16) 式 知道 


Tp = 


Tp = 


M-”(20) 
Wr | +roD| 


MY'O% 
TD -一 一 人 一 一 


xNesin A : 声 3 001) | | 


将 (5.6.13) 式 与 (5.6.14) 式 两 边 相 加 , 记 
W — 7 MU, 


可 以 得 到 


。 B35 。 


如) -二 区 oro]- 


一 一 2 {| 科 Mi pV a We 


六 
x (i 十 2 ee 站 se) 
定义 能 量 交换 时 间 rr: 
二 (5.6.17) 
| 
则 有 
芋 一 | 2 攻 芝 eV U) -V7 


x (1+ -天 s+ 


在 定义 (5.6.17) 式 中 加 绝对 值 的 符号 ,是 因为 试验 粒子 的 能 量 丈 可 
能 随时 间 增 大 或 减 小 。 由 (5.6.18) 式 看 出 , 若 局 光 oa ,U0> 
4 则 有 


(5.6.18) 


二 = 
M, ,MV 
设 有 一 氧 等 离子 体 ， 初 始 时 电子 质子 有 了 略为 不 同 的 温度 ， 即 
6. 和 9, 略 有 不 同 ， 而 且 分 布 稍微 偏离 各 向 同性 和 Maxwell 分 布 ， 
让 我 们 应 用 以 上 推 得 的 公式 来 讨论 这 等 离子 体 中 的 各 种 弛 瑰 过 
程 ， 先 看 电子 分 布 变 为 各 向 同性 的 弛 瑰 时 间 。 为 此 可 以 取 某 一 占 
优势 方向 的 电子 为 试验 粒子 (M, 一 m，zs 一 1) 来 计算 偏转 时 间 
tp。 由 于 电子 基本 上 是 Maxwell 分 布 ， 所 以 可 认为 VsU=1， 
一 V2 
于 是 V4DU = ¥) > 1。 由 (5.6.16) 式 求 得 


a 


Tw 
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m"(20) 
4xNetln A 8$(1)+ 


Tp 一 


2 (5.6.19) 
eV 

为 讨论 电子 速度 大 小 的 分 布 向 Maxwell 分 布 弛 琼 的 时 间 , 可 以 计 
算 能 量 交 换 时 间 ty， 仍 取 M, 一 m, z=1,V aU = 1,V AU>1, 
由 (5.6.18) 式 看 出 ,电子 与 质子 相 磁 擅 的 过 程 对 能 量 的 弛 耶 几 乎 
没有 贡献 ， 因 此 得 到 


Tm U py A 
或 
13 20 372 
8zNetin A je ER | 
ce/ 了 


为 讨论 质子 速度 大 小 的 分 布 向 Maxwell 分 布 驰 耶 的 时 间 , 到 某 一 
优势 能 量 的 质子 为 试验 粒子 , 即 取 M, 一 M, zt 一 1 ,VA4U=1，, 


VU 一 (加) < 1， 于 是 由 (5.618) 式 可 以 求 得 能 量 交换 时 间 
rw。 在 计算 中 可 以 发 现 , 质子 与 电子 磁 撞 对 这 一 弛 殉 过 程 几乎 没 


有 贡献 ， 结 果 求 得 
1 2N7 4 
rm U’ [et e 一 |， 
或 
VY2 3 
Za 一 (5.6.21) 
8xNetinA| B(1) 一 一 -一 
bi n 2 | 


为 讨论 电子 与 质子 能 量 均 分 的 弛 物 时 间 、 显 然 不 用 考虑 电子 之 闻 
或 质子 之 间 的 碰撞 ,而 只 需 邦 虑 电子 与 质子 的 磁 接 。 因 此 ,如 果 把 
质子 当成 试验 粒子 ,那么 可 以 认为 除 试验 粒子 外 都 是 电子 ,所 以 在 
(5.6.18) 式 中 应 取 M 一 mw，4 一 a， 并 把 电子 和 质子 的 总 数 密度 
2N 改 记 为 电子 数 密度 入 ,于 是 得 到 


。 $37 。 


二 -| 玉兰 sw 二 va 
x+ 将 ) ew ||， 
在 上 式 中 取 M, 一 M， ¥ ~0, | Van 人 2) 


鲜 1, 而 


1 _ 4MN7Y (于 12 
rm 3UW/ 7 0 ” 
或 
一 3Mm "(20)" ; (5.6.22) 
" 16V x Neiln 4 
如 果 把 电子 当 作 试 验 粒子 并 取 二 U: 一 9, 而 认为 除 试验 粒子 外 都 
是 质子 ,就 可 以 类 似 地 求 得 
ry, 一 Mm (20) 一 (5.6.23) 


8xNesinA “ 
显然 rw 与 rm 有 相同 的 数量 级 ， 
综合 (5.6.19) 至 (5.6.23) 诸 式 ， 可 以 得 出 几 种 弛 物 时 间 数 量 级 


之 比 : 
i (z) . (2) 1 (5.6.24) 
Tw TW3 M M 


这 从 数量 级 上 说 明 , 各 种 弛 物 过 程 中 ,最 快 的 是 电子 本 身 达到 热 平 
衡 ,其 次 是 正 离子 本 身 达 到 热平衡 ,而 最 慢 的 是 电子 与 离子 间 能 量 
达到 平衡 的 过 程 。 考 虑 到 弹性 碰撞 中 ， 质 量 相等 的 粒子 闻 能 量 较 
易 传递 ,又 考虑 到 电子 速度 远大 于 离子 速度 ,上 述 结论 在 物理 上 是 
不 难 定性 理解 的 . 


$ 5.7 线性 Fokker-Planek 方程 的 正规 化 


考虑 Fokker-Planck 方程 (5.1.8)。 假定 4;({x}) 和 Bi(1{x}) 
都 是 与 忆 无 关 的 已 知 函 数 ,(5.1.8) 式 就 是 关于 P({x}, :) 的 线性 偏 
微分 方程 .现在 让 我 们 探讨 , 当 用 * 个 新 变量 {x }: 


。338。 


. 答 


- 量 斌 


wi = w(x},) = rv tt) (一 12 0) (5.7.1) 
来 代替 {+x} 时， 方程 (5.1.8) 可 能 变换 成 什么 形状 . 
为 了 使 变量 变换 能 保证 几率 守重 ,新 的 几率 分 布 水 数 P({x')， 
1) 与 原来 的 几率 分 布 孙 数 P({x},!) 之 间 应 当 有 关系 : 
Pl({x},7)a'r = P({r’}, dx (5.7.2) 
但 是 体积 元 dx 与 dx' 之 闻 可 以 通过 jacobi 行列 式 


记 


RS ] Det (52) (5.7.3) 
Xj 
| ‘Ox\|_1 
或 r=|De()| 一 十 (5.7.4) 
相 联 系 : 
lx 一 Jd’x’, d’x’ == J'd’'x, 
所 以 
P= 有 2 一 8 (5.7.5) 
二 2 (5.7.6) 
并 把 az 的 代数 余子 式 记 为 5”, 按照 行列 式 的 性 质 和 展开 法 则 ,有 
了 6 一 ajrb’” (5.7.7) 


这 里 和 以 下 对 相同 的 拉丁 附 标 从 1 到 s 求 和 用 5 乘 (5.7.7) 式 
不 
两 边 并 对 大 求 和 ,注意 到 


OoaOxk -0x 一 
Ox Or; Oz;i Ps 
就 可 以 得 到 : 
: Ox 
pr me ok 2 
J Be (5.7.8) 
从 (5.7.7)、(5.7.8) 二 式 又 可 以 得 到 
oJ ， Oxri 
一 一 一 0 一 了 一 5.7.9 
Decik Oxx ( 
® 339 4. 


由 /一 地， 可 得 
-~- 工 21 二 0/ 
J Ox; J Ox: ” 


a zi J Oajix Or; a Ox Ox; Oxy 
_ 8 9 9 9 94 
Bx; Oxi xm Oxi Oxs” 


所 以 
_ 工 01 -8 Ox 
J mr Oxi ar (5.7.10) 
类 似 地 可 以 得 到 


_1(87 1 ,8 (6 
J G ) 了 (& 人 le 0 
其 中 括号 外 的 下 标 * 表示 {x} 保持 不 变 。 显然 有 关系 
8 A A A 
人 中 | 六 (¥ ja (5.7.12) 
成 立 。 另外 ,利用 {5.7.10) 式 可 以 得 到 下 列 关系 : 
6 O00 0 Or Es 
Ox: OxiOxx Oxri Ox; Or Ox 


0 Ax’ 1 6J 
一 一 十 一 一 一 。 5.7.13 


为 清楚 起 见 ， 让 我 们 约定 ， 在 本 节 中 方 括号 表示 其 中 算 子 的 作用 


范围 限于 方 括号 之 内 。 注 意 到 显然 的 等 式 
a8_ L108,_ 1387 


Ox, - J Em J Ox; 
并 将 (5.7.10) 式 写成 
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就 有 


8 10 Ox] (5.7.14) 
Or; J Ox Dxi 
重复 利用 (5.7.14) 式 两 次 可 得 

0 -1861J1 6 9r 


OxiOxr; J Oxi Or; J Ox, Ox 
1 WE Oxk Ox; J 


1 

J OxAOx’ Dxi Oxi 7 Ox 
1 
J 


1 8 Oxk Ox’ D Ox 
-= TC 一. (5.7.15 
J OxiOx; Be Ox; Ox 4 Driaxi 


至 于 对 : 的 导数 ,由 (5.7.12) 式 可 以 得 到 
(2). -+ (2).1-3 (0) 
eC .7 十 于 (人 ar 


一 二 (到 
J \Oi = 


其 中 第 二 项 的 算 子 可 以 利用 (5.7.11) 式 写成 
(的 ) 训 - 贡 人 全) 一 ai 


xz Or x J i <” 


8 1(0\ jr 10 /0% 
(2) (),,] Ee (2 ) 7 (5.7.16) 
将 (5.7.14) 至 (5.7.16) 诸 式 代入 方程 (5.1.8) 中 ， 就 得 到 关于 由 
(5.7.5) 式 所 定义 的 P 的 Fokker-Planck 方程 : 


OP” 0 » 1 [ea 用 
oF) 0 (dp 十 二 一 (DBPD)J，(5.7.17 
(2), BAP) + i BP) (5717) 


9 [99s] 85 | 
Or, Ox;| Dxi 


因此 有 


其 中 


3 
‘= 0) FO + iOm pi, (5.7.18) 
Oxr; 2 OxiOxri 
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8 
- Ox; xi 

上 面 所 介绍 的 变量 变换 有 很 重要 的 用 途 。 以 一 维 线性 Fokk- 
ef-Planck 方程 为 例 ， 


了 4， Bs. (5.7.19) 


PN — A LA, P(e, 门 ] 
1 9 
十 [B(x,i)P(x, 2)], (5.7.20) 
变换 到 新 变量 y==y(x,?) 时 ,新 的 扩散 系数 可 以 从 (5.7.19) 式 得 到 : 
Bp’ 一 (2)B (5.7.21) 
如 果 要 得 到 具有 常 扩散 系数 B' 一 D 的 Fokker-Planck 方程 ,就 应 
当 有 
(2) RE 
Ox B(x,1)” 
因此 可 以 选择 
E32 = 一 -a ‘ 
y = y(x,t) | ss dé (5.7.22) 
由 (5.7.18) 式 可 知 ,新 的 漂移 系数 为 


Oy Oy 1 6 
A 3 一 十 pt A 3 -一 -一 蕊 了 i 
(y, 7) ; B (x, i) 十 > B(x,1) (5.7.23) 
简单 的 计算 给 出 


es OD len ps OB 
sD Ge ysl 2 | 
新 的 几率 分 布 函数 为 

P's) = Ps) ~ (OL) Pr 人 


NE p(x, 1). (5.7.25) 


这 样 ,(5.7.20) 式 就 可 改写 成 


OP'(y,1) 


0 ， ， 
Gs Bay (y,2)P'(y,7)!] 
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Do 
$F py 
2 Oy Cy,2) 


(5.7.26) 


这 就 是 正规 化 的 Fokker-Planck 方程 。 这样， 对 于 一 维 Fokker- 
Planck 方程 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 只 处 理 具 有 常 扩 散 系数 的 情 
况 。 由 于 刀 是 任意 的 ， 所 以 可 以 取 D = 1, 但 是 这 样 作 不 便于 处 
理 低 噪声 极限 情况 (相当 于 了 一 0 的 情况 )， 所 以 我 们 仍 将 保留 参 


量 D。 
当 4'(y) 与 无 关 时 ， 引 进 随机 执 
Uv) 一 400Day ， 
则 方程 (5.7.26) 又 可 以 写成 
条 -高 区 + 匣 ] 
这 时 ,(5.1.18) 式 的 几率 流 密度 简化 为 


sy, 0) — Lp -LE 
(y 1) dy 2 Oy 
(5.7.28) 式 又 可 以 写成 
OP _ _ 85(y,7) 
eh Oy . 


$ 5.8 单 变量 线性 Fokker-Planek 方程 的 性 质 
设 有 单 变量 线性 Fokker-Planck 方程 


OP(x,:) _ .8 
er Bx [ACx)P(x, 71)1 


1 


二 全 [BCx)P(x, 1)], 


其 中 4(x), B(x) 与 P 和 4 无关, 且 
B(x) 之 0, 
按照 前 面 提 出 的 几率 流 密 度 定义 ， 有 
S(#,1) = ACx)P(x,1) 
总 本 [B(x)P(x,1)], 


(C5,727) 


(5.7.28) 


(5.7.29) 


(5.7.30) 


(5.8.1) 


(5.8.2) 


(5.8.3) 
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因此 可 以 把 (5.8.1) 式 写成 


DPCxz:) _ _ 05S(x, 20) (5.8.4) 
Or 和 
对 于 方程 (5.8.4) 的 定 态 解 
Six) = A(x)Ps(X) 一 一 一 [ba 常数 ， 


但 根据 归 一 化 的 要 求 , 在 * 一 土 co 人 应 有 P(x, 7) 一 0, 所 
以 在 那里 S(x, :1) 一 0， en 于 是 立即 得 出 


二 | CE je 5.8.5 
Pu(z) 一 jE «xp | A (5.8.5) 


式 中 C 是 妇 一 -化 常数 ， 注 意 到 (5.8.2) 式 ,可 以 发 现 ,为 使 Pu(x) 能 
够 归 一 化 , A(x) 在 zx 一 土 oo 时 应 当 满 足 
A(—%)>0, 4(oo) 过 0. (5.8.6) 

由 此 可 知 4(x) 至 少 有 一 个 零点 。 P(x) 在 该 点 [ 当 B'(x) 在 该 点 
为 零 时 ] 或 该 点 附近 [ 当 B'(x) 在 该 点 虽 不 为 零 ， 但 值 甚 小 时 ] 取 
极 值 。 如 果 Ps(x) 只 有 一 个 极 值 , 则 必然 是 极 大 值 ,我 们 称 这 个 单 
变量 Fokker-Planck 方程 有 单 稳 态 .如 果 P(x) 有 多 个 极 大 值 , 则 
称 这 方程 有 多 稳 态 。(5.8.6) 式 的 物理 意义 是 清楚 的 。 从 4(x) 的 
定义 (5.1.7) 及 (5.1.6) 式 可 见 ，4( 一 0) 守 0 表示 在 x 一 一 oo 
时 粒子 向 右 ( 即 x 增 大 方向 ) 运动 的 几率 不 小 于 向 左 运 动 的 几率 ， 
4(co) 委 0 则 表示 在 * 一 co 时 粒子 向 左 运动 的 几率 不 小 于 向 右 运 
动 的 几率 ， 显然， 只 有 这 样 ， 才 能 保证 定 态 几率 分 布 的 存在 。 否 
则 ,粒子 将 不 断 向 远 处 逃逸 . 

记 z 的 函数 G(x) 的 平均 值 为 《Gy》: 

《G ) 一 | G(x)P(x,1)dr, 
其 中 积分 限 略 去 未 写 。 显然 4G 是 上 的 函数 。 用 x? 乘 (5.8.1) 式 
的 两 边 并 对 dx 积分 ,可 以 得 到 
4 = | [= 二 (4P) + (BP)| ee 

经 过 分 部 积分 ,有 


ea。 344。» 


0 (5.8.7) 
at 


A =— 2(xA(x)) + (B(x)), 《5.8.8 ) 
cz (xi4(e) + LD (ranB (x)) , 
at 2 
n 之 2。 (5.8.9 ) 
(5.8.9) 式 对 任意 实数 4 之 2 都 正确 ,但 我 们 感 兴 趣 的 只 是 7 为 正 
整数 的 情况 ，(5.8.7) 和 (5.8.8) 这 两 个 方程 形式 似乎 很 简单 ,但 一 
般 来 说 它们 并 不 封闭 。 只 有 当 4(x) 是 * 的 一 次 函数 时 ，(5.8.7) 
式 才 是 封闭 的 ; 只 有 当 4(x) 是 * 的 一 次 函数 ，B(x) 是 x 的 二 次 
函数 时 ，(5.8.7) 及 (5.8.8) 二 式 才 构成 封闭 的 方程 组 。 (5.8.7) 至 
(5.8.9) 诸 式 称 为 Fokker-Planck 方程 的 各 次 抱 方 程 。 在 一 般 情况 
下 ,只 能 选 有 限 个 矩 方程 截断 ,从 而 求 得 近似 解 ， 
求解 Fokker-Planck 方程 的 另 一 途径 是 分 离 变 量 法 。 设 (5.8.1) 
式 的 解 可 以 写成 


P(x,1) = ce iP,(x), (5.8.10) 
代入 方程 (5.8.1), 可 以 得 到 
工 FpP — tuP, (5.8.11) 
这 里 Fokker-Planck 算 子 Lp。 定义 为 
es 2 Pre 和 B(x), (5.8.12) 


(5.8.11) 式 说 明 一 2 和 Pi(x) 分 别 是 算 子 Ze 的 本 征 值 和 本 征 函 
数 。 可 见 , 如 果 能 够 求 得 Lpp 的 谱 ，Fokker-Planck 方程 (5.8.1) 的 
解 就 可 以 求 出 . 
为 简化 (5.8.11) 式 ,可 以 作 如 下 变换 

Pi(x) = ev* QO,(x) (5.8.13) 
来 消去 (5.8.11) 式 中 对 x 的 一 阶 导数 。 将 (5.8.13) 式 代入 (5.8.11) 
式 , 得 到 

LEFpe"9 一 — he*Q1; 
它 可 以 写成 


多 © S45 0 


0 一 一 10， (5.8.14) 
其 中 
d 1 


a d 
Ba a dB (LS 
L == etLeppe Cx) a 《 2 ， (人 ) 


(GD — A tA -BBY 


es 二 (2 十 几 )B ， (5.8.16) 
R 一 4 一 于 也 一 By’, (5.8.17) 


这 里 “” 表 示 对 x 求 导数 , 选择 由 使 
ee B 必 一 0 (5.8.18) 
那么 算 子 工 的 形式 可 以 简化 。 由 (5.8.18) 式 求 得 


A 二 Bp 
5 一 人 ——2 
B 


oe | dx— LinB (5.8.19) 
B 2 


将 (5.8.19) 式 与 (5.8.5) 式 比较 可 知 ， 在 适当 地 选择 了 (5.8.19) 式 中 
的 积分 常数 之 后 ,有 


P(x) 一 es (5.8.20) 
由 此 立即 可 知 蕊 的 属于 加 = 一 0 的 归 一 化 本 征 函 数 是 
Qolx) = cy” (5.8.21) 
对 于 由 (5.8.18) 式 确定 的 4, (5.8.15) 及 (5.8.16) 式 成 为 
工 了 4 
L PC + Be) (5.8.22) 
Eh Br 十 了 (4 + 几 )B (5.8.23) 


设 甩 是 平方 可 积 实 画 数组 成 的 Hilbert 空间 ， 在 万 中 定义 肉 积 : 
Gs 0) =— | i Car, (5.8.24) 
容易 发 现 
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CL) 一 | 10) {Ve) 十 土生 BC 
x 2}gecwar— | sw) {— PC 


站 Be 2} fearz 一 (Lf, g) (5.8.25) 


所 以 工 是 Hermite 算 子 。 这 说 明 工 的 本 征 值 1 是 实数 ,而 且 本 征 
和 天 91 可 以 组 成 日 空间 中 的 完备 正 交 系 . 
如 果 取 归 一 化 的 9;, 那么 就 有 


本 | OiLOidx (5.8.26) 
将 (5.8.22) 及 (5.8.23) 式 代入 上 式 , 经 过 仔细 的 计算 ,可 以 证 明 
= 一 1 | 092 4 |Be* 2 (Qiet) |*， 
分 部 积分 后 , 得 到 
~ 1|perw|d (on )T 
一 二 | #00 ) [4+>0 (5.8.27) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 
(Qie™*) == (0 
时 成 立 ,这 就 是 1 一 0 的 情况 .因此 : 
1 >>0， 当 1 0 时 ， (5.8.28) 
这 说 明 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 的 定 态 解 是 唯一 的 ;从 任 寓 初 


始 条 件 出 发 ， 几 率 分 布 函数 最 后 都 将 趋向 于 定 态 解 P(x). 
如 有 果 用 55.7 中 介绍 的 方法 先 把 (5.8.1) 式 正规 化 : 


2 人 一 一 [A(Cx)P(x, 1)] + Di Pst) , (5.8.29) 
那么 (5.8.22) 式 和 (5.8.23) 式 就 简化 为 

De er 也 5 (5.8.30) 

Vx) 一 > tw'), (5.8.31) 
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其 中 中 由 (5.8.19) 式 给 出 : 
人 .8.32 
一 二 | 4(8)as (5.8.32) 

于 是 (5.8.31) 式 变 成 
V(x) 一 4 十 


本 征 方程 (5.8.14) 就 成 为 
-DS + (4 十 4DJ0 一 20D90 (5.8.34) 


ss (5.8.33) 
2 


记 
VCx) 一 A'(x) + DA’'(x), (5.8.35) 
E, = 21D, (5.8.36) 
则 (5.8.34) 式 可 以 写成 
—_D’ 5 经 .NO (5.8.37) 


如 果 将 D' 换 成 二 : 

2m 
A? 
二 ? 
那么 (5.8.37) 式 就 与 具有 位 能 人 (x) 的 一 维 定 态 Schridinger 方程 
形式 相同 . 因此 从 司 者 的 解 就 可 以 直接 导出 相应 Fokker-Planck 方 
程 的 解 。 这 只 适 反 过 来 作 蔡 换 训 之 2mD? 即 可 。 具 体例 子 将 在 下 
节 给 出 。 


D’ 一 (5.8.38) 


$5.9 单 变量 线性 Fokker-Planck 方程 的 某 些 严格 解 


尽管 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 (5.8.1) 是 最 简单 形式 的 
Fokker-Pianck 方程 ,但 也 只 有 在 极 少 数 情况 下 才能 得 到 严格 的 非 
定 态 解 。 其 中 最 重要 的 一 种 情况 ,就 是 关于 Ornstein-Uhlenbeck 
过 程 的 Fokker-Planck 方程 。 这 里 

A(x) 一 一 7x， B(x) 一 D = 二 常数 (5.9.1) 
其 中 7 了 是 常数 , 按 (5.8.6) 式 的 要 求 , y 宇 0, 相应 的 Fokker-Planck 
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方程 写成 


oP D oP 


_ ~ 0 
本 一 (xP) + > (5.9.2) 
如 果 用 和 矩 方 程 方法 , 则 (5.8.7) 和 (5.8.8) 式 可 分 别 写成 
dz 一 —7lx), (5.9.3) 
at 
Ke 27lx*) 十 D， (5.9.4) 
di 
由 (5.9.3) 式 立即 解 得 
《x(t)) 一 《x(0)72e 7 (5.9.5) 
另外 ,由 (5.9.3) 式 还 可 以 求 得 
d(xp = 2x) A 一 一 27(z)， 
at at 
将 上 式 与 (5.9.4) 式 相 减 ,得 到 
4 0 DD:, (5.9.6) 
dt 
式 中 
ot) = (x(1)) 一 x2) 7) 
由 (5.9.6) 式 解 出 
D —27t DD 
Di [00) 3 己 | et 5927) 


对 于 更 高 阶 的 矩 , 从 (5.8.7) 式 知道 


dlx") 一 Nyx n(n — 1) 六 
7(《xny》 十 Dlx*?), (5.9.8) 


对 于 ”一 3,4,"…,(5.9.8) 式 可 以 逐一 解 出 . 

如 果 采 用 本 征 函数 展开 的 方法 ,可 以 像 上 节 讨 论 的 那样 ,把 求 
解 方程 (5.9.2) 的 问题 约 化 为 求解 定 态 Schr5dinger 方程 的 问题 . 
由 (5.8.35) 式 有 


V(x) 一 rx 十 7DD (5.9.9) 

因此 对 应 的 定 态 Schridinger 方程 是 关于 一 维 线性 谐振 子 的 方程 : 
dl oie0 mF, 0 

i 0, (E, )9 , (5.9.10) 
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其 中 o 一 rz. 方程 (5.9.10) 的 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 是 
jo oe = a 
El 一 > i(! 1 )o, l=0,1,2,..°; 
OQ(£) 一 Nie-s2H,(E), 


其中 8 一 一 2: 一 一 六 <， Hi:((§) 是 1 阶 Hermite 多 项 


式 , 和 Ni 是 归 一 化 常数 . 
1 
5 N22 DT 
注意 到 (5.8.36) 式 和 关系 (5.8.38)，。 就 可 以 把 以 上 所 得 的 Ei 值 和 
Qi:(#) 改写 成 
-= 7， /一 0,1,2,，-…; 


Q(x) = Ne 寺 电 (2 * ). 


而 由 (5.8.13) 式 及 (5.8.21) 式 知 | 
Pi(%) =: Qo(x) Qi1(%) 一 NoNie 0 (fz * ). (5.9.11) 


对 于 任意 给 定 的 初始 条 件 P(x，0)， 必须 先 把 它 按 本 征 函 数 系 展 
开 , 写 成 


P(x,0) 二 > aPi(x), 


l=0 


然后 就 可 以 写 出 (5.9.2) 式 的 随时 间 演 变 的 解 : 
P(x,1) 一 六 are™ up (Cx). (5.9.12) 


{=0 


这 样 形式 的 解 通常 很 复杂 . 但是， 如 果 初 始 分 布 是 Gauss 分 布 : 


DO 0) a = dp | x(0)0) | ogi 
Vv 2x0(0) 2x0( 0) 局 20(0) | ， 4 ) 


那么 就 可 以 设想 在 随时 间 演 变 过 程 中 ， P(x,!) 始终 是 Gauss 分 布 : 
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1 | (x CO— (x(7))Y 
P(X,!:)=— exp | 一 一 一 一 一 和 | 5.9.14 
(x, 7) 4 nolE) ?| 2o{z) ( ) 


将 (5.9.14) 式 代入 方程 (5.9.2) ,消去 方程 两 边 的 指数 部 分 之 后 ， 比 
较 * 同 次 吉 的 系数 ,得 到 的 方程 恰好 就 是 (5.9.3) 和 (5.9.6) 二 式 , 因 
此 《x()》 和 ob?) 由 (5.9.5) 式 和 (5.9.7) 式 给 出 ， 这 时 (5.9.14) 式 给 
出 的 函数 P(x, 71) 就 是 满足 初始 条 件 (5.9.13) 式 的 Ornstein-Uhlen- 
beck 过 程 的 几率 分 布 函 数 。 

除 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 之 外 ， 还 有 其 他 一 些 严格 可 解 的 
特例 。 事实 上 , 根据 上 节 的 讨论 ,只 要 某 定 态 的 Schr6dinger 方程 
有 严格 解 , 就 可 以 推 得 一 个 相应 的 Fokker-Planck 方程 的 严格 解 。 
例如 ， 从 量子 力学 中 求 得 的 一 维 方 势 阱 问题 或 一 维 5 函数 势 问题 
的 解析 解 ， 都 可 以 导出 相应 的 Fokker-Planck 方程 的 精确 解 “*!, 

可 以 应 用 和 矩 方 法 来 探讨 的 ,也 有 下 列 形式 的 Fokker-Planck 方 
程 d9。 


oP _ 
Oi 


{(ax — bx )P] 
二 0 2 7+1 
人 [(cz + Br +!)P], (5.9.15) 


其 中 Y=2,3,4,..*;34,6,0,p 都 是 实 常数 ， 而 x 的 取 值 域 为 0< 
* < 0c0。 记 7 次 矩 为 


Cnt) = (x"), = | P(x, tds (5.9.16) 
则 由 (5.9.15) 式 可 以 得 到 
Calt) 一 > Ar Cnt), (5.9.17) 
其 中 系数 矩阵 
”一刀 二 (z 一 ’ n 人 邓 一 
4 + 于 (on 一 Da 二 | 和 一 


2 aq Ontr -isn’ (5.9.18) 


为 上 三 角 年 阵 ,因此 容易 求 出 它 的 本 征 值 和 本 征 矢量 。 实 际 上 ,将 


< 
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(5.9.17) 式 写成 矩阵 形式 


CO) — A. CC) ， (5.9.173) 
并 设 C(r) eG, 代 人 上 式 后 , 即 有 
A.C 一 1C. 
显然 ,本 征 值 4 就 由 和 矩阵 A 的 对 角 元 素 给 出 : 
人 [9 
= 4 —v |a+ < 一 D|: (5.9.19) 


相应 的 本 征 矢量 C” 的 分 量 则 由 下 列 迭 代 关系 给 出 : 
bcm CP tn | nm) —6| cH. 


若 取 归 一 化 条 件 为 C” 一 1, 则 从 上 式 可 以 求 得 : 


| 


CY 一 CT xy 一 1) 人 = 一 4 
Bp(»—1)—26 
r[ 5- 
Tn | 二 
Te 二 0 下 ， )， 
PE 1 
0， 当 # 为 其 他 值 . 
(5.9.20) 


于 是 方程 (5.9.17) 的 通 解 可 以 写作 
Calt) 一 HD) ar er Cy, (5.9.21) 
其 中 系数 由 初始 条 件 决 定 。 设 初始 几率 分 布 P(x, 0) 给 出 的 初始 
7 次 矩 值 是 Cs(1 一 0) 一 Cm, 则 应 该 有 
Cr = 2 aCY 。 (5.9.22) 


由 于 和 矩阵 A 不 是 Hermite 和 矩阵 ,因此 矢量 CY*, v= 二 0, 1,2,.… 
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不 构成 正 交 系 . 为 要 从 (5.9.22) 式 由 初始 值 Cm 确定 系数 **。 必 须 
引入 和 C™” ,>» 二 0, 1, 2,，*…… 构成 双 正 交 系 的 矢量 C1, » 一 
0, 1, 2，。.**。 事 实 上 ,，C”?! 就 是 A 的 左 本 征 矢量 ， 满 足 

Co .A 一 1Co， (5.9:23) 
采用 求 得 C2 的 类 似 方法 ,可 以 求 出 Co 的 分 量 : 


a 


es 


kIT 
Co? 一 、 
re 
Te ra —1)—25] 3! 当 n= y+ (ro 1), 
| r | | = 0,1,2,，:。 
| 8(7 1) 
| 0， ” 当 n 为 其 他 值 . 
(5.9.24) 
利用 双 正 交 关 系 
SGOT ey (5.9.25) 
可 以 得 到 
2 一 SD CWC ， (5.9.26) 


从 而 完成 了 ?次 和 矩 随时 间 演 化 值 C.(z) 的 求解 

和 和 矩 方法 紧密 相关 的 是 生成 函数 方法 ，。 和 P(x+，:) 相应 的 生 
成 函数 是 它 的 Fourier 变换 (如 果 x 的 取 值 域 为 一 co < x*<oo) 或 
Laplace 变换 (如 果 * 的 取 值 域 为 0<x < co)。 以 前 者 为 例 , 设 


F(s,1) = | e'sp(x, 1)dx. (5.9.27) 


用 e'* 乘 (5.8.1) 式 两 边 ， 对 dx 积分 并 利用 P(x, i) 在 x 一 土 o 时 
趋 于 零 的 条 件 ， 可 得 
e B53. 


OF( ,ti) _ 0 ek sl RS A i 
or | 4 总) 2 (6) 00) 
设 此 方程 较 易 解 出 ， 则 通过 闭 Fourier 变换 ， 即 可 求 得 几率 分 布 
P(x, 1!)。 事实 上 ,问题 中 感 兴 趣 的 往往 不 是 P(*，:) 本 身 , 而 是 它 
的 各 次 扰 

Cs (zt) 一 | x"P(x ,i)dx. (5.9.29) 


将 (5.9.27) 式 右边 被 积 函 数 中 指数 因子 展开 ,不 难 发 现 ， 可 以 得 出 
下 列 展 开 式 


A 3 4 Ct), (5.9.30) 


可 见 , 只 需 将 F(s, !) 对 变量 * 作 Taylor 展开 ， 从 展开 系数 即 可 
求 得 P(x, :) 的 各 次 矩 C,.(z)， 而 无 需 逆 Fourier 变换 ， 

一 维 线性 Fokker-Planck 方程 的 精确 解 是 许多 理论 工作 者 关 
心 的 问题 ， 近年 来 不 时 有 作者 找到 一 些 可 以 精确 求解 的 特例 。 但 
是 ,由 于 这 些 严 格 解 与 物理 问题 的 联系 不 十 分 密切 ,特别 是 由 于 人 
们 最 关心 的 一 些 物 理 问题 的 严格 解难 以 找到 ， 所 以 除 Ornstein- 
Uhlenbeck 过 程 外 ,人 们 通常 更 重视 各 种 能 够 处 理 更 普遍 形式 的 
Fokker-Planck 方程 的 各 种 近似 方法 。 在 这 些 近似 方法 中 最 引 人 
注目 的 是 微 扰 法 ， 它 依赖 于 小 参量 的 选择 .在 下 节 中 ， 我 们 将 从 
分 析 生 灭 过 程 人 手 找 出 小 参量 ， 从 而 介绍 历史 上 著名 的 人 展开 方 
法 . 


$5.10 ” 生 灭 过 程 和 42 展开 


设 在 随机 变量 X 所 代表 的 状态 中 ,X 取 整数 值 ,而 且 只 有 相 邻 
的 两 个 状态 之 间 才 能 发 生路 迁 , 设 G(X) 及 R(x) 分 别 为 每 单位 
时 间 内 从 X 态 跃迁 到 (X 十 1) 态 及 (X 一 1) 态 的 几率 ,于 是 
(5.1.4) 式 中 主 方程 可 以 写成 


Es) = G(X — 1)P(X — 1,) 
i 
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— G(X)P(X,1) + R(X+ 1)P(X+1,7) 
— R(X)P(X,). (5.10.1) 
在 具 休 问题 中 ,XX 可 以 表示 系统 中 分 子 的 个 数 , 或 者 生物 个 体 的 数 
目 等 等 ,这 时 多 增 大 就 反映 了 新 个 体 的 出 生 , 而 XX 减少 就 反映 了 原 
有 个 体 的 消灭 。 因 此 通常 称 (5.10.1) 式 所 描述 的 过 程 为 生 灭 过 程 . 
由 于 
1((Xi1) = e+ ff(X), 
所 以 如 果 把 X 的 取 值 范围 拓展 到 实数 范围 ,就 可 以 把 方程 (5.10.1) 
写成 
6P(X,!/) 一 故 


QOz 


+ (eB 1)R(X)P(X, 1) 


~ 0 (np 
= (— 2 D'"(X)P(X,/), (5.10.2) 


n=1 


其 中 Kramers-Moyal 系数 Di”"(X) 是 
D(X) 一 [G(X) + (—1)*R(X)]. (5.10.3) 
nl 
设 系统 的 体积 为 8， 引 人 强 度量 
X 
“一 关 。 (5.10.4) 
将 方程 (5.10.2) 变 换 为 用 新 的 变量 * 表示 ,几率 分 布 函 数 变换 为 
P(x,t) = P(X ,1) 人 = P(xQ ,1)0,， 
主 方程 (5.10.2) 便 改写 成 


P(x t) = 1 ( 人 入 
0 tk ee DCm 10. 
0 n=1 0" Ee (xQ)P(x,t). (5.10.5) 


通常 情况 下 ,对 于 足够 大 的 系统 ， 可 以 忽略 边界 的 影响 , G(X) 和 
R(X) 在 浓度 x 给 定时 大 致 与 系统 体积 0 成 正比 , 故 近似 有 
D(xQ) Qn, 
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因此 ,不 妨 记 
Dx) = 一 D(x0) 一 ~ [G(x) + (一 1)"&(Cx)] 


(5.10.3a) 
其 中 G(x) 一 5G(X), 名 (x) 一 sR(X)， 把 上 式 代 人 (5.10.5 ) 式 中 
后 ,省 略 掉 户 和 方 上 的 ~: 号， 便 可 得 


CE) = > 6”! (— 人 a) Dx)P(x, 1) , (5.10.6) 


式 中 e 王 < 1。 可见, 当 使 用 强度 量 * 时 , 主 方程 的 Kramers- 


Moyal 展开 系数 随 7 的 增 大 而 急剧 减 小 。 这 不 仅 在 一 定 程度 上 为 
截断 Kramers-Moyal 展开 得 到 Fokker-Planck 方程 提供 了 根据 ,而 
且 也 提供 了 小 参量 s. 

和 (5.10.6) 式 相应 的 Fokker-Planck 方程 为 


OP(x,:!) _. __ 06 
~ 5 人 


和 (5.10.7) 
Ox’ 


2 
式 中 


4(x)] = DID(x)] 一 [G(x0) ~ R(xz0)] , (5.10.8) 
B(x) = 2Dia(z) 一 ) [G(x0) + R(xQ)]. (5.10.9) 


方程 (5.10.6) 和 方程 (5.10.7) 的 解法 有 许多 共同 之 处 ， 虽 然 这 二 方 
程 在 6 的 高 阶 有 区 别 . 

最 早 用 扰动 法 讨论 如 何 求解 方程 (5.10.6) 和 方程 (5.10.7) 的 是 
van Kampen"” 1"。 他 把 随机 变量 x 写成 两 部 分 的 和 


r= y(t)+Ves, (5.10.10) 
其 中 y(#) 是 待定 的 范 数 ,而 二 为 新 的 随机 变量 ， 将 (5.10.10) 式 代 
人 方程 (5.10.7) ,并 记 
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fH(£,1) = P(x,t) = POyG) + Ve ,1); (5.10.11) 
注意 到 


9 _190 SY 
oH- [Dro +Ve sd), 


”6 , 8 
= 一 十 一 了 呈 si 
y 3 [| Cs 2) py (x 


V 805 
就 可 得 到 


“Oe md OF ad on 
“a yV e BE Ve A(y) BE 


[=-4' Wn = Se 


on 


1 
十 B(y) BE 


| + O(s*”), (5.10.12) 


式 中 y= 2 ,而 二 CO) = ， 注意 ,将 (5.10.10) 式 代入 


(5.10.6) 式 时 , 也 会 得 到 (5.10.12) 式 的 形式 , 区 别 只 存在 于 未 写 出 
的 高 阶 项 。 比 较 (5.10.12) 式 两 边 。 的 同 次 医 ， 可 以 得 到 

y= A(y), (5.10.13) 
I 
OE 
方程 (5.10.13) 是 常 微分 方程 ,通常 称 为 决定 性 方程 。 它 容易 积分 ， 
得 到 


一 ~ 一 一 ER 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
a 4 (y) 8 (£1) 2 Bly) (5.10.14) 


fC— fo = oo 网 A 


这 里 加 一 y(w)。 由 (5.10.15) 式 可 以 求 得 y 一 y(z); 这 一 轨道 称 
为 决定 性 轨道 .方程 (5.10.14) 是 系数 依赖 于 时 间 的 Fokker-Planck 
方程 。 如 果 初 始 条 件 给 定 为 Gauss 型 分 布 , 那么 方程 (5.10.14) 的 
解 可 以 假定 为 
1 —. 上 2 
[I] (#,7) = eat (5.10.16) 
将 (5.10.16) 式 代 人 方程 (5.10.14) ,可 以 得 到 oCz) 所 满足 的 方程 
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dG(1) = 2A'(y(1))o0) + 了 (7CD)， (5.10.17) 
而 o(0) = m 由 初始 条 件 给 出 。 在 已 知 决定 性 轨道 的 情况 下 ， 方 
程 (5.10.17) 可 以 严格 解 出 如 下 : 

o) = a, [A | + [4(?(CD)] | dy’.(5.10.18) 
这 样 就 求 得 了 方程 (5.10.6) 及 (5.10.7) 的 近似 解 。 van Kampen 的 
这 种 近似 解法 称 为 8 展开 方法 . 

9 展开 方法 一 开始 就 假定 (5.10.10) 式 成 立 , 这 就 要 求 P(x, 7) 
只 在 决定 性 轨道 附近 有 小 的 涨 落 。 这 一 条 件 在 单 稳 态 情况 下 是 满 
足 的 ,但 在 多 稳 态 的 情况 下 ,从 不 稳定 点 附近 出 发 的 过 程 中 ， 涨 落 
可 能 很 大 ,于 是 9 展开 方法 失效 .为 说 明 这 一 现象 ,我 们 考虑 一 个 
典型 的 例子 。 设 
A(x)=x—x’, B(x) = 1, 
则 方程 (5.10.7) 可 以 写成 


OP ._ 01. 3 8 OP 5.10.19 
[(x 一 zx)P] 十 > 0 ( ) 
它 的 定 态 解 是 
P(x%) 一 Cexp | | Ax)ar | 
Sp [二 G 过 *)| ， (5.10.20) 


它 在 * 一 十 1 有 两 个 极 大 值 ， 在 x 一 0 有 一 个 极 小 值 。 如 果 初始 
时 记 

y0)=8, 0 一 5 嫌 1 (5.10.21) 
那么 从 (5.10.15) 式 ( 取 一 0， 为 一 5) 可 以 看 出 ， 在 开始 的 一 自 
时 间 内 。 y(s) 增长 很 慢 ， 以 后 逐渐 加 快 ， 而 在 ， -oo 时 Co) 一 
1， 再 假定 初始 时 刻 mw 一 0, 即 初 始 分 布 是 5 函数 . 则 从 (5.10.18) 
式 看 出 

oO- yy). 
Vy 

当 y 很 小 时 ,可 以 略 去 力 , 所 以 
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由 此 估计 ， 在 演变 过 程 中 散 差 最 大 可 以 达到 的 数量 级 ， 当 


5 ~ Vs 时 ,olz) 就 会 增 大 到 二 的 数量 级 ; 这 时 (5.10.10) 式 有 
边 的 两 项 y(t) 和 W s 数量 级 相同 ,于 是 9 展开 失效 ， 

9 展开 方法 的 另 一 个 局 限 性 是 ， 这 种 方法 得 到 的 终 态 总 是 
Gauss 分 布 ， 如 果 所 讨论 的 Fokker-Planck 方程 具有 非 Gauss 分 
布 的 定 态 ， 那 么 用 2 展开 方法 就 无 法 达到 这 一 终 态 。 仍 以 方程 
(5.10.19) 为 例 ， 如 果 初 始 分 布 是 

P(x,1) = 8(x 一 xo)， n>0 
那么 用 8 展开 方法 会 得 到 的 终 态 就 是 * 一 1 附近 的 Gauss 分 布 ， 
但 确切 的 定 态 (5.10.20) 式 却 由 x = 土 1 附近 的 两 个 尖锐 的 峰 组 
成 ， 


$5.11 单 变量 线性 Fokker-Planck 方程 的 奇异 扰动 解法 
在 一 维 主 方程 (5.10.6) 及 相应 的 一 维 Fokker-Planck 方程 
(5.10.7) 中 ,小 参量 e 一 与 高 阶 导数 相 乘 ， 因 此 给 出 奇异 扰动 


问题 。 鉴 于 9 展开 方法 遇 到 的 困难 ， 许 多 作者 就 应 用 奇异 扰动 方 
法 来 讨论 这 些 方 程 的 解 ， 形 成 了 目前 仍然 十 分 活跃 的 理论 前 沿 . 
主 方 程 与 Fokker-Planck 方程 的 奇异 扰动 解法 有 许多 共同 点 ,所 以 
人 们 常常 把 二 者 合 在 一 起 讨论 。 本 节 所 引 的 文献 中 有 些 是 就 主 方 
程 论 述 的 ,但 其 方法 完全 适用 于 Fokker-Planck 方程 ,因为 后 者 实 
际 上 是 前 者 的 特例 . 
首先 让 我 们 讨论 Kubo 等 人 提出 的 解法 号 令 
人 一 exp 局 v(x,0)| 
(5.11.1) 
(xsi) 一 polxst) + Epi(x,t) + .…, 
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代入 方程 (5.10.6), 取 出 其 中 的 支配 部 分 , 便 可 以 得 到 
Op Spa ( ago ; 
2 Co ( 2 (5.11.2) 


这 个 方程 属于 数学 上 仔细 研究 过 的 ”Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 
的 类 型 。 对 于 单 稳 态 问题 ， 它 可 以 得 出 与 9 展开 相同 的 结果 。 而 
在 多 稳 态 情况 下 ， 根 据 它 也 可 以 进行 一 些 有 益 的 讨论 . 

其 次 , 将 $5.9 中 介绍 过 的 生成 函数 方法 加 以 改进 ， 也 可 以 用 
来 讨论 求解 (5.10.6) 或 (5.10.7) 式 的 奇异 扰动 问题 。 这 一 方法 是 
Malek 等 人 首先 提出 来 的 法 。 定 义 生成 函数 


2 上 eep(x, 1)dx (5.11.3) 


及 生成 函数 累积 量 
br,1) = ElnF(r,1), (5.11.4) 
再 把 $(r ,1) 按 ” 的 宪 次 展开 : 


be 


hr) 一 >， oO 二 . (5.11.5) 
n] 


这 里 展开 式 从 7 二 1 开始 是 因为 ，p(x*，:) 的 归 一 化 条 件 保证 了 
F(0,1) 一 1, 因而 $(0,1) 一 0。 由 (5.11.3) 至 (5.11.5) 三 式 可 以 
得 到 


>) ov 二 一 Elin | esp(x,i)dxr. 
n! —% 


比较 上 式 两 边 r+* 的 系数 ,可 以 依次 得 到 
alt) = (x), 
at) — sl(x — (x))), 
q(t) = gil(x — (x))), (5.11.6) 
ai 人 一 sz 一 人 zx) — 3 (x — 《x)) >, 
因此 系数 aa(z) 直接 与 x 的 平均 值 及 分 布 函数 的 各 阶 中 心 矩 相 联 
系 。 利 用 (5.11.3) 式 ， 可 以 把 方程 (5.10.6) 写 成 
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DPCr li) _ 1 = ey | 
Or [ 2 "DD (s Br F(r, 1), (5.11.7) 


式 中 Dm ( 。 8-) 是 算 子 ， 它 通过 在 De"(z) 中 把 < 换 成 算 子 
e 而 得 到 。 利用 (5.11.4) 式 可 将 方程 (5.11.7) 变换 成 峭 一 
(rsz) 满足 的 下 列 方程 : 


6p _ a 人 6 ) 
一 一 nD 一 一 十 一 -| 1 ， 5.11.8 
8, 2 D "Br ( ) 


式 中 Do (他 十 。 总) 仍 应 理解 为 算 子 例如， 若 Dm() 
x ， 则 


mm Op 8 Op © . 
D' (% 十 8 号)1 -( 十 8 ) 1 
~ {04 Op 
(2) 
如 果 只 邯 虑 方程 (5.11.8) 中 的 支配 项 ,就 有 
Op _ > mp" (Sw). (5.11.9) 
ee > 同 次 笑 的 系数 ， 可 得 
42: 一 De ) ， (5.11.10) 
dt 
Se 一 2Do'(a)o + 2D®(a1), (5.11.11) 


式 中 “” 号 表示 求 导 。 容 易 看 出 ,，(5.11.10) 和 (5.11.11) 式 分 别 与 
(5.10.13) 和 (5.10.14) 式 等 价 ; 但 是 现在 并 没有 假定 分 布 函数 是 
Gauss 型 的 ， 从 方程 (5.11.9) 可 以 依次 决定 全 部 系数 as(#z)， 这 说 
明 对 于 单 稳 态 情况 ， 生 成 函数 方法 比 9 展开 更 适用 ， 

但 对 于 多 稳 态 问题 ,生成 函数 方法 也 有 困难 ,这 时 方程 (5.11.9) 
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并 不 是 方程 (5.11.8) 的 好 的 近似 ， 例 如, 取 (5.11.9) 式 的 定 态 , 令 


pe (5.11.12) 
By 


则 有 
3 "De (Cp) 0 


nn 二 1 


考虑 到 (5.10.3a) 式 ,省 略 GCx) 和 人 R(x) 上 的 ‘~’ 号 ， 有 
Glp)(e’ —1)+ R(p)(e 一 1) 一 0， 
所 以 
R(p) 

7 一 ln Ge (5.11.13 ) 
由 (5.11.13) 式 原 则 上 可 以 求 得 一 p(r), 于 是 可 以 积分 求 出 
g(r)， 按 照 《5.11.3) 式 和 (5.11.4) 式 可 以 证 明 p 是 7 的 单 值 单 调 
荔 数 ;但 在 多 稳 态 情况 下 ， 

DV(p) = G(p) — Rp) 

有 多 个 零点 ， 从 (5.11.13) 式 所 得 到 的 将 不 是 * 的 单调 函数 。 例 


L 


图 5.1 Maxwell 切割 
如 , 它 可 能 是 如 图 5.1 所 示 的 8 形 曲线 。 可 以 证 明 , 对 3 形 曲 线 作 
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Maxwell 切割 ( 即 切 割 后 使 两 个 阴影 区 的 面积 相等 ) 之 后 所 得 的 
折线 KNML 才 是 方程 (5.11.8) 的 定 态 的 支配 部 分 名。 至 于 多 稳 
态 下 生成 郊 数 累积 量 的 时 间 演 变 行为 ， 则 还 有 待 深入 研究 . 

WKB 方法 由 Tomita 等 人 于 1976 年 用 来 求解 Fokker-Planck 
方程 5&; B. Cardli 等 人 后 来 对 之 作 了 改进 5q9， 这 种 方法 是 在 85.8 
中 介绍 过 的 分 离 变量 法 的 基础 上 应 用 的 。 将 (5.8.29) 式 中 的 D 写 
作 es, 从 (5.8.38) 式 看 出 。 相当 于 = ,因此 量子 力学 中 用 来 求解 
定 态 Schridinger 方程 的 WKB 方法 可 以 完整 地 用 于 讨论 相应 的 
Fokker~Planck 方程 的 解法 。Tomita 等 人 用 WKB 方法 讨论 了 双 
稳 态 的 问题 ,得 到 了 很 有 意义 的 结果 .按照 (5.7.27) 式 中 定义 的 随 
机 势 ,我 们 知道 ,对 于 单 稳 态 情况 ，U (x) 只 有 一 个 极 值 点 (是 极 小 
值 )， 而 对 于 双 稳 态 情 况 U (x) 有 两 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 。 用 
AU 表示 较 小 的 极 大 值 与 极 小 值 之 差 ,那么 对 双 稳 态 问 题 ,用 WKB 
方法 可 以 证 明 , 算 子 上 [ 见 (5.8.15) 式 ] 的 两 个 最 小 的 本 征 值 是 

和 一 0， 和 ee 

而 其 余 本 征 值 2 ~ 0(1) (1 一 2，3，. ……)。 从 这 个 谱 可 以 得 到 结 
论 : 从 ' 第 一 沿 发 态 ' 邓 鸳 到 基态 ,或 者 说 从 ‘ 亚 稳 态 ' 弛 耶 到 “ 稳 
态 所 需要 的 时 间 是 极 长 的 ,其 数量 级 为 O(eau/e). 

由 于 WKB 方法 比较 容易 讨论 :基态 ' 及 较 低 的 “激发 态 的 情 
况 ， 因 此 应 用 它 可 以 把 弛 豫 过 程 的 最 末 阶 侦 郑 察 得 比较 清楚 。 但 
是 , 它 却 不 适 于 用 来 讨论 弛 殉 的 最 初 阶段 的 情况 ， 

Suzuki 建立 的 标 度 理论 讨论 了 从 不 稳定 点 附近 出 发 向 稳定 态 
弛 豫 过 程 的 一 些 特征 ,取得 了 很 大 成 功 轨 。 以 方程 (5.10.19) 为 例 ， 
假定 初始 条 件 是 


2 
P(r,0) = A |- (x — 6) | ， 0=6<1. 
2x6g0 ZE00 


(5.11.14) 
Suzuki 把 弛 殉 过 程 分 为 三 个 阶段 , 在 初始 阶段 可 对 漂移 力作 线性 
近似 ,把 方程 写 为 
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2 

oP 一 = -一 9 xP 十 Sb oP 3 

Ot Ox 2 Ox’ 
于 是 根据 (5.10.15) 式 及 (5.10.18) 式 求 得 


《x) 6e’, 


所 以 在 初始 阶段 有 
(Xt) exp|— | (5.11.15 
Ba) MV 2xreolt) p| 28c(b) | , 


但 是 ,(5.11.15) 式 的 有 效 范围 显然 只 限于 : 
三 和 J e” .11. 
Tt 三 80(7) e(o 十 二 ) 必 1. G3 11.16) 


在 这 一 阶段 中 , 单 峰 逐 渐 拉 平 ,方差 逐渐 增 大 ， 

当 zs 0(1) 时 ,(《5.11.15) 式 失效 ， 弛 耶 过 程 进入 标 度 阶段 . 
由 于 分 布 阴 数 已 经 变 得 相当 平坦 ， 所 以 不 能 再 对 枝 移 项 作 线 性 近 
似 ;但 这 时 可 以 忽略 方程 (5.10.19) 中 的 扩散 项 ， 用 Pc = Pi(x, 7) 
记 这 一 标 度 阶段 的 几率 分 布 函数 ,有 


BP | 0 ee 本 
村 十 总 [(x 一 局 )P-] = 0. (5.11.17) 
它 的 通 解 是 os , 
Te i(x 

P., < (5.11.18 ) 

式 中 z 由 (5.11.16) 式 给 出 ，%(y) 为 任意 可 微 函数 ,而 1(x) 为 
1(x) 一 一 一 一. (5.11.19) 

V1 — x 


级 数 J$(y) 必须 选择 得 使 (5.11.18) 式 能 与 (5.11.15) 式 连接 。 即 在 
* 二 0 附近 TT 一 0 时 (5.11.18) 式 必须 还 原 到 (5.11.15) 式 .这 一 要 
求 可 由 下 式 满 足 : 

i ‘(x)exp | 一 f (x) 

Pe os ) exi > 上 (5.11.20) 


如 果 取 nm 一 二 作为 初始 阶段 向 标 度 阶 段 的 转变 点 ， 那 么 相应 的 
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时 刻 就 是 


i i [3 (+)el. (5.11.21) 
2 2 


在 弛 萝 的 最 后 阶段 ,扩散 项 又 将 起 重要 作用 .但 由 于 这 时 分 布 
函数 已 经 成 为 稳定 点 《在 这 个 例子 中 就 是 * 一 土 1 两 点 ) 附近 的 
两 个 峰 ， 因 此 漂移 力 又 可 以 在 这 两 点 附近 分 别 线性 化 。 所 以 最 后 
阶段 分 布 函数 Py 所 满足 的 方程 是 


se (5.11.22) 
FP+ 5 sab 11, 


上 式 实际 上 是 两 个 方程 , 分 别 适 用 于 zx 一 土 1 两 点 。 取 4 作为 标 
度 阶段 与 最 后 阶段 的 分 界 时 刻 , 那么 Py 的 初始 条 件 就 是 
P(x, 4) = P(r, 12), (5.11.23) 

Py 也 可 以 用 8 展开 等 方法 来 讨论 . 

胡 岗 等 改进 了 Suzuki 的 标 度 理论 5。 首先 ，Suzuki 理论 中 
的 标 度 阶段 和 最 终 阶 段 并 没有 统一 的 描述 ， 两 者 相互 连接 时 需要 
变换 方程 式 。 胡 岗 提出 了 把 这 两 个 阶段 合并 起 来 用 Green 函数 
方法 统一 讨论 的 主张 。 在 初始 阶段 仍 对 漂移 力作 线性 近似 ， 然 后 
将 这 阶 侦 所 形成 的 分 布 函数 看 成 许多 极 尖锐 的 Gaus 分 布 之 和 ， 
并 用 9 展开 的 方法 讨论 每 一 Gauss 分 布 随时 间 的 演变 , 这 些 演变 
登 加 起 来 就 给 出 整个 分 布 函数 随时 间 的 演变 。 其 次 ，Suzuki 理论 
中 的 初始 阶段 和 标 度 阶段 之 间 能 否 找到 合适 的 分 界 时 刻 ， Suzuki 
没有 说 清楚 ， 胡 岗 指 出 ， 在 对 标 度 阶段 和 最 终 阶 段 的 描述 方法 作 
了 上 述 修 改 之 后 ,初始 阶段 与 以 局 阶段 的 分 界 时 刻 “可 以 在 相当 
宽 的 范围 中 任意 选择 而 对 结果 没有 明显 的 影响 ,这 个 范围 可 以 给 
出 : 

一 > (lt+o)e’S>1, 

式 中 om 是 位 于 + 一 0 处 的 初始 Gauss 分 布 的 方差 ， 

应 当 指出 ，Suzuki 的 三 阶段 弛 物 过 程 并 没有 包括 从 亚 稳 态 到 
稳 态 的 弛 豫 过 程 。 所 以 , 如 果 Suzuki 所 讨论 的 最 终 态 是 亚 稳 态 ， 
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那么 凶 豫 就 没有 完结 ,还 要 经 过 0(e*) 的 时 间 才 能 达到 平衡 态 . 
可 以 说 ， 当 前 还 没有 找到 一 种 奇异 扰动 方法 能 用 来 统一 地 处 
理 从 任意 初 态 出 发 向 平衡 态 儿 鸳 的 全 过 程 ， 


§5.12* Fokker-Planck 方程 的 Lie 代数 结构 


通过 讨论 Fokker-Planck 方程 的 Lie 代数 结构 来 定性 地 (有 
时 也 可 以 定量 地 ) 研 究 方程 的 整体 行为 ,是 研究 Fokker-Planck 方 
程 的 另 一 途径 只 4 

芳 虑 一 维 Fokker-Planck 方程 


6p(z; 上 6 和 oe 。 
0 Bx [7 P(xsi)] 人 已 ( > )’s (5.12.1) 
其 中 7 及 8 是 正 的 常数 。 记 
三 二 
汪 L ee (5.12.2) 
(5.12.1) 式 可 以 写成 
四 Ob (5.12.3) 
Or. 
它 的 形式 解 为 
P(x,1) 一 etp(x,0). (5.12.4) 
把 (5.12.2) 式 改写 成 
下 (5.12.5) 
式 中 六 
下 
可 以 发 现 4, 也 及 C- 之 间 有 如 下 的 对 易 关 系 : 
[4,C_] 一 一 2C-， [A,E]=[C.,E] = 0, (5.12.7) 
由 于 EE 与 4,C- 都 对 易 , 所 以 (5.12.4) 式 可 以 写成 
P(x,1) 一 “和 EeC74+6C-)P(z 0), (5.12,8) 
引入 算 子 


”366。 


C++ 一 一 ， 


4 
则 有 下 列 对 易 关 系 : 
[A,Ci4]=+2C4, fc,c]= 4. (5.12.9) 
考虑 组 成 短 阵 Lie 代数 S1(2) 的 基 : 


-(5 一 ) -( 2" "| 
B+ (® of 8- 本 


2 : 
83 1 (5.12.10) 
人 
它们 之 间 的 对 易 关 系 为 
[gs,gz] 一 土 8+， [g+,8-] 一 28i。 (5.12.11) 


比较 (5.12.9) 式 与 (5.12.11) 式 可 见 ，28; 与 8+ 分 别 是 4 与 Ca 的 
矩阵 表示 .从 51(2) 可 以 得 到 SL(2,R) 群 。5L(2, RR) 群 的 元 素 
G 可 以 写成 

G = exp(ag;+ 084+ + cg-) 


a 

一 epl| 和 ,|. (5.12.12 ) 
i ee 
2 


由 于 B83, B+ 都 是 零 迹 矩阵 ， 从 公式 
det(e4) 一 eT™4 
知道 
1G1 三 detG 一 1, 
G 又 可 以 写成 另 一 种 形式 : 


六 ti/2 Lo,—+’/2 
G = e'stor ser'ss 一 CE + b'c')e De 


—c’e™/’ 2 (5.12.13) 
为 改写 (5.12.8) 式 右边 第 二 个 因子 ， 可 以 孝 虑 它 对 应 的 窍 阵 
形式 
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exp( -一 271g: 十 pig-) 一 ep( 一 7 0 ) ($5.12.14) 


一 Ce Yit 
利用 和 矩阵 公式 
e9 一 Per~0rp-! 
及 
cp 网 ( 局 2 
取 


AT 0 
人 
就 可 以 把 (5.12.14) 式 改写 成 


一 了 1 


0 
5.12. 
a 到 (1 一 e2z 站 er (5.12.15) 
27 


将 (5.12.15) 式 与 (5.12.13) 式 比较 ， 可 知 


2 一 0， RE 7 一 一 271。 


27 
因此 有 
exp( 一 2718; 十 618_) 一 op( 二 (e™ — 1)g- ) 
X exp(—271g;), | (5.12.16) 
相应 地 有 


exp(— 7YiA 十 BiIC_) 一 cp( 大 (ec27: 一 Dc-) 


x exp(—714), (5.12.17) 
将 (5.12.17) 式 代入 (5.12.8) 式 ,得 到 
Px) = op | ("DS| 


x exp 一 fe. rx ) P(x,0). (5.12.18) 
Dr 


上 式 已 把 漂移 颈 和 扩散 项 的 作用 分 开 : P(x，0) 是 由 初始 条 件 给 
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出 的 初始 几率 分 布 ,因子 exp{( 一 /如 Yx ) 反映 了 漂移 项 的 作用 ， 


| 坊 (e* 1) 河 反映 了 扩散 项 的 作用 。 (5.12.18) 式 给 
lg 12.1) 在 任意 初始 条 件 下 的 精确 解 . 


“对 于 其 有 罪 线 性 漂移 力 的 Fokker-Planck 方程 ， 例 如 


8p 0’ 
= PP， (5.12.19) 


也 可 以 用 上 述 方法 处 理 ,但 需要 引入 一 些 近 似 。 事实 上 ,对 于 方程 
《5.12.19)， 算 子 工 应 写成 


0 0 0 
Dr 
D 0 
一 一 十 3 一 一 5.12.20 
Fe 下 ( ) 


在 前 面 引进 的 Lie 代数 结构 中 不 包括 * 六 这 样 的 算 子 , 因此 无 
法 简单 地 套用 上 面 的 作法 。 但是， 如 果 近 似 地 认为 

3 .0 -vara 

x 2 x’)x Be ? (5.12.21) 


其 中 (x') 视 为 + 的 函数 ,那么 (5.12.20) 式 中 的 算 子 仍然 可 以 写成 
4,Cz 及 的 线性 组 合 。 于 是 可 以 求 得 


P(x,1) = “xp [~ > (p 十 2) |e|- (1 一 czo) c,| 
x exp | 二 (一 9)C-| esPl#,0), (5.12.22) 
p 
式 中 p 一 《x') 一 1。 将 上 式 写 成 显 式 , 就 是 


P(xzyi) = e-4et+exp |- 《1 一 | 
PD 


xX i EE: | (Eee) _ 二 cx ) | 


2re (| ae) 人 
2 (1—e ) a ) 


xP(E, 0)d8 。 (5.12.23) 
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这 个 式 子 反映 了 弛 和 耶 过 程 的 定性 行为 当 上 二 0 时 ,如 果 P(x, 0) 
是 * 一 0 附近 的 一 个 Gauss 分 布 ( 单 峰 )， 在 :1 大 一 些 时 ,， 蜂 就 逐 
渐 拉 平 。 随 着 : 继续 增 大 ,分 布 函数 P(x,t) 逐渐 成 为 双 妖 ， 
原则 上 上帝， 只 要 找到 一 种 Lie 代数 结构 , 就 可 以 用 上 述 方法 
写 出 一 类 方程 的 解 。 肯 前 已 发 现 ,以 下 6 个 算 子 也 构成 Lie 代数 : 


0 1 
A 一 一 re 十 Pn 
、 Ox 2 
Bays > 3 
Ba 
it (5.12.24) 
C+ 9 
了 
Co 
E= 1 
它们 之 间 的 对 易 关 系 是 
上 4 3 一 土 Bx， EEC] 本 十 2C55 
[B,,C: 1 一 0， [B_,C_] 一 0， 
[B_,C+] 一 8 ， [38_,B,] 一 > E, (5.12.25) 


[C-,8 1] 一 B_， 


EGG = A 9 


en 

显然 , 前 面 用 到 的 Lie 代数 是 (5.12.24) 所 组 成 Lie 代数 的 一 个 子 
代数 ， 对 于 高 维 Fokker-Planck 方程 ,更 复杂 结构 的 Lie 代数 也 
可 能 找到 ， 但 目前 还 没有 找到 一 种 Lie 代数 结构 ， 能 够 像 方 程 
《5.12.19) 那 样 严格 求解 的 具有 典型 非 线性 漂移 力 的 Fokker-Planck 
方程 。 此 外 ,(5.12.21) 式 中 引进 的 近似 并 非 在 任何 情况 下 都 合理 。 
事实 上 ,由 (5.12.21) 式 有 

” 3; OP a\(” .OP ,. 

| > dx 一 (| = 下 dx ; 
上 式 左右 两 边 经 分 部 积分 后 ， 将 导 至 与 归 一 化 条 件 矛 盾 的 结果 
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有 可 革 训 


| Pi 
可 见 (5.12.21) 式 不 可 能 是 普遍 适用 的 近似 。 


$ 5.13* ”多 变量 线性 Fokker-Planek 方程 的 性 质 


现在 讨论 多 变量 线性 Fokker-Pianck 方程 (5.1.8), 即 方程 ( 注 
意 求 和 规定 ,下 同 ) 


ee 本 [Ai({x},2)P({x},2)] 


1 人 
Te 
的 狂 质 ; 式 中 4;(tx}, 9 和 Bi({x}, bi) 都 是 与 己 无 关 的 已 知 函 
数 ， 而 且 B;; 是 半 正 定 的 实 对 称 张 量 : 
B;; = B;,. : (5.13.2) 
本 节 中 假定 Bi 为 正定 ， 即 全 部 本 征 值 为 正 。 
必须 注意 多 变量 Fokker-Planck 方程 不 一 定 存 在 使 几率 流 处 
处 为 零 的 定 态 解 。 如 果 方 程 (5.13.1) 中 4; 和 Bi 与 t+ 无 关 ， 我们 
先 假定 它 有 定 态 解 


[Bi({x},)P({x}, 2)] (5.13.1) 


Pu({z]) 一 ceo (5.13.3) 
使 (5.1.18) 式 中 定义 的 几率 流 密度 矢量 5; 处 处 为 零 ， 便 有 
10B:s_p,o% 
| eB (5.13.4) 
用 Bi 的 逆 BF 乘 (5.13.4) 式 两 边 , 并 对 i 求 和 ， 可 以 得 到 
bp 1 9B] 
i [4 2 | = Uh (5.13.5) 
显然 , 按 上 式 定义 的 U4 应 满足 有 势 条 件 : 
OU4 OU: 
ne (5.13.6) 


这 是 方程 (5.13.1) 存 在 有 使 几率 流 处 处 为 零 的 定 态 解 的 必要 条 件 . 
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的 ， 事实 上 , 若 (5.13.6) 式 成 立 ， 就 可 以 求 得 


一 人 Bi (4 — L984) 
pix}) | Bi lA, 2 dx ， (5.13.7) 


而 且 积 分 的 结果 与 咯 径 无 关 ， 由 上 式 给 出 的 满足 (5.13.4) 式 ,所 
以 (5.13.3) 式 给 出 的 Pus({x}】) 就 是 方程 (5.13.1) 的 使 几率 流 为 雷 的 
定 态 解 。 我 们 称 (5.13.6) 式 为 多 变量 Fokker-Planck 方程 的 可 积 
性 条 件 . 
如 果 41 和 By 与 + 有关， 那么 方程 (5.13.1) 就 没有 定 态 解 . 
但 是 ,可 以 证 明 , 如 果 P.({x},:) 和 P,({x},1) 是 方程 (5.13.1) 的 任 
意 两 个 归 一 化 了 的 正解 ,那么 在 充分 长 的 时 间 之 后 ,这 两 个 解 趋 于 
一 致 , 即 
R= >1， 当 ;oo 时 ， (5.13.8) 


Pp({x}, 1) 
为 证 朋 这 一 结论 ,定义 泛 函 
HCO) = | Pin Ras'x, (5.13.9) 


注意 到 不 等 式 

RinR 一 及 十 1 一 | noao > 0 
及 P,P 都 已 归 一 化 的 事实 ,知道 

HO 一 | (PinR 一 已 十 己 )aex 


2 | PCRnR —R+l)axr>0 (5.13.10) 
. .PP . PP 
H -| |B -~ 十 记 一 -+ 
(z) t jn 忆 已 

式 中 “表示 对 上 求 导 。 记 
i 
Ox; 

0 


1 8 
I 
Or; Dl DxiOxi 


B,| dx, (5.13.11) 


Lre =— 


ee 5.13.12 
2 OriOx; : ( ) 


(5.13.13) 
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zt 


届 - 法 记 ! 


Ti ir 


利用 方程 (5.13.1), 可 以 把 (5.13.11) 式 写成 
过 | [CLssPi)lnR 一 RP,]d’x, 
经 过 分 部 积分 ， 上 式 又 可 以 写成 
HG) | [PLipln R — RP,]a'r., 


但 是 
Tt (Lp ai(LaoR 
FPlnR (4 + 2 Bj 二 和 ) 
1 1 1 DR OR 
2 "RFR Or; Ox; ” 
所 以 
et 1 OR OR 
H(z) 上 有 LtsR RB,| de | B86 i 
ey DinR Oln R 
| (RLepP; RP, )d’x 2 | mmy Bx Oa 一 一 一 Cox 
alnR OInR 
ee dsx 5.13. 
2 > JP Br Or; 2 
最 后 一 步 用 到 了 B;; 是 正定 矩阵 的 条 件 。 等 号 当 且 仅 当 
OR tp (5.13.15) 
Ox; 
时 才 成 立 ; 这 时 R 是 常数 。 考虑 到 P,P; 都 已 经 归 一 化 了 ， 故 
R= 1. 


从 (5.13.10) 式 知 ， 这 时 
H(t) = 0. 

从 以 上 分 析 可 见 ， 在 RR 二 1 不 成 立时 ，HCz) > 9,，H(z) < 0， 妈 
HQ) 总 是 越 来 越 小 ,直到 R= 二 1 成 立时 为 止 . 这 就 证 明了 (5.13.8) 
式 . 

注意 这 里 所 讨论 的 只 限于 可 归 一 化 的 函数 。 至 于 不 可 归 一 化 
的 情况 ， 则 将 在 下 一 章 讨论 . 

〈5.13.8) 式 说 明 , 虽然 多 变量 Fokker-Planck 方程 不 一 定 有 定 


”373。 


态 解 ， 特 别 是 不 一 定 有 几率 流 为 零 的 定 态 解 ， 但 却 有 一 个 “极限 
解 ' : 从 任何 初始 分 布 出 发 , 员 要 经 过 充分 长 的 时 间 ， 几 率 分 布 都 
会 病变 为 这 个 ' 极 限 解 ' . 如 果 4; 与 Bi 都 与 二 无关, 那么 这 个 ' 极 
限 解 也 就 是 定 态 解 , 但 这 时 在 状态 空间 中 却 可 能 有 稳定 的 非 零 几 
率 流 。 若 可 积 性 条 件 成 立 ， 则 定 态 解 使 几率 流 密度 处 处 为 零 . 

对 于 4; 和 Bi 与 时 间 无 关 的 情形 ， 尽 管 已 经 证 明了 定 态 解 
[ 它 总 可 以 写成 (5.13.3) 式 的 形式 1] 存在， 但 在 几率 流 密度 5; 非 零 
的 情况 下 如 何 求 得 这 个 定 态 解 ， 却 仍 须 进一步 讨论 。 假 定 已 经 找 
到 了 定 态 解 (5.13.3) ,那么 矢量 


Si = P,,* 14 一 二 如 2 ii | (5.13.16) 
2 Ox; Ox; 
的 散 度 为 零 。 设 
AP 一旦 一 Sic-z， (5.13.17) 
P,, 
而 
Ai= AP 十 4， (5.13.18) 
那么 就 有 
(Lp2ez) 一 0 ， (5.13.19) 
4 一 1 8B _ B; 0 (5.13.20) 
2 Ox; Ox:; 
于 是 
8B. 
UW 三 Be! (4p WE 1 二 一 2 
2 0xi ) 
满足 有 势 条 件 : 
60 中 _ aU? (5.13.21) 


Or Or ” 
由 此 可 见 ， 寻 找 定 态 解 P.({x}) 的 问题 归结 为 寻找 一 种 合适 的 方 
式 将 4; 拆 成 如 (5.13.18) 式 的 两 项 ,使 4 和 4# 分 别 满足 (5.13.19) 
式 和 (5.13.20) 式 ， 
将 Lre 分解 成 
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Lrr = LL 十 工人 各 (5.13.22) 


这 里 
(a) 一 0 {a) 
L@ 0 (5.13.23) 
mo 0 0+l1_0 B， ; 
La A (5.13.24) 
将 内 积 定义 (5.8.24) 式 推广 为 
(8) 一 | Ktzig((tzDaz， (5.13.25) 
并 仿 (5.8.15) 式 ,定义 
7 (5.13.26) 
Ly = ce-*Les, (5.13.27H ) 
La=e Ler (5.13.27A) 
利用 (5.13.20) 式 ， 从 (5.13.27H ) 式 经 过 直接 计算 可 以 得 到 
oe 1 pe 
Ls V({x}) + 3 Bj; Bx ? (5.13.28) 
式 中 
J= i188; Ob Lp(a ob 6 
WAL)) 2 Ox; Ox 四 2 (5 Ox; 池 ) 人 
(5.13.29) 
由 此 容易 证 明 
(f, Lung) Sn (Laf, 8)， (5.13.30) 


则 Lp 是 Hermite 算 子 。 另 一 方面 ,由 (5.13.19) 式 可 知 ,(5.13,27A) 
有 两 种 等 价 的 表达 式 : 


Li=—e so A — eA 0 ot (5.13.31) 
Xi Oxr; 
由 此 容易 证 明 
(f,L48) 三 ( 工 4fg)， (5.13.32) 
即 艺 4 是 反 Hermite 算 子 。 注意 到 (5.13.19) 式 , 有 
LMPn= Luae* = 0. (5.13.33) 
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因此 ， 又 可 以 得 到 
LVPs 一 100 一 (一 Lot 一 了 ey 
一 7"Lrpc = 0. (5.,13.34) 
可 见 , 定 态 角 已 的 平方 和 根 是 54 租 大 的 零 本 征 矢 . 由 (5.13.27H) 
及 (5,13.27A) 式 酒 出 
LEP, = Le = etLpes = 0, 
LP, = Le = evL yer 一 0， 
即 ,方程 (5.13.1) 的 唯一 定 态 解 同时 是 也 只 和 工交 的 零 本 征 和 拓 . 这 
里 和 上 面 的 ' 堆 本 征 矢 ' 都 指 属 于 本 征 值 零 的 本 征 矢 ， 


我 们 再 次 强调 , 定 态 条 件 
LerPse = 0 
并 不 意味 着 
S; 一 0， (5.13.35) 


如 果 要 用 Lrp 来 表示 几率 流 密度 为 零 这 一 条 件 ， 就 应 当 写 出 下 列 
算 子 方程 

Le —P,({x})Lip({x}), (5.13.36) 
这 个 算 子 方程 的 含义 是 当 它 作用 在 任意 函 数 上 时 都 有 效 。 容 易 证 
明 (5.13.35) 式 与 (5.13.36) 式 等 价 。 事实 上 ， 利 用 〈5.13.12)， 
《5.13.13) 和 (5.13.16) 诸 式 , 不 难得 出 


LepPss 一 PsLip 二 2 (5.12.37) 
Bx 


由 此 马上 看 出 (5.13.35) 式 与 (5.13.36) 式 的 等 价 性 . 
$5.14* 细致 平移 


上 节 末 得 到 了 几率 流 密度 §; 一 0 的 条 件 (5.13.36) 式 . 但是， 
几率 流 密度 为 零 不 一 定 等 价 于 实际 系统 中 的 细致 平衡 。 例 如 ， 在 
a x 和 沿 x 方向 的 速度 v 作为 自 变量 ， 


几率 流 密度 的 x 癌 分 量 Si(x,v) 总 与 v 同 号 ， 物 理 空间 内 的 细致 
平衡 对 5 人 

0 
半 人 不 要求 $。 = 
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实际 系统 中 的 变量 分 为 两 种 。 随 着 时 间 反 演变 号 的 变量 称 为 
奇 变量 ,不 随时 间 反 演变 号 的 变 皇 称 为 价 变 量 ， 侈 如 ,坐标 x* 是 偶 
变量 ,而 速度 vw 是 奇 变量 .一 般 地 ,当时 间 反 演 时 ,假定 变量 x; 变 
换 到 ejx;，5; 一 土 1 分 别 和 奇偶 变量 相应 。 这 里 对 s 的 附 标 i 不 
采用 求 和 规定 ! 

实际 系统 中 的 细致 平衡 条 件 可 以 写成 下 面 两 式 : 

Wl(ix}—> Ax)Pu({r}) = Wler} — {ex'})P( {exr}), 


(5.14.1) 
Ps({x}) = P({sx}). (5.14.2) 

在 多 变量 情形 下 ,(5.1.14) 式 可 以 写 为 
WwW({x}— {x}) = Dette)) (5.14.3) 


其 中 已 假定 W 与 无 关 ， 而 P(x}) 是 初始 条 件 为 P({x}, : 一 0) 
一 83({z} 一 {x 人 }) 的 情况 下 + 时 刻 的 分 布 函数 。 利用 方程 
(5.13.1), 可 将 上 式 写成 
w({r} > {x)) = Lep({x})8({x} — {#}). 
类 似 地 ,有 
多 ({ez} -> {ex’}) = Lre({ex’})6({ex} 一 {ez})。(5.14.4) 
所 以 (5.14.1) 式 可 以 写成 
Les(fzj)sC(z} — {x'})Pa({#’}) 
= Les({ex'})o( {er} — {ex’})Ps({ex}). (5.14.5) 
5 函数 的 意义 在 积分 时 才能 体现 。 用 任意 函数 A({x"}) 乘 上 式 丙 
边 , 并 对 dx' 积分 ,有 
左边 一 Let | 8x) 一 {ePID a 
Lep({x})P( {x} )f( {rx}); (5.14.6 
右边 = | {x'])Lm( {er})o( {ez} 


— {gx })Pu( {exr})adxr’. 
将 积分 变量 换 成 ex ， jacobi 行列 式 为 1, 故 dix' 二 ds‘(gx’), 而 因 
siri 是 积分 变量 ,可 以 用 xi 代替 , 于 是 


) 
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右边 一 Pe(fezj) | (terDEm(tzDadtezy — {ede ， 
经 过 分 部 积分 ,得 到 
右边 一 Pe(tez)) | (tez} 一 {z DEC Df er Der 


=— Ps({exr})Ltp( {sr})f({x}) (5.14.7) 
注意 到 f({x}) 是 任意 函数 ， 由 (5.14.6) 式 与 (5.14.7) 式 得 知 ， 条 
件 (5.14.5) 等 价 于 下 列 算 子 方程 : 
Lrp({x})Pe({z}y) = Pas({ex})Lie({ex}), (5.14.8) 
(5.14.2) 式 和 (5.14.8) 式 就 组 成 实际 系统 的 细致 平衡 条 件 . 
为 了 用 几率 流 5; 表示 细致 平衡 条 件 , 仍然 把 P。 写成 (5.13.3) 
式 的 形状 ;这 里 因为 有 (5.14.2) 式 , 故 4({x}) 一 J({sx}), 经 过 具 
体 计 算 可 以 得 到 
Lep({x})Ps({x}) — Pua( {sr})Lte({ex}) 
= —2Ps({xD) {SL4:({#)) 二 adi(tez] 


10Bs_Bp, a 5 + Pu( {xz}) EB; ({x}) 


2 Ox; y ” 0 
es wl)1L _05; 
88iBij({8 2 Br.” (5.14.9) 
显然 这 也 是 个 算 子 方程 。 由 (5.14.9) 式 可 见 ，(5.14.8) 式 等 价 于 
8s, 。 1 
Ox, ? 


二 [4i(fz) + ed (erD] 一 二 ny 
2 Ox Ori 


Bi({x}) — gigjBi({sx}) = 0. 
(5.14.10) 
记 
AF({x}) 一 ps [Ai({x}) + eiAi({ex})], (5.14.11) 
A"({x}) = > [Ai({x}) — eAi({ex})], (5.14.12) 
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srtz) = Pdta)| 4 一 二 
6 
一 B, | 5 (5.14.13) 
SCtzy) = Ps({x})A({x}). (5.14.14) 
则 显然 有 

A({x}) 一 MrCtzy) + AI"({x}), (5.14.15) 
Si({x}) = SHI({x}) + Si"({x}), (5.14.16) 
Ai({x}) = eAi({ex}), (5.14.17) 
A"({x}) = —eA:"({ex}); (5.14.18) 


其 中 (5.14.16) 式 用 到 了 (5.13.16) 式 ,使 用 这 些 记 号 ，(5.14.10) 式 
可 以 改写 成 

Ox; 

Si = 0, 

Bil{x}) = ese;Bi({ex}). 
在 以 上 诸 式 中 ,上 标 “rev? 表示 "可逆 ，'ir” 表示 “不 可 逆 ' 。 容 易 
验证 决定 性 方程 


一 0, 


(5.14.19) 


dx 全 Ai™({x}) (5.14.20) 
a 


是 时 间 反 演 不 变 的 ， 由 以 上 讨论 可 见 ， 虽 然 细 致 平衡 不 要 求 总 几 
率 流 5; 为 零 ， 但 要 求 不 可 逆 部 分 的 几率 流 5; 为 零 , 
假定 (5.14.19) 的 第 三 式 已 经 满足 ， 就 可 以 把 算 子 Lp 写成 两 
部 分 之 和 |; 
Lre({x}) = LEB({x}) + LE({x}), (5.14.21) 
式 中 


Li ({x}) =— 二- A({x})— ~—LR({er}), (5.14.22) 


1 AO’ 
ee B; 
2 i({x}) 


— Lie(lex})., (5.14.23) 


Lis ({x}) 一 一 2 A({x}) + 
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这 里 用 到 (5.14.18) 式 ，(5.14.17) 式 及 (5.14.19) 中 最 后 一 式 。 由 于 
LS 描述 可 道 过程 , L 筷 描述 不 可 逆 过 程 , 所 以 有 时 称 工 吕 为 流 射 
算 子 ， 工 所 为 磁 渤 算 子 ， 

注意 到 (5.14.13) 式 ， 把 (5.14.19) 中 第 二 式 与 (5.13.19) 式 相 比 
较 , 可 以 看 出 ,细致 平衡 时 4 = Ai。 因此, 如果 有 细致 平衡 ， 寻 
求 定 态 解 的 工作 就 变 得 十 分 简单 : 只 要 根据 (5.14.11) 式 写 出 41"， 
用 它 代替 (5.13.7) 式 中 的 4;。 就 求 得 了 gg({x}); 定 态 解 随 之 得 
到 ， 如 果 对 一 个 具体 系统 ,从 SY 一 0 无 法 求 得 g( 即 ,没有 一 个 几 
使 SY 二 0)， 那 么 这 个 系统 就 不 存在 细致 平衡 。 这 时 尽管 4 站 依 
然 存 在 ,但 它 不 等 于 4#。 

以 上 论述 中 假定 了 扩散 矩阵 Bs 是 正定 的 。 如 果 Bi; 有 零 本 
征 值 ,那么 上 面 有 ee | ] 看 一 个 具体 的 例子 : 


Ca 们 一 一 和 2 (oP) i [yy + f(x)]P} 


by 5.14.24 
Be (9P) ( ) 


式 中 v 一 * 是 粒子 沿 * 轴 方 向 运动 的 速率 ，4 和 7 是 正 的 常数 ， 
f(x) 是 外 场 ， 一 了 (x) 一 一 全 2 是 作用 在 粒子 上 的 力 。 方程 


(5.14.24) 称 为 人 Kramers 方程 ，x 是 偶 变 量 ，" 是 奇 变量 ， 容 易 
看 出 
Ai=0, AY=y, 4 一 一 yo， AF=—f(*); 
Br 一 Bo 一 Br 一 0， DB 一 29. 
显然 (5.14.19) 中 第 三 式 已 满足 ; 第 二 式 Si 一 0 中 有 意义 的 只 是 
i 一 “的 情况 ， 


2 Ox 2 Ov Ox 
二 9 
Ov 
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和 古 局 和 揣 届 | 


op__7, (5.14.25 ) 
Ov 29 


所 以 
px,0)—=— + h(x), (5.14.26) 
49 


式 中 4(x) 是 x 的 任意 函数 ， 最 后 ,(5.14.19) 中 第 一 式 意 昧 着 
CR : 
Eo 3 (ev (x))— 0. 
将 (5.14.26) 式 代 人 上 式 ， 可 以 得 到 
p(x) + 2 f(x) 一 0， 
24 
所 以 
Bx) = — (x) + 及 (5.14.27) 
29 


其 中 部 是 任意 常数 ,由 归 一 化 条 件 决定 ， 由 (5.14.26) 和 (5.14.27) 
式 知 道 定 态 解 为 Boltzmann 分 布 : 

Pu(zsz)ccexp| 一 2 全 十 /| (5.14.28) 
由 求解 的 过 程 知道 ,细致 平 衡 条 件 (5.14.19) 中 三 个 式 子 都 满足 , 因 
此 有 细致 平衡 。 注 意 ,为 使 Ps 能 归 一 化 ,在 x 一 土 吕 时 必须 有 

帮 (xz 一 土 co) -> 十 00. (5.14.29) 

若 (5.14.29) 式 不 满足 ， 则 (5.14.28) 式 失效 。 这 种 情况 的 一 个 例子 
将 在 $6.8 一 -$6.11 中 讨论 . 


$5.15* 多 变量 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


多 变量 Ornstein-Uhienbeck 过 程 由 下 面 的 线性 Fokker- 
Planck 方程 描述 
OP({x}, 1) 6P 
01 OriOx; ” 
式 中 7i 和 Dr 二 Di 都 是 正定 的 常 矩阵 。 假设 初始 条 件 为 
P({x}, 0) — 6({x} — {x’}). (5.15.2) 
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ep (5.15.1) 
Ox; 2 


先 来 讨论 它 的 定 态 解 。 由 于 方程 (5.15.1) 相当 于 在 标准 形式 的 方 
程 (5.13.1) 中 到 


一 一 7i1xi， Bi = Dj, (5.15.3) 
容易 验证 它 满 趾 有 势 条 件 (5.13.6) 式 ,所 以 有 定 态 解 
Pua({x}) = oe®, (5.15.4) 
其 中 4({x}) 可 由 (5.13.7) 式 求 得 : 
$x) = — | DR7aadm 十 各 
式 中 加 是 任意 常数 ,由 归 一 化 条 件 决定 . 作出 上 面积 分 ,得 到 
bp({x})=C— > DarTixixt + 如 (5,15.5) 
于 是 得 到 定 态 解 : 
Psi({z})ocexp[ 一 DRPTDOtA]， (5.15.6) 


这 是 多 变量 的 Gauss 分 布 . 
在 (5.15.2) 式 给 出 的 初始 条 件 下 ,不 妨 猜 测 几 率 分 布 函数 在 整 
个 演变 过 程 中 始终 保持 Gauss 分 布 ， 假 定 


P({x}, dep|— + 一 ar — x ) xr — zo ) ls (5.15.7) 


其 中 ow 和 x 都 是 : 的 函数 , 旦 

ou 一 ol (5.15.8) 
是 正定 的 。 〈5.15.7) 式 中 归 一 化 常数 将 留待 以 后 确定 。 为 了 求 得 
CA 一 OP 党 人 = Xo $C2), 我 们 作 Fourier 变换 


FT = | eitiip ({z}, 1)dix, (5.15.9) 
将 (5.15.7) 式 代入 (5.15.9) 式 ， 可 以 得 到 
FO{h}, Oocem |— onbts — haz]. (5.15.10) 
这 里 用 到 了 公式 : 
ES 于 过 ia] dsx 


— (2x) [det(au )] exp [= i . (5.15.11) 
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这 个 公式 可 推导 如 下 。 皮 正 交 变换 
Xk 一 ai), (5.15.12 ) 
《5.15.11) 式 左边 被 积 函数 的 指数 为 
> OR XAX! 一 ikix) = — S OK! ANQ YY ss 1 多 ai 入 ? 
注意 到 (5.15.8) 式 ,适当 选择 ak 的 形式 ,可 使 oo 对 角 化 : 
oRayan 二 4A;6ii( 对 i 不 求 和 ) (5.15.13) 
于 是 指数 部 分 可 以 写成 


Bs 1 。 
A = ihixi i Bs A; ( Ys +1 


kia [# ) 
Ai 


a 吕 2 
24, (kia1i) 4 


而 变换 (5.15.12) 式 使 积分 引进 的 Jacobi 行列 式 为 
/= ldet(aw)|l 一 1， 
所 以 
|em |- 1 OR XAXL 一 ihx| dx 
2 
一 (| (im la 
Eine A 
xX exp|— > (kian)| 
(2z)” 
(II 
注意 到 (5.15.13) 式 ,有 
开 4 [det(oi)]™, han) = obk, 


|- Chan)|. 


于 是 就 得 到 了 (5.15.11) 式 . 
应 用 名 二 0 时 的 (5.15.11) 式 ， 马 上 可 以 定 出 (5.15.7) 式 中 的 
归 一 化 常数 ， 得 
PUx},7t) = (2x) [det(on)] 
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x exp| 一 二 的 | (5.15.7n) 


相应 地 有 
Bk}, ) ~ exp|— TF oki iki | (5.15.14) 


用 em%* 乘 方程 (5.15.1) 两 边 ,并 对 xz 积分 , 得 到 


OF OF 1 
Ey = 一 7k Bk 2 DkkiF ， (5.15.15) 
而 初始 条 件 (5.15.2) 式 给 出 
F({R}, 0) 一 -二 sr。 (5.15.16) 
和 上 一 0 时 的 (5.15.14) 式 比较 ,得 到 
oii1(0) 一 0， xz (0) = x. (5.15.17) 
将 (5.15.14) 式 代 人 方程 (5.15.15) ,比较 两 边 驴 同 次 幕 的 系数 ,可 得 
* 一 一 TD ， (5.15.18) 
Gi = Yn0y 一 7i10r Tt Ds, (5.15.19) 


问题 于 是 归结 到 在 初始 条 件 (5.15.17) 下 求解 两 个 线性 一 阶 常 微分 
方程 组 ，。 顺 便 指 出 ,方程 (5.15.18) 的 定 态 解 显然 是 
ro 一 co) 一 0， 
而 方程 (5.15.19) 的 定 态 解 则 是 [注意 Di; 一 Di;] 
or (t—> 0) 一 2DRPYH。 
将 这 两 个 结果 代 人 (5.15.7) 式 中 ， 显 然 与 (5.15.6) 式 一 致 . 
求解 方程 组 (5.15.18)， 一 般 先 要 把 矩阵 7;; 对 角 化 ， 或 化 为 

Jordan 型 ; 而 求解 方程 组 (5.15.19)， 则 可 以 把 oii 写成 oj, I 一 
(1, 1),(1, 2) (sr)， 将 or 看 成 一 个 (具有 >* 个 分 量 的 ) 列 矢 
量 ， 于 是 可 以 把 方程 组 (5.15.19) 写 成 如 下 形状 
式 中 

Di Tneap = Yd 十 Yik0 ， 

Di = D;,， 
这 样 ， 方 程 组 (5.15.19) 也 可 以 像 方程 组 (5.15.18) 一 样 求解 。 
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Ornstein-Uhienbeck 过 程 的 严格 求解 ,是 由 王 明 贞 和 Uhlenbeck 
完成 的 :9, 


$ 5.16* ”转移 几率 尺 (v”-~> v) 的 模型 计算 


在 第 四 章 中 对 Boltzmann 方程 的 边界 条 件 只 进行 了 唯 象 的 讨 
论 ， 现 在 进一步 讨论 气体 与 表面 的 相互 作用 ， 从 一 个 简单 的 物理 
模型 得 出 转移 几率 R(v' 一 v) 的 具体 形式 . 

假定 更 止 的 辐 体 边界 表面 为 一 平面 ， 将 其 指向 气体 内 部 的 法 
向 作为 * 轴 正 方向 ,再 假定 固体 内 部 是 均匀 且 各 向 同性 的 ,并 已 处 
于 热平衡 状态 ， 各 处 的 温度 及 密度 相同 。 若 有 一 气体 分 子 以 速度 
2 撞击 表面 , w . 2. 二 0, ls 是 x 轴 向 单位 和 撩 ,那么 这 分 子 就 会 与 
固体 原子 进行 一 系列 相互 作用 。 由 于 这 种 相互 作用 相当 复杂 ， 所 
以 只 能 用 统计 的 方式 处 理 ， 如 果 用 P(r, v, 1) 表示 气体 的 单 粒子 
分 布 函数 ， 则 在 无 外 场 情 况 下 有 


DP oP OP 
ER 十 到 人 一 5 5.16.1 
Oi Dr 小 ) 


式 中 (52 )， 是 气体 分 子 与 固体 原子 碰 提 所 引起 的 分 布 函数 的 变 


化 率 。 我 们 将 这 变化 率 写 成 


SE so ‘|p.5 Sr F. 
(52) | t+F.v (5.16.2) 


OR ee a 事实 上 ， 
如 果 在 (5.16.2) 式 中 记 
A PD B =2D (5.16.3) 


并 把 v 记 作 {x}， 那 么 它 与 (5.1.8) 式 右边 就 完全 一 致 。 我 们 假 
定 F 及 D 都 与 P 无 关 . 在 这 一 假定 下 写 出 (5.16.2) 式 ， 意 味 着 忽 
略 了 气体 分 子 之 岂 的 相互 作用 并 忽略 了 气体 在 固体 内 部 的 大 角度 
散射 同时 认为 气体 分 子 的 进入 对 固体 内 部 的 热 平 侨 状态 没有 影 
啊 。 
现在 我 们 感 兴趣 的 是 定 态 , 故 可 将 45.16.1) 式 改写 成 
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vi|D .t+tF.vl (5.16.4) 
Dr Ov Ov 
边界 条 件 可 以 写成 


P(x = 0,0)= 6(0—Vv), 对 于 v.é <0 (5,16.5) 
其 中 zw 满足 v.68. 二 0。 假如 我 们 在 边界 条 件 (5.16.5) 式 之 下 求 
得 方程 (5.16.4) 的 解 P(x, ), 那么 根据 转移 几率 R(v' 一 0) 的 定 
义 [ 见 (4.14.1) 式 ], 便 有 


P(x = 0,0)|v . 8.| = | Pt = 0,0 )R(v —v) 


wb 
x lv .él|dav’, .ex 二 0 
所 以 利用 (5.16.5 ) 式 , 便 得 到 
Ru —v) 一 lo :| pc, = 0,v) | 
Iv’ é, | | 


vbr>0 . 

v' . 2. < 0. (5.16.6) 
既然 已 假定 固体 内 部 是 均匀 的 , D 与 F 当然 都 与 y, zs 无 关 , 所 以 
(5.16.4) 及 (5.16.5) 式 又 可 简化 为 


"一 全 ID “SE +F. wp|, (5.16.7) 
P(0,20) = 6(v — v'), 对 于 v0, (v < 0), (5,16.8) 
现在 考虑 一 个 具体 的 简化 模型 
Djs = ie), Dee— 4 | 


20 1 
Do Dn |v,| 9 人 


其 中 6, 1 及 都 是 大 于 零 的 总 数 ，6 表示 固体 的 温度 , 由 (5.16.3) 
式 可 以 求 出 速度 空间 中 的 漂移 矢量 和 扩散 张 量 分 别 是 
4 一 人 [zz|zz 人 2 |v1v, ? 


vx| 9 


(5.16.9) 


0 0 生计 | 
1 


可 以 看 出 ,对 于 (5.16.8) 式 那样 的 边界 条 件 ， 对 于 所 有 v 之 0, 在 
x*== 0 时 有 P 二 0， 所 以 x < 0 时 仍然 保持 这 一 性 质 [ 从 (5.16.7) 
式 可 见 ]， 因此, 可 以 只 车 虑 wx* < 0 的 情况 ， 

这 又 带 来 一 个 新 的 问题 ， 即 射 人 固体 中 的 气体 分 子 将 一 直 向 
固体 内 部 深入 而 无 法 返回 。 因 此 上 述 模 型 还 楼 略 加 修改 ， 就 是 假 
定 气 体 分 子 只 能 进入 厚度 为 4 的 表面 层 ， 而 在 * 一 一 4 处 被 镜 反 
射 后 折 回 ,通过 表面 x 二 0 返回 气体 中 。 对 于 由 (5.16.9) 式 给 出 的 
模型 , v, > 0 和 wv 二 0 是 对 称 的 ,因此 x == 一 4 处 被 镜 反 射 这 一 
假定 可 以 换 成 下 面 的 模拟 方式 , 即 ,由 于 分 子 经 过 + 二 一 4 平面 后 
仍然 向 固体 深 处 前 进 到 * 一 一 24 处 ， 其 轨迹 同 被 x* 一 一 4 平面 
镜 反 射 后 的 轨迹 是 对 称 的 ,所 以 我 们 所 要 计算 的 就 是 + 一 一 24 处 
的 几率 分 布 : 

P(—24d,v), ov. 一 (0， 
对 于 这 一 具体 模型 ,方程 (5.16.7) 可 以 写成 


2 
+ lv [E+ ) 
f 


Bv; Ov, 0 
OP 0 /vx 
有 (ep) (5.16.10) 
求解 这 个 定 解 问题 要 用 一 点 技巧 。 记 
Vi 一 2V，2 = br V3 vr) cosp, v= |v.| sing,(5.16.11) 
以 及 
Vi Vy = 0, = Vi|, v= 0, (5.16.12) 


(5.16.11) 式 中 ,了 是 为 方便 起 见 引 进 的 一 个 角 变 量 ,， 一 + 万 p 拟 


e S387 。 


x。 设 
Px,0) = Isl) (zs oo os oo 0) dp (5.16.13) 
只 要 8 满足 边界 条 件 
OQ(0, wo vas ov) 一 II BCv4— si) (5.16.14) 


就 容易 证 实 P(x，v) 满足 边界 条 件 (5.16.8) 式 .。 对 于 vx 二 0， 
vx < 0， 可 以 求 得 
Op -1 -20 
"二 lz 5 6， (5.16.15) 


二 -we 谍 二 


十 人 “2 )| es (5.16.16) 


各 2) po (5.16.17) 


2 9)| dp. (5.16.18) 


注意 到 2 是 关于 9 的 以 2r 为 周期 的 函数 ,有 


0 
| B90, 


即 
| | 有 十 8 十 22374 了 2 | 
加 人 ( 5 eh 5 )i。 
由 此 可 以 证 明 
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(le 2) 二 要 后 十 Bae) dp . (5.16.19) 


从 (5.16.15 ) 至 (5.16.19) 式 得 到 ,只 要 8 满足 下 列 方程 
-30 -2|80 .+8 (u0)+ 9 


Ox 1， Ov? Ov 0 Pr; 

攻 ) 20 [5 9 E ) 

oO 圭 尼 {各 
Dr [ed 9 1 Ov? Ov, [ed 9 
DO fe (¥ )| 

十 十 汪 5.16.20 
Ov! Ov,。`0 8 ) 

那么 P 就 满足 方程 (5.16.10)， 记 
li = ,= 4, l= l= 1,s 


则 方程 (5.16.20) 又 可 以 写成 
80_ 5520[00 0 (un 
Ox 和 Lx | Ov Ov 0 o)]. Op) 
这 是 一 个 线性 四 维 Fokker-Planck 方程 ， 一 x 相当 于 时 间 变 量 i。 
对 于 (5.16.14) 形 式 的 “初始 条 件 ' ,利用 上 节 讨 论 过 的 方法 ,可 以 得 
到 


4 


1 
koi V 2rb(1 一 cai) 
《一 he 


将 (5.16.22) 式 代入 (5.16.13) 式 ,再 代入 (5.16.6) 式 ， 并 利用 对 称 性 
取 x 一 一 2 时 的 值 , 立即 求 得 


R vy 一 -站 到 Rez 4 
( ) 2z6?au va'(2 一 oi ) 


[5 一 (1 一 oo ) 了 8 


六 exp| 一 
26u:(2 一 or) 


十 (1 一 cao)ov V1— onvv, 
| J。 (人 ),(5.16.23) 
式 中 v, 一 (wyzs) 是 在 委 直 于 * 轴 方 向 的 平面 上 的 矢量 ， 而 


or= 1 — ein, a 1 — ev (5.,16.24) 
分 别称 为 法 向 动能 调节 系数 和 切 向 动量 调节 系数 ， 函 数 
1,(z) 一 > exp(zcosp)dg (5.16.25) 


是 第 一 类 零 阶 变型 Bessel 函数 。 容 易 看 出 ，w 一 0 时 , (5.16.23) 
式 中 关于 v， 的 因子 成 为 5 函数 ， 因 此 w 一 po 而 w 一 1 时 ， 
(5.16.23) 式 中 关于 v, 的 因子 成 为 与 w 无 关 的 Maxwell 分 布 . 还 
可 以 看 出 ,os, 一 工时 ，(5.16.23) 式 中 关于 vs 的 因子 成 为 与 wz 无 
关 的 Maxwell 分 布 ;而 un 一 0 时 ,利用 16(z) 在 |z| 一 oo 时 的 渐 
近 展 开 式 


多 2 ， z -> co (zy 取 正 实数 值 ) (5.16.26) 


可 以 知道 (5.16.23) 式 中 关于 zz 的 因子 是 5 函数 ,因此 , 从 (5.16.24) 
式 可 见 ，d 一 oo 相当 于 完全 重 发 射 ， 而 4 一 0 相当 于 镜 反 射 的 边 
界 条 件 。 从 物理 上 看 来 ， 这 结论 (根据 假设 的 模型 ) 是 显然 的 。 渐 
近 展 开 式 〈5.16.26) 容易 用 鞍点 法 从 (5.16.25) 式 导 出 。 事实 上 ， 
《5.16.25) 式 中 , 当 z 取 大 的 正 实 数值 时 ,被 积 函数 在 ?一 0 处 有 很 
陡 的 极 大 值 ,把 cosq 在 这 点 附近 展开 ,有 


2 
na ~ 二 | «xp (2 — 四 wj) ap 


积分 的 上 限 可 换 为 co ,因此 有 (5.16.26) 式 ， 
转移 几率 (5.16.23) 可 以 与 利用 分 子 束 所 作 的 散射 实验 结果 很 
好 符合 “但 是 在 理论 上 应 用 不 多 ,因为 它 仍 过 于 复杂 ,不 易 作 解 


析 处 理 。 
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第 六 章 Brown 运动 和 输 运 


-6 Brown 运动 


1828 年 ， 苏 格 兰 植物 学 家 Robert Brown 发 现 花 粉 颗粒 在 水 
中 不 停 地 作 无 规 运 动 。 人 们 称 这 种 运动 为 Brown 运动 。 起 初 , 人 
们 并 不 了 解 这 种 运动 的 原因 . 直到 1877 年 ， Delsanlx 才 正 确 地 
指出 ， 这 是 颗粒 受到 周围 分 子 不 平衡 的 磁 撞 而 引起 的 运动 ， 

1905 年 ，A.Einstein 在 研究 原子 学 说 时 ， 认 为 原子 和 分 子 的 
运动 必然 有 涨 落 ， 因 此 在 它们 影响 下 的 悬浮 颗粒 一 定 会 出 现 不 规 
则 运动 。 他 计算 了 经 历 曲 折 路 程 之 后 上 时刻 的 位 置 x 与 初始 时 刻 
位 置 x 的 均 方 差 C(x 一 xo)》。 法 国 物 理学 家 J. Perrin 据 此 作 了 
实验 观察 ,他 用 高 倍 显微镜 观察 徽 小 颗粒 的 位 移 ,发现 颗粒 的 位 移 
在 确定 时 刻 确定 方向 上 星 Gauss 分 布 。 观察 的 结果 与 Einstein 
计算 一 致 。 Perrin 还 观察 了 颗粒 转动 的 Brown 运动 。 他 挑选 了 
乳香 (一 种 植物 ) 的 粒子 , 其 直径 约 为 10 cm, 在 粒子 表面 坦 进 其 
他 粒子 作 标 记 , 观察 其 转动 角度 的 均 方差 。 所 得 结果 与 Brown 粒 
子平 动 位 移 的 均 方差 一 样 ， 都 与 时 间 成 正比 。 由 于 Perrin 在 
Brown 运动 方面 的 卓越 的 实验 研究 工作 ， 他 获得 了 1926 年 的 
Nobel 物理 学 奖金 . 

Einstein 曾经 指出 ，Brown 运动 的 问题 可 以 看 作 Brown 粒子 
在 液体 中 的 扩散 。 当 我 们 从 扩散 的 观点 来 研究 Brown 运动 时 ,所 
沙 虑 的 是 六 个 粒子 在 相同 的 物理 条 件 下 组 成 的 “ 系 综 ” 的 运动 ， 而 
不 是 单个 粒子 在 长 时 间 内 的 平均 。 于 是 ，Brown 运动 被 看 成 是 最 
初 育 在 一 起 的 Brown 粒子 的 “ 系 综 "随时 间 发 展 而 扩散 。 

不 论 是 研究 单个 的 Brown 粒子 的 长 时 间 平 均 行 为 ,还 是 研究 
整个 Brown 粒子 系 综 ' 的 行为 ， 我 们 都 得 到 不 可 逆 过 程 的 图 象 . 
这 种 不 可 逆 现 象 的 根源 ， 在 于 频繁 的 而 且 是 带 随机 性 质 的 磁 擅 . 
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这 种 观点 导致 了 关于 Brown 运动 的 另 一 种 相当 系统 的 理论 ， 即 
Langevin 理论 ( 见 $6.3)。Langevin 的 理论 相当 成 功 ， 它 很 好 地 解 
释 了 Brown 运动 中 的 各 种 现象 , 与 Perrin 的 实验 洁 果 完全 一 致 . 

随即 要 讨论 的 - -个 问题 是 Langevin 理论 与 Fokker-Plauck 
方程 的 关系 如 何 ? 如 第 五 章 所 说 ， 像 Brown 运动 这 样 的 随机 过 
程 ， 可 以 用 Markov 过 程 的 理论 来 研究 。 因此， 可 以 用 主 方程 或 
Fokker-Planck 方程 来 描述 Brown 运动 。 在 $6.4 中 ,我 们 将 说 明 
Langevin 途径 与 Fokker-Planck 方程 描述 途径 的 关系 . 

Langevin 理论 的 成 功 , 引起 了 理论 物理 工作 者 的 兴趣 。 他 们 
试图 从 Liouville 方程 出 发 导出 Langevin 方程 。 Zwanzig 和 Mori 
等 人 对 此 作 了 详细 的 讨论 . 他 们 使 用 投影 算 子 的 方法 ,从 Liouville 
方程 推出 了 广义 Langevin 方程 。 这 个 广义 Langevin 方程 保留 了 
Liouville 方程 所 包含 的 全 部 信息 ,但 从 它 更 容易 作出 近似 ,得 到 合 
适 的 输 运 方程 (或 运动 论 方程 )， 在 一 定 的 简化 条 件 下 ， 它 也 可 以 
约 化 为 通常 的 Langevin 方程 。 Zwanzig 和 Mori 等 所 采用 的 投 
影 算 子 方法 & 5， 是 从 Liouville 方程 导出 输 运 方程 的 新 的 途径 . 
它 与 $4.1 中 导出 Boltzmann 方程 所 使 用 的 BBGKY 方法 不 同 ; 它 
的 长 处 是 便于 讨论 时 间 相 关 函 数 ,得 到 涨 落 耗 散 定 理 . 本 章 (4$6.5， 
6.6) 准 备 向 读者 介绍 这 方面 理论 的 概貌 ， 

当 Brown 粒子 质量 小 而 周围 介质 密度 大 时 ,实验 观察 与 理论 
预期 有 差别 . 在 $6.7 中 , 我 们 将 从 涨 落 的 频谱 分 析 来 讨论 这 一 其 
别 产 生 的 原因 、 

许多 物理 现象 可 以 归结 到 周期 场 中 的 Brown 运动 。 因 此 ,本 
章 ($$6.8 一 6.11) 将 对 这 一 情况 作 更 具体 的 讨论 并 介绍 处 理 这 间 题 
时 的 一 些 有 用 的 数学 方法 . 

这 里 先 把 Einstein 的 Brown 运动 理论 作 一 简单 介绍 。 考虑 
一 个 Brown 粒子 的 一 维 运动 。 若 粒子 每 隔 r* 时 间 被 撞击 一 次 而 
移动 距离 !/， 每 次 撞击 时 向 左 或 向 右 移动 的 可 能 性 各 占 一 半 。 假 


定 : 一 0 时 粒子 从 原点 出 发 , 到 : 时 刻 为 止 ， 粒 子 将 受到 一 
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次 撞击 ， 如 果 向 右 移动 比 向 左 移动 多 m 次 ， 那 么 粒子 在 + 时 刻 的 
位 置 就 是 * 一 mi， 为 了 在 "次 按 击 中 有 二 (n 十 mm) 次 向 右 移动 ， 
可 以 有 


nn! 
n+m fn mm. 
Ce 
种 方式 安排 右 移 或 左 移 的 顺序 ， 因 此 ”次 移动 中 向 右 移 比 向 左 移 
多 mw 次 的 几率 P,(m) 应 当 与 上 面 的 排列 方式 数 成 正比 ， 考虑 到 归 
一 化 ， 应 当 有 


Dy Pm) = 1 ， 
所 以 


1 ni 
Pm) Tn C0) 
人 
上 式 只 当 ”十 m 为 偶数 而 且 Im| 过 4 时 才 成 立 ， 由 于 不 可 能 有 
Im| > a， 所 以 显然 Pam) 在 Iml > ”时 为 零 
由 (6.1.1) 式 容易 求 得 


(m) = >) mpP,(m) 一 0， (6.1.2) 
(m’) 二 >) mpP{m)=n, (6.1.3) 
因此 ,从 x 王 mi 及 1 一 ntr* 有 
(x(t)) 一 0， (6.1.4) 
(x(D)) = PE ocx 。 : (6.1.5) 
t 


这 表明 ,由 于 Brown 粒子 运动 的 随机 性 ,粒子 的 平均 位 移 是 零 ,而 
位 置 的 均 方差 则 与 上 成 正比 . 
利用 Surling 公式 


ye (=) (6.1.6) 


® $93. 


可 以 抬 (6.1.1) 和 式 改 富 成 
np.(m) ~ (r+) inn mT (ntmt 1) 


x 卫 | 二 (1 士 到 用 一 二 如 一 痘 二] 
x hn [= (1 a 2) 一 min2 一 In(2x). (6.1.7) 
由 (6.1.3) 式 可 见 , 当 n > 1 时 ,|m| < 2” 以 较 大 的 几率 成 立 ,这 时 有 


3 


LL Se 
: in (1 土 至 二 于 一 下 ， 
因此 (6.1.7) 式 又 可 进一步 简化 为 
人 2 2 人 入 一 mm sl, 
Pp, (m) pf 呈 ) (6.1.8) 
注意 到 只 有 当 n 和 m 同 为 偶数 或 同 为 奇数 时 才 有 Ps(m) 闪 0， 可 
见 (6.1.8) 式 中 相 邻 的 mw 相差 2。 利用 m 一方， “一 站， 并 把 * 


和 上 看 成 连续 变量 ,那么 重新 归 一 化 之 后 ,可 以 把 (6.1.8) 式 写成 


Plx, 7) 一 二 ep 人 一 二) (6.1.9) 
其 中 
站 一 上 三 (6.1.10) 
. 2 r* 
是 与 +, i 都 无 关 的 常数 ， 归 一 化 条 件 可 以 写成 
上 A (6.1.11) 


从 扩散 的 观点 看 , (6.1.9) 式 反映 的 是 Brown 粒子 “ 系 综 ' 的 扩 
散 . 把 (6.1.9) 式 代入 扩散 方程 


二 DC——— (6.1.12) 
可 以 立即 发 现 ,，D 一 人， 即 (6.1.10) 式 所 定义 的 系数 D 就 是 扩散 


系数 . 
Brown 粒子 运动 的 轨迹 是 不 规则 的 。 由 于 粒子 受 分 子 碰撞 极 
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其 频繁 (大 约 每 分 钟 10% 次 )， 所 以 可 以 认为 相继 碰撞 的 间隔 趋 于 
零 ， 因 此 粒子 的 运动 轨迹 可 以 数学 抽象 化 为 处 处 连续 但 又 处 处 不 
可 微 的 流 形 . 


$ 6.2 随机 飞行 问题 


Brown 粒子 可 以 看 成 是 一 个 随机 飞行 的 粒子 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 暂时 不 考虑 ,粒子 作 随 机 飞行 是 由 分 子 的 无 规 碰 撞 所 引起 ,还 
是 由 其 他 原因 所 引起 ， 而 只 是 假定 第 7 次 飞行 位 移 在 六 附近 dm 
范围 内 的 几率 zj(ry)adri 为 已 知 ， 这 里 和 下 面 也 暂 不 执行 求 和 规 
定 , 即 , 具 根 同 附 标的 二 因子 并 不 意味 着 求 和 。 

让 我 们 求 叉 次 随机 飞行 后 的 总 位 移 

N 
R= >) ri 
在 RR 附近 dR, 范围 内 
R, - 廊 4R, < R<R,+ dR (6.2.1) 


的 几率 Wn(Ro)aR,. 
可 以 形式 地 写 出 


Wn(R,) dR, 一 | 2 | Alri, nm **, rN) 


N 
x I riCri)ar,,] (6.2.2) 


式 中 积分 看 成 是 在 整个 空间 中 进行 ,但 却 选 择 函 数 A(Yi, ri， ……， 
rn) 使 得 


1， 若 (6.2.1) 式 成 立 ， 
A(r, 17。 rN) 一 人 否则 ， (6.2.3) 
问题 的 关键 在 于 找到 A 的 解析 表达 式 ， 以 便 完成 (6.2.2) 式 右边 的 
积分 。 为 此 ， 考 虑 下 列 积分 : 
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式 中 尾 盖 0. 用 留 数 定理 容易 证 明 
人 a 
| gp 当 x<0 了 时 ， 
其 中 6 > 0。 利 用 这 一 结果 容易 知道 
_ [1 当 17i < 时 ， 有 
人 当 [174 > ci 时 ， 0 


一 oo 一 8 P 


取 
1 N 
a — aR rm DR 
i=1 


(t= 1,2, 3) (6.2.6) 
这 里 RE 和 的 分 别 表示 民 。 和 六 的 第 & 个 分 量 。 于 是 (6.2.5) 式 
成 为 


5 一 人 当 Rt 一 加 dR < > 7 多 < RD 十 却 4R 名 时 ， 
0， 否 则 ， 
这 样 就 可 以 把 A 的 表达 式 写作 
A(ri, ry, +**, TN) 一 016,6, (6.2.7) 
把 (6.2.7) 式 代 和 人 (6.2.2) 式 中 ， 得 
Wun(Ro)dR, 一 上 | | [1 cr) an| 


i=1 


erridps | (6.2.8) 


引入 记号 
p 一 《piypiyp)) ， dp 一 dpdpxd ps 
Pi 一 pf 六 十 Pr 和 十 pr 和 
人 有“ R, 一 RY + pyR? 十 p;RO 3; 
并 且 考 虑 到 由 于 4R 很 小 ,因此 
sin 二 dR p, 


1 
ea dR 。 


pn 
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就 可 以 把 (6.2.8) 式 写成 


Wn(R,)aR, = a | dpe ?RAn(p), (6.2.9) 
x 
式 中 
An(p) 一 I | armiCr)e'e" 和 (6.2.10) 
j=1 


这 样 ,我 们 已 求 得 了 Ww(R) 的 表达 式 ， 
如 果 每 次 飞行 的 几率 分 布 函数 一 样 , 即 所 有 Ti(r) 一 f(r), 与 
i 无 关 , 那 么 (6.2.10) 式 就 变 成 


An(p) 一 | | drr(r)ei?™r | . 


进一步 假定 z(r) 只 与 ” 的 大 小 有 关 而 与 方向 无 关 (各 向 同性 分 
布 ), 并 把 它 写 成 z(:)， 那 么 4n(p) 也 只 与 p 的 大 小 有 关 而 与 方 
向 无 关 , 于 是 有 


ps | Jerre | . (6.2.11) 
作出 对 角度 的 积分 ， 得 
二 
(p) | a | | rr)ar | ) 
因为 在 + 一 0 处 有 极 值 , 故 Y 很 大 时 ， 可 以 用 鞍点 法 计算 
(6.2.12) 式 右边 的 积分 值 , 即 把 函数 er 在 + = 0 附近 展开 并 取 
到 二 阶 小 量 为 止 ， 结 果 可 写成 


An(p) ~ exp | 一 立 (7) | (6.2.13) 
式 中 用 了 归 一 化 条 件 
| ze 一 4z | rir(r’)dr = 1,， (6.2.14) 


并 且 定 义 了 
三 | td | jr)ar, ‘(C62.15) 
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把 (6.2.13) 式 代入 (6.2.9) 式 ,得 到 
有 
WR)— 二 | eep| —ip:R—iNoer)|ap 


1 ,3R? 
| (Evy RD) (6.2.16) 


用 ”一 - 表示 单位 时 间 内 发 生 随机 飞行 的 次 数 , 并 记 
三 
D = 6 《 3 


则 (6.2.16) 式 又 可 以 写成 
Wn(R) = 


Rk (- R (6.2.17) 
(4zxD)Y I\ 4Di 


把 (6.2.17) 式 与 (6.1.9) 式 比较 ,可 见 二 式 只 是 三 维 与 一 维 情 形 的 莽 
别 ， 形 式 实 质 上 是 相同 的 。 相 当 于 (6.1.5) 式 的 三 维 情形 下 表达 式 
为 

(R(t)) = 6D: (6.2.18) 

(6.2.17) 式 反 有 喘 了 :一 0 时 处 于 原点 的 粒子 经 上 时 间 随 机 飞 
行 之 后 的 几率 分 布 。 它 适 明 的 条 件 是 :随机 飞行 的 次 数 很 多 ， 而 
且 各 次 飞行 路 程 的 几率 分 布防 数 都 一 样 与 方向 无 关 ， 如 果 初 始 条 
件 改变 ， 那 么 时刻 的 几率 分 布 也 不 再 是 (6.2.17) 式 ,但 我 们 可 
以 写 出 :时刻 的 几率 分 布防 数 所 满足 的 方程 。 首 先 ,根据 (6.2.17) 
式 可 以 写 出 一 粒子 在 At 时 间 内 经 历 净 位 移 AR 的 几率 : 


ny ex — TAR 
WEAR SE) (4xDAz)”’ 2( 全 和， 人 


它 与 尺 无 关 。 这 里 Ai 是 不 大 不 小 的 时 间 间 隔 , 它 足够 大 , 使 nA 
> 1, 即 A: 内 发 生 的 碰撞 次 数 很 多 ;又 足够 小 ,使 《|ARI’)? 值 ， 
即 离开 原来 位 置 的 位 移 远 小 于 系统 的 特征 长 度 . 于 是 有 积分 方程 


W(R,i: + At) 一 | W(R— AR,)S(AR, A) 
x daAR), (6.2.20) 
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| 


IE: 


式 中 W (RR，s) 表示 上 时 刻 粒子 位 置 在 R 附近 的 几率 。 对 W(R 
一 AR,1) 作 Taylor 展开 ，(6.2. ee 


oe 1) — AR- 下 


OW 
和 RA 
7 ARAR : 5ROR | 


x a 
由 (6.2.19) 式 知 


| ARJy(AR, Ai)d( AR)=0,， 
| ARARJS(AR, ANd(AR) 一 2DAisl 


式 中 1 是 单位 张 量 ; 于 是 得 到 
W(R,i + Ai) = w(R, !) 十 也 了 WAt 


十 0O[(Az)’]， 
这 里 /0R’ 是 Laplace 算 子 。 当 A: 一 0 时 ， 上 式 化 为 微分 方程 
aW _ ~ OW 
i (6.2.21) 


这 是 熟悉 的 扩散 方程 ， 就 是 扩散 系数 。 对 于 无 限 空间 的 情况 ， 
如 果 初 始 分 布 为 原点 处 的 5 函数 ， 方 程 (6.2.21) 的 解 就 是 (6.2.17) 
式 。 如 果 有 完全 吸收 的 表面 存在 ， 则 在 这 表面 处 应 当 有 边界 条 件 
W = 0. 
如 果 有 完全 反射 的 表面 存在 , 则 在 这 表面 处 应 当 有 边界 条 件 
有 A. VW = 0, 
其 中 如是 表面 的 法 线 方 向 的 单位 矢量 。 


§6.3 Langevin 方程 


现在 介绍 关于 Brown 运动 的 Langevin 理论 。 假定 Brown 
粒子 是 自由 的 , 即 除 周围 液体 分 子 的 碰撞 之 外 ， 不 受 其 他 作用 , 那 
么 粒子 的 运动 方程 可 以 写成 
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mm 多 = FC) (6.3.1) 


其 中 双 是 粒子 的 质量 ，v 是 粒子 的 速度 ,F(z) 是 忆 于 液体 分 子 碰 

撞 而 作用 于 粒子 上 的 力 。 按照 Langevin"，F(z) 可 以 看 成 两 部 分 
之 和 ;其 一 是 粘 灌 阻力 一 mp6v, 8 是 一 个 量 纲 为 时 间 倒 数 的 负数 ; 

其 二 是 随机 力 malz)，alz) 是 相应 的 随机 加 速度 ， 它 的 长 时 间 平 “ 
均值 为 零 、 因 此 ,(6.3.1) 式 可 以 写成 


Uo. (6.3.2) 
dz 

或 
2D 一 一 po 十 ar)。 (6.3.3) 
dat 


这 就 是 Langevin 方程 
由 于 Langevin 方程 里 包含 一 个 随机 项 a(?), 而 a(?) 不 是 一 
个 确定 的 函数 ， 只 具有 一 定 的 统计 性 质 ; 所 以 求解: Langevin 方 
程 的 含义 也 应 理解 为 确定 v 的 一 个 几率 分 布 函数 P(v，/), 它 给 = 
出 z 时 刻 v 出 现 的 几率 。 也 就 是 说 ，Langevin 方程 是 一 种 随机 
微分 方程 ， 顺 便 指 出 , 虽然 随机 项 a(z) 不 具有 力 的 量 纲 ，, 但 通常 
仍 称 之 为 随机 力 ' . 
方程 (6.3.3) 的 解 强烈 地 依赖 于 a(z) 的 统计 性 质 。 一 般 至 少 
应 假定 a(z) 与 v 无 关 , 而 且 有 : 
(i) (a(#)) = 0, | (6.3.4) 
(i) (Cal)a(s’))oc6( — 71); (6.3.5) 
其 中 《 表示 系 综 平 均 , 即 对 大 量 处 于 相同 物理 条 件 下 的 系统 所 作 
(6.3.5) 式 反映 了 过 程 v() 的 Markov 性 质 。 这 是 因为 
v 对 时 间 的 一 阶 微分 方程 的 解 完全 决定 于 :一 1。 时 的 初始 条 件 ; 
如 果 方 程 (6.3.3) 中 的 随机 加 速度 a(z) 有 如 (6.3.5) 式 那样 的 8 函 
数 形式 的 相关 函数 ,那么 :1 < 4 时 的 随机 加 速度 就 不 能 改变 :1 宇 
时 的 运动 。 有 反之， 如 果 a(z) 的 相关 函数 延续 一 段 时 间 s， 例 如 
(a(t)a(s’))oce -lls (6.3.6) 
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那么 尽管 给 定 了 mm 时刻 的 速度 wv(w)， 但 是 , 在 mn 县 一 :一 
区 间 内 的 随机 加 速度 a(z) 还 会 影响 到 “< :< 4 十 区间 内 的 


随机 加 速度 , 因此 : > 4 时 的 运动 不 完全 决定 于 4 时 刻 的 初始 条 
- 件 。 这 说 明 (6.3.6) 式 那样 的 相关 函数 会 破坏 v(z) 过 程 的 Markov 
性 质 . 

条 件 (6.3.4) 和 (6.3.5) 并 没有 把 随机 加 速度 alz) 的 统计 性 质 
完全 描述 清楚 。 为 了 完全 描述 a(z) 的 统计 性 质 , 有 两 种 方法 . 一 
种 是 从 观察 结果 确定 系统 达到 的 平衡 分 布 函数 , 由 此 推出 akz) 的 
统计 性 质 ; 另 一 种 是 对 aGz) 的 统计 性 质 作 进一步 的 假定 ， 在 此 基 
础 上 人 求解 ”Langevin 方程 。 本 节 将 遵循 第 一 种 方法 ;而 第 二 种 方 
法 则 将 在 $6.4 中 加 以 讨论 . 

假定 :二 0 时 vv 一 v,。， 那 么 初始 分 布 为 

Pl(v, := 0) = (v0 — vo). (6.3.7) 
假定 :一 co 时 , 系 综 达 到 如 下 形式 的 平衡 分 布 : 


PLD 一 oo) = (5 ep 人 my ). (6.3.8) 


~ 2ksT 
对 方程 (6.3.3) 形 式 积分 后 得 到 
UVU(t) ~— Ve Heh | era(s)ds. (6.3.9) 
当 :一 oo 时 ，(6.3.9) 式 左 边 成 为 w(: 一 co)， 它 只 有 由 (6.3.8) 式 
给 出 的 分 布 ,因此 (6.3.9) 式 的 右边 
| ep oil(y)d5 (6.3.10) 


在 :一 oo 时 也 应 当 具 有 分 布 (6.3.8). 显然 ,这 将 对 alz) 的 行为 有 
某 种 限制 . 
对 (6.3.9) 式 求 系 综 平 均 ,可 得 
(V(#)) = Doc HY, (6.3.11) 
所 以 漂移 速 问 《v(z)) 逐渐 减 小 到 零 , 减 小 的 速率 由 决定 ， 弛 泊 


1 
时 间 为 方 ， 


2 = (V(1)) = Ve (6.3.12) 
3 
可 知 , 若 : 一 0 时 民 GQ) 一 Re, 则 

(R()) = 民 十 3 (1 — era)。 (6.3.13) 

由 (6.3.9) 式 可 以 得 到 
VV) 一 Upoc 8 十 | oa dse bitss) 
x 《a(si)a(s,)). (6.3.14) 

注意 到 (6.3.8) 式 ， 有 

(oCn)aCD yl 一 AT1， (6.3.15) 


因此 《a(s.)a(s;)》 世 应 当 与 单位 张 量 1 成 比例 。 考虑 到 (6.3.5) 
式 , 设 
(a(s)a(s)) 一 C15(o 一 9)， (6.3.16) 
代入 (6.3.14) 式 ,得 
(v0 C0)) = wpuc-22: 十 六 10 一 emp) . (6.3.17) 


将 (6.3.17) 式 与 (6.3.15) 式 相 比 较 , 得 到 
C 一 2KaT6 (6.3.18 ) 
于 是 (6.3.17) 式 又 可 以 写成 
VC)VC)) = vovo 十 (EL1 3 vo0, ) (1 — e268). (6.3.19) 
”两 边 取 迹 ,就 是 
(5 (a7 3ksT ji _ e781) (6.3.20) 


如 果 中 一 327 ， 那么 《w()) 将 永远 保持 这 个 热平衡 值 ， 


将 方程 (6.3.3) 与 位 置 矢量 民 作 并 积 。 并 对 称 化 , 再 取 系 综 平 
均 ; 注 意 到 
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Rv + vR— < (RR), 
i 


RIV + R= 4 (RR) 一 2pD ， 
dz dt dr 
就 可 以 得 到 
-全 《RCORCD》 + 8 4 ROR)) 
一 2(V0)0()). (6.3.21) 


将 (6.3.19) 式 代入 (6.3.21) 式 ,考虑 到 初始 条 件 
(RO)R(G) )) = RoR, » 


(ROG)RCG)V ls = Rov, + voR, ， 
£ 
就 可 以 得 出 (6.3.21) 式 的 解 
(RORG)) = RR, + (1 一 eco) 


Ka 了 eo-_Bi 一 eB 
mp i(l -=e "(3 ) 


+ MT 1 (6.3.22) 


mm 
两 边 取 迹 ， 就 是 
Ri)) = Ri 十 , (1 一 -2 


_ 3KsT -ps -pr 
mp (1 )(3—e ®) 


+ er (6.3.23) 
取 民 一 0, 当 8 人 II 时 ,从 (6.3.13) 式 及 (6.3.23) 式 有 
(R(#:)) 一 por ， 《R2CDD》 一 zi。 (6.3.24) 


这 反映 了 :< 方 时 运动 仍 是 决定 性 的 . 我 们 所 关心 的 是 pt > 1 
时 的 情形 。 这 时 (6.3.19) 式 化 为 


ea 486 


《u(z)p(z)》 一 全 二 (6.3.25) 


而 考虑 到 了 « 2 ，(6.3.22) 式 化 为 


(CRG) RG)) = 2 1 。 (6.3.26) 
将 (6.3.26) 式 与 (6.2.18) 式 比较 ， 可 知 
刀 一 KaT < (6.3.27 ) 
mp 


这 个 关系 称 为 Einstein 关系 . 它 把 扩散 系数 DD 与 代表 粘 滞 作用 
大 小 的 系数 8 连 系 起 来 ， 说 明 介 质 的 粘 滞 阻 力 来 自 和 扩散 现象 紧 
密 相连 的 随机 碰撞 . 
从 (6.3.19) 式 及 (6.3.11) 式 可 以 得 到 
([vQ) — Cv Lv0) — (v0))]1) 


0 (6.3.28) 


由 (6.3.1D 式 及 (6.3.28) 式 可 以 合理 地 猜测 , v(#) 的 几率 分 布 函数 
是 


A 


— m(v — vee ) 
| 0 | (6.3.29) 


显然 , (6.3.29) 式 满足 (6.3.7) 式 及 (6.3.8) 式 给 出 的 初始 条 件 及 渐 近 
条 件 , 所 以 可 以 认为 它 是 Langevin 方程 (6.3.3) 的 解 。 

类 似 地 ,由 (6.3.13) 式 和 (6.3.22) 式 可 以 求 得 

[RCO) — (RO))ILRG) — (RCG))1) 


— eT 1 — KeT 1(1— e781)(3 — etm), (6.3.30) 
mp mp’ . 


所 以 , 也 可 以 合理 地 猜测 上 时 刻 位 置 尺 的 几率 分 布 函数 : 


RD 
Gi i (| 


* 404。 


fr [R- R, 一 邑 (1 一 oF om 
[2kaT [28: 一 (1 一 2)(3 一 ce 了 
当 Bz 六 1 时 ,上 式 成 为 
—(R— R) 
WwW(R,i:;R,,v) = a ee sep |， (6.3.31a ) 


式 中 DD 已 由 (6.3.27) 式 给 / z 

现在 让 我 们 对 (6.3.10) 式 加 以 讨论 ,以 便 巍 明 (6.3.8) 式 对 aC?) 
的 统计 竹 质 有 什么 样 的 限制 。 由 于 a(s) 的 变化 远 较 。*"? 为 快 ， 
所 以 积分 区 间 可 以 分 为 若干 段 ,使 每 段 内 指数 函数 变化 很 小 ,可 以 
提出 积分 号 外 。 于 是 (6.3.10) 式 可 以 写成 


J—1 | 
DY) es0eobi(AD ， (6.3.32) 
i 二 0 
式 中 A: 一 ,而 
(j+DA? | 
BCA | jd (6.3.33) 
1At 


可 以 认为 ， 在 A! 时间 内 a(s) 已 经 历 了 许多 次 涨 落 ， 它 们 彼此 无 
关 ， 因 此 b(A7) 的 分 布 函数 应 当 与 j 无 关 而 只 与 Ar 有 关 ， 假定 
及 (Ai) 的 分 布 是 Gauss 型 的 : 


W(b(A)) 一 一 ee | ， (6.3.34) 


| 
(4ngAt)” el 49A: 


式 中 6 的 下 标 已 省 略 , 而 4 是 一 个 待定 的 常数 .假定 (6.3.34) 式 的 
理由 在 于 ,对 适当 选择 的 9 值 ,可 以 由 (6.3.34) 式 推出 (6.3.29) 式 和 
(6.3.31) 式 ， 为 看 出 这 一 点 , 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 .该 


# =— | Cs)als)as ， 


式 中 a(s) 的 变化 远 较 a(s) 慢 ，als) 满足 (6.3.33) 式 及 (6.3.34) 
式 , 则 点 的 几率 分 布 为 
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| ER ex a “3. 
w(E) i 人 (6.3.35) 


证 明 是 简单 的 。 记 
ti = a(J1A1)Di(A1) = oibi(Ai), 


这 里 At = 了 了 是 个 <(?) 在 其 中 变化 不 大 而 a(s) 涨 落 许多 次 的 时 
间 间 隔 。 由 专 的 定义 ， 有 


7 一 1 (+DAr J-1 
fi— Dm) alNdm D5. 
721 7Ar | 
由 于 b;(Azt) 有 几率 分 布 (6.3.34) 式 , 故 志 一 afbi(Az) 的 几率 分 布 为 
PP 
Ti(€1) C22 3 p( 2 二) (6.3.36) 


式 中 
1 一 6qal As. 


容易 看 出 ,从 名 的 已 知 分 布 函数 (6.3.36) 求 二 一 > 二 的 分 布 函数 ， 
正 是 上 节 讨 论 过 的 随机 飞行 问题 。 利用 (6.2.10) 式 可 以 求 出 


J 一 1 


4(p) 一 [ | déiTi(é;) ent 


7 二 人 
J—1 
-mp7 
exp |— 4 六 ea 
再 利用 (6.2.9) 式 立即 得 到 (6.3.35) 式 。 于 是 引 理 得 证 。 
将 引 理 用 于 (6.3.10) 式 ,有 


a(s) = es ， 
Ww 1 /1 ,-28 
| CD 3 (1 — ce-287) ， 


所 以 (6.3.10) 式 的 几率 分 布 商 数 为 
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| 
Ce 2xrq(1 一 ce™’8’) | "| 29(1 一) | 0 


将 (6.3.37) 式 与 (6.3.29) 式 比较 ， 可 知 只 须 选取 
Pp (6.3.38) 
(6.3.37) 式 就 与 (6.3.29) 式 一 致 。 因 此 ,我 们 从 (6.3.34) 式 出 发 堆 出 


了 (6.3.29) 式 ,同时 确定 了 常数 4 的 值 . 
再 由 (6.3.34) 式 推导 (6.3.31) 式 、 由 于 
R— R,— | vl) 2 
利用 (6.3.9) 式 可 以 写 出 
R— R= | [oes te | ae ap 


二 
0 0 ] 


R— R,.— (1—e fF) 一 | dpe™ sr? erals)as 


一 | a(s)a(s)ds 


式 中 第 二 步 作 了 分 部 积分 ， 而 
oD) = 


根据 引 理 ，R 一 R, 一 2 (1 一 er) 的 几率 分 布 由 (6.3.35) 式 给 


出 ， 其 中 
| ea 2 坟 Ee 


于 是 得 到 (6.3.31) 式 ,其 中 4 仍 由 (6.3.38) 式 给 出 . 

鉴于 从 (6.3.34) 式 可 以 导出 (6.3.29) 式 和 (6.3.31) 式 ， 我 们 认 
为 ， 假 设 (6.3.34) 式 是 合理 的 。(6.3.33) 式 和 (6.3.34) 式 对 als) 的 
统计 性 质 提出 了 一 定 限制 . 

从 本 节 对 Langevin 方程 的 讨论 看 出 。 Langevin 方程 中 包括 
的 信息 是 相当 丰富 的 ， 从 Langevin 方程 的 讨论 所 得 到 的 关于 
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Brown 运动 的 结果 与 Einstein 的 结果 一 致 ， 但 更 加 丰富 。 


§6.4 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 的 关系 


本 节 从 另 一 条 途径 讨论 Langevin 方程 ， 即 对 随机 力 的 统计 
性 质 作 完备 假设 ， 并 在 此 基础 上 讨论 方程 的 解 . 
先 从 单 变量 的 情况 开始 . 单 变 量 Langevin 方程 的 最 普遍 形 


不 时 
AN 征 


| 


< 


二 一 (5E。 1) + g(E, TO) (6.4.1 
其 中 .表示 对 时 间 + 求 导 ; h(5,7) 称 为 决定 性 力 ; 8g(8, 71) > 
称 为 随机 力 ; g($, 1) 称 为 噪音 ; 如 果 g(5, 1) 是 弟 数 ,与 5 和 :都 
无 关 , 就 称 过 程 具有 白 品 音 。 T(z) 除 满足 
《T(z)) = 0,， (6.4.2) 
《TCDTPC = 26(1 — 7) (6.4.3) 
之 外 ， 还 要 满足 其 他 一 些 统计 规律 。 我 们 暂时 先 假定 这 些 统计 规 
律 为 : 
对 于 奇数 >。 有 
《TCD)T(2) T(t) = 0; (6.4.4) 
而 对 于 偶数 x, 则 有 
ATGCn)FCo) T(t)) 一 oaB( — 1)6(1, — 4) 
“e611 — ts) + 6 — 13)6(7, — 4) 
“6(to tC— ts) :.*., (6.4.4’) 
即 ，” 一 2m 个 T(t) 之 积 的 系 综 平 均 可 以 表示 为 以 各 种 可 能 方式 
组 合 起 来 的 mw 个 6 函数 之 积 的 线性 组 合 .对 于 随机 力 T(z) 满足 这 
样 的 统计 规律 的 过 程 5(z) , 我 们 称 之 为 Gauss-Markov 过 程 . 
只 要 任意 + 个 T(z) 的 相关 函数 都 有 定义 ，Langevin 方程 的 
解 就 满足 一 个 确定 的 主 方程 。 对 于 Gauss-Markov 过 程 ， 相 应 的 
主 方 程 就 约 化 为 Fokker-Planck 方程 下面 我 们 来 证 明 这 一 点 ， 
先 写 出 8(#) 二 x+ 这 一 初始 条 件 之 下 (6.4.1) 式 的 形式 解 ; 


st rm) LE 7) 
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十 SCSCI De) ) Zr 四 (6.4.5) 
将 4 和 8&g 在 扣 一 * 处 展开 : 
ARE 一 pxt) 十 NOxst)sCO 一 xz) 十 … (6.4.6) 
g(0E(C 1) 一 gz) 十 gz) 一 zx) 十 ….，(6.4.7) 
其 中 4 和 8 上 的 “号 表示 对 x 的 偏 导数 。 将 (6.4.6) 及 (6.4.7) 式 
代入 (6.4.5) 式 中 ， 可 以 得 到 


t+r 
E(t 二 rT)—xr= | h(x )adr 
+ Wr, EC — dr + 


十 | gl, TONar +t | ge) 
x (8(1) — x) Ta + (6.4.8) 
对 (6.4.8) 式 中 被 积 函数 里 出 现 的 (5(Z) 一 x) 作 选 代 : 
#(t 十 rz) 一 * 一 | 人 | (xs) 
x | h(x,r')dr'ar 十 化 (x,t) 
x | 
| 


十 


了 
f 
2! 
gx 六 DPC )di dr 十 
了 十 T ， 8 十 了 Se 
， g(x, 1 )T(1)ar 十 | g' (x, 7 
四 十 T 
x | p(x,r Tr) dd 十 | ep 
t i 
Ed 
上 


.XxX \ gx, )FC DEC ) draqr’ 


相 (6.4.9) 
经 过 反复 迭代 ，(6.4.9) 式 的 右边 可 以 只 出 现 T，g，h 和 它们 的 导 
数 。 取 系 综 平均 之 后 ,利用 (6.4.2) 至 (6.4.4) 诸 式 , 便 得 


t+r ftr fr’ 

‘§ (t+ 7) 一 xz7 一 | A(x, 1 )dr 十 | | h(x, 1’) 
i 1 f 
1 oe 
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f+r fr 
十 2 | g(x, 7) | g(x, 71" )6(1" — td"dr 
f i 
二 (6.4.10) 
注意 到 
和 ez rs( — ar = + ND 
it 
就 有 


z+r ttr Ft’: 
a es | h(x, 1 )ar + | | p(x, 7) 
i 1 中 
X h(x,t’ dtd 十 …， 
了 十 下 
十 | g (x, )g(x, 1 dt 二.... (6.4.12) 
[4 


车 z 很 小 ， 那 么 就 有 
《5 十 r) 一 xz) 一 [hzsi) 十 8(z， i)g(x,t)]r 


二 O(7T’), (6.4.13 ) 

类 似 地 可 以 得 到 
([é£(1 + rt) — zx) = 29(r, tT + O(T’) (6.4.14) 
([E01+r)— x] = Or), n>2 (6.4.15) 


Olt) 表示 比 * 高 级 的 小 量 . 
按照 Kramers-Moyal 谋 开 系数 的 定义 《5.1.6)， 可 以 写 出 


Doom(zr ,站 一 二 lin XIE 和 1) = x] (6.4.16) 
1 T-0 
根据 (6.4.13) 至 (6.4.15) 诸 式 可 得 ， 在 ”Gauss-Markov 过 程 中 的 


Kramers-Moyal 系数 是 
A(xr,!) = DV(x,t) = h(x,t) + g(x,t)g(x, 1), 


B(x,) = DD(x,1) = g(x,t), (6.4.17) 


D(x,t)=0, (n> 3) 
相应 的 主 方程 就 是 Fokker-Planck 方程 : 


Or Ox Ox . 
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+ 0 (gp). (6.4.18) 
Ox? 


如 果 随 机 项 的 T(z) 除 满足 条 件 (6.4.2) 及 (5.4.3) 式 之 外 ,不 再 
满足 (6.4.4) 及 (6.4.4) 式 ， 而 是 满足 另外 一 些 统计 规律 ， 那 么 得 到 
的 主 方程 形式 就 可 能 和 方程 (6.4.18) 不 同 . 

以 上 结论 可 以 推广 到 多 灾 半 的 情况 。 设 多 变量 Langevin 方 
程 为 


Bi h(E}, 7) 十 SOTiCD ， (6.4.19) 
式 中 随机 因子 Ti(z) 满足 条 件 : 

《T;(2)> 一 0， (6.4.20) 

TOT )) = 2676(1 — 1"). (6.4.21) 


除 此 之 外 ,对 于 Gauss-Markov 过 程 ， 有 
Ti (1) Ti,( 4) :Ti (11)) 一 0 (n 为 奇数 )， (6.4.22) 
Ti COT (0) Fi, (1a) = oiid (4 — 1)0sy, 
XE(t3 CO— 1) 07 bt 一 如) 
十 .…、 (nn 为 偶数 )， | (6.4.23) 
这 情形 下 区 ramers-Moyal 系数 为 


Ca i Dy 2 3 ， (6.4.24) 


和 大 


二 Bi(fzjs0) 一 DZCtzh 人 一 SEA， (6.4.25) 


Dm,({x}, 1) = 0, (> 3) (6.4.26) 
相应 的 主 方程 也 和 Fokker-Planck 方程 一 致 ， 它 的 具体 形式 立即 
可 以 写 出 ， 这 里 从 上 略 . 

Fokker-Planck 方程 中 的 变量 变换 是 相当 复杂 的 。 但 是 ， 
Langevin 方程 中 的 变量 变换 就 简单 得 多 。 在 方程 (6.4.19) 中 ， 记 
”新 变量 为 

b= El{#},7) (6.4.27) 
那么 就 有 | | 
EO8 Oli: O08 06, .08 
> a 


guiTi 


"人 二， 


= mte ls 2) 十 fai( {6}, A 9 (6.4.28) 


式 中 
/EI OE 0é: 
EY 1 6.4.29 
p(k 4 3 BEL k ( ) 
i fet OE; 
(Es 1) 一 pe (6.4.30) 
8 8 名 


因此 得 到 变换 后 的 漂移 系数 和 扩散 系数 (将 宗 量 5 及 二 写作 x 及 
x): 
> 2 1) 二 %. > ORii OX Oxi 
A({x}, 71) = hit gi 8 3 十 Bx, A 

SA B, ， 

2 Or,Ox, 

Ox, Ox WE 
(6.4.31) 及 (6.4.32) 式 与 (5. 7.18) 及 (5.7.19) 式 分 别 相同 , 但 推 
导 过 程 显 然 比 $5.7 中 简单 得 多 ， 

- 通常 都 在 Gauss-Markov 过 程 的 假定 下 来 讨论 Langevin 方 
程 与 Fokker-Planck 方程 的 关系 。 利用 本 节 的 方法 ， 可 以 从 
Langevin 方程 立即 写 出 相应 的 Fokker-Planck 方程 ,使 之 描述 同 
一 运动 。 例 如 上 节 的 方程 (6.3.3) 可 以 改写 成 

ns dv 
at 
式 中 9 已 由 (6.3.38) 式 定义 ，Ti(z) 满足 (6.4.20) 至 (6.4.23) 诸 式 的 
条 件 , 相 应 的 Fokker-Planck 方程 就 是 


2 9 
v9 By (viP) + 4 337 P 【〈( 求 和 规定 !) (6.4.34) 


车 初始 条 件 为 Po 二 0) = 6(v 一 v,)， 则 用 35.15 的 方法 可 以 
得 到 


(6.4.31) 


Bi {2}, 7) 一 (6.4.32) 


=— — Pvt qiT;(z), (6.4.33) 


人 (二 全 | 


exh (vo— Ve) 6 5 
| 24(1 一 e227) | 1 
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这 一 结果 与 (6.3.29) 式 一 致 ， 再 如 ， 一 -个 处 于 外 场 f(x) 中 作 一 维 
运动 的 Brown 粒子 。 相 应 的 Langevin 方程 是 


和 一 一 go 一 六 xc) + giT0), 
(6.4.36) 
i 一 一 vv 
azt 
令吉 一 (x, v), 则 有 
h. — vy, h, 一 一 bz — f(x), 
RS 0， Sor 一 gf, 
因此 相应 的 Fokker-Planck 方程 为 
二 Pro 人 一 一 -如 (opP) 十 -2 [gv + Fe)]P 
Or Dr Ov 
+ 二 (4P) . (6.4.37) 
Ov? 


它 与 (5.4.24) 一 致 , 是 Kramers 方程 


$6.5 广义 Langevin 方程 和 投影 算 子 技巧 


由 于 Langevin 方程 在 讨论 Brown 运动 及 其 他 非 平衡 系统 的 
行为 时 显得 很 有 效 ,所 以 许多 入 企图 从 Liouville 方程 导出 它 ， 以 
期 把 Langevin 理论 建立 在 更 牢固 的 基础 上 . 投影 算 子 技巧 就 是 
完成 这 项 工作 的 一 种 合适 的 方法 3. 

对 于 一 个 多 体系 统 来 说 ， 微 观 描述 需要 对 极 大 数目 的 自由 度 
给 出 详细 的 描述 ,而 宏观 描述 则 只 涉及 少数 几 个 有 由 度 , 如 分 子 的 
数 密度 、 平均 速度 ,平均 能 量 等 等 。 对 于 一 个 NN 粒子 的 经 典 系统 ， 
微观 描述 中 需 讨 论 6N 维 相 空间 中 代表 点 的 行为 ， 而 宏观 描述 中 
则 只 考虑 这 个 相 空 间 的 一 极 小 子 空间 ， 即 讨论 6N 维 相 空间 中 代 
表 点 的 运动 在 此 子 空间 中 的 投影 。 下 面 的 简单 例子 可 以 给 出 投影 
算 子 的 形象 理解 : 在 一 个 平面 中 国 绕 原点 作 匀 速 圆 周 运 动 的 代表 
点 ， 其 运动 投影 到 一 个 坐标 轴 上 时 ， 就 是 以 原点 为 力 心 的 简 谐 振 
动 。 

如 果 算 子 忆 满足 
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P=7, (6.5.1) 
邦 么 了 就 称 为 投影 算 子 . 

设 4 是 入 粒子 系统 的 一 个 动力 学 变量 , 它 是 6N 个 变量 ， 即 
广义 坐标 9; 和 广义 动量 pj; (i 一 1, 2，…，N) 的 函数 ， 但 不 显 含 
时 间 。 由 于 代表 点 (4;,p;) 在 相 空 间 中 按 正 则 方程 运动 ,因此 4 也 
随时 间 * 改变 ， 设 4 对 平衡 系 综 的 平均 值 为 “42w 《简称 4 的 平 
衡 值 )， 

a= A— (A), (6.5.2) 
则 a 也 是 一 个 动力 学 变量 ， 其 平衡 值 为 零 . 根据 Liouville 方程 
有 
da . 
a = iLa, (6.3.3) 
式 中 是 Liouville 算 子 ( 见 $1.2). 

现在 假定 这 个 NN 粒子 系统 的 全 部 动力 学 变量 41, 4;,………，, Aen 
组 成 一 个 Hilbert 空间 互 ， 用 a 表示 其 中 一 部 分 动力 学 变量 4,， 
42，'……，4nm 离开 平衡 值 的 涨 落 ci, 0;, ……，ao， 那 么 a 在 日 中 张 
成 一 个 子 空间 Hl。 用 了 表示 五 向 此 子 空间 的 投影 算 子 , 则 对 于 任 
一 动力 学 变量 G， 有 


PG = (Ga*) . (aa*)!. a, (6.5.4) 
式 中 ,( 记 号 参见 $1.2) 
(Ga*) = | ae*(Fw)G(Tw)p(Tws DaTw (6.5.5) 


是 a*G 的 系 综 平均 值 。 这 平均 值 和 系 综 的 选择 有 关 。 (6.5.4) 式 
中 避 应 理解 为 m X 1 的 列 矢 量 , a* 应 理解 为 a 的 转 置 共 施 (1 x 
m 的 行 矢量 ), 所 以 《qa*》 是 一 方 阵 ，《aa*> 是 它 的 逆 ，(6.5.4) 
式 右边 各 因子 之 间 的 圆 点 表示 怎 阵 乘 诗 ， 容 易 验证 ， 宝 义 (6.5.4 ) 
符合 (6.5.1) 式 ， 

引 理 . 设 LL,、 LK; 是 与 + 无 关 的 两 个 算 子 ， 它 们 不 一 定 对 易 ， 
则 有 算 子 恒等式 


CC 十 2) 一 c4Ll 十 | dtTe' Le™ iths) (6.5.6) 
0 
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为 证 明 这 恒等式 ,考虑 


d E = 
-和 [eraexLitL)] 一 -一 eTitL et 


dt 
十 cai( 工 ,十 Li)e’Hti) 一 eHiL ,etr) 
两 边 从 0 到 * 积分 ,得 到 
ciLierLi+La) 一 ] 一 | dre Le ti 
将 常数 项 一 1 移 到 右边 并 且 用 se 左 乘 所 得 等 式 ， 就 得 到 (6.5.6) 
云 . 
在 (6.5.6) 式 中 用 志 代 二 ,用 一 了 代 志 其 中 己 是 由 (6.5.4) 
式 定义 的 投影 算 子 , 工 是 Liouville 算 子 ,那么 就 有 
CI 一 器 了 二 三 eit | dre' -LiPL errGL 一 让 上 (6.5.7) 
将 (6.5.7) 式 两 边 作 用 在 i(1 一 P)La 上 , 有 
eri(1— PLa= eitiLG — ertipLa 
一 dre mpLer Pi(l 一 P)La， (6.5.8) 


这 里 a 一 a(0) 表示 :一 0 时 动力 学 变量 ae(z) 之 值 。 由 (6.5.3) 式 
知 


» (aa es 
& = ( ), La ， (6.5.9) 
a(lt) = e'ra., (6.5.10) 
由 (6.5.10) 式 及 (6.5.3) 式 ,有 
2 0 (6.5.11) 
利用 (6.5.9) 式 ,有 
eiPLa 一 crPe. (6.5.12) 


从 定义 (6.5.4)[ 其 中 @& 也 理解 为 a (0)], 有 
Pa = (Ga*) . (aary>- oa, 
定义 频率 和 矩 阵 
i = (Ga*) . (aa*)-, (6.5.13) 
则 (6.5.12) 式 成 为 
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eittipLea 一直 :ca 一 各 .alG)， (6.5.14) 
这 里 用 到 (6.5.10) 式 . 
记 
Fn = crarmLi(l 一 PELa . (6.5.15 ) 
由 于 (1 一 P) 也 是 投影 算 子 ( 它 表 示 向 垂直 于 a 的 子 空间 投影 )， 
所 以 有 
f(z) = (1 — P)fG). (6.5.16) 
工 和 (1 一 P) 都 是 Hermite 算 子 ,所 以 
LiLf(r)]a*) = — (f(r)(iLa)") 
= —《[(l1— P)fF(r)](iLa)") 
= — (f(r)[i(l 一 P)La] 7 
一 — (f(t)(0)*)», (6.5.17) 
最 后 一 步 用 到 (6.5.15) 式 。《f(T)f(0)*》 称 为 f 的 时 间 相 关 阔 数 ， 
由 (6.5.4) 式 知 
iPLf(T) = [iLf(T)]a) (aa wa。 (6.5.18) 
定义 阻尼 和 矩阵 


9(r) 一 《fr)AFC0) >》 《aa 7) (6.5.19) 
就 可 以 从 (6.5.18) 式 和 (6.5.17) 式 得 到 
iPLf(t) = — q(tr):a, 
两 边 用 ex 作用， 得 到 
eipLf(T) = — q(r) : alt 一 z)。 (6.5.20) 


利用 (6.5.15)、(6.5.11)、(6.5.14) 及 (6.5.20) 诸 式 , 可 以 把 (6.5.8) 式 
写成 


da(t) iD . al?) 十 | drq(t): a(: —7) 
at 0 
= f(). (6.5.21) 
这 就 是 广义 Langevin 方程 ， 它 也 可 以 写成 


了 1 
(人 一 了 塌 al) 十 | drq(t — 7T): CD 
t 0 


一 fi) 。 (6.5.22) 
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广义 Langevin 方程 其 实 就 是 运动 方程 (6.5.3)， 但 其 中 介 、9 
及 Ff 都 需 利 用 从 Liouville 方程 得 到 的 几率 分 布 函 数 求 出 。 这 
样 要 作 的 工作 量 与 解 Liouville 方程 一 样 多 ， 换 句 话说 ， 从 
Liouvile 方程 推出 广义 Langevin 方程 的 过 程 中 没有 引入 任何 近 
似 ,二 者 所 包含 的 信息 是 一 样 多 的 . 人 、q 及 ff 的 物理 意义 可 以 从 
它们 各 自 的 定义 看 出 .频率 矩阵 i@ 与 a(z) 相 乘 ， 就 把 4 在 a 方 
向 的 分 量 随时 间 的 演化 取出 [ 见 (6.5.14) 及 (6.5.9) 式 ]; 而 f(z) 是 
a 垂直 于 a 的 分 量 在 垂直 于 a 的 子 空间 中 随时 间 的 演化 ， 所 以 起 
到 “随机 力 的 作用 。 阻尼 和 矩 阵 q(z) 作为 与 f(z) 的 时 间 关 联 函 数 
成 正比 的 量 ， 代 表 有 和 时间 后 效 的 阻尼 耗 散 作用 . 
把 广义 Langevin 方程 (6.5.22) 与 Langevin 方程 (6.3.3) 比 较 ， 
可 以 发 现 ,如 果 取 alz) = v, 及 
i0 = 0,， 
PC) 一 015(z) 
f(z) 一 alz), 
那么 (6.5.22) 式 就 退化 为 (6.3.3) 式 ， 


$ 6.6 ” 涨 落 耗 散 定 理 


在 $6.3 中 讨论 Langevin 方程 时 ,曾经 得 到 过 (6.3.16) 和 (6.3.18) 
两 式 ， 由 这 两 式 可 以 写 也 


(apDa(0)) 一 ak 18(2) ， (6.6.1) 


这 个 式 子 的 左边 是 随机 加 速度 ( 即 单位 质量 上 所 受 的 随机 力 ) 的 相 
关 函 数 ， 它 反映 Brown 粒子 在 液体 分 子 的 碰撞 下 所 受 合力 F(2) 
中 的 涨 落 部 分 ( 即 随机 力 ) 的 统计 性 质 ; 而 右边 所 含 系数 8 则 正比 
于 F(z) 中 平均 出 来 的 耗 散 " 部 分 .根据 Stokes 公式 


Bi ee (6.6.2) 


7 


式 中 7 是 假设 为 球形 的 Brown 粒子 的 半径 ，? 是 液体 的 粘 滞 系 
数 ， 有 是 粒子 的 质量 . 〈6.6.1) 式 把 表示 耗 散 的 粘 滞 系 数 与 表示 亚 
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落 的 将 机 力 时 间 相 关 冰 数 联系 起 来 。 它 所 反映 的 内 容 就 是 涨 落 耗 
散 定 理 . 涨 落 是 在 平衡 态 基础 上 的 涨 落 ， 因 此 是 反映 系统 平衡 态 
性 质 的 物理 量 ， 而 粘 滞 系数 则 反映 当 系 统 受 色 外 力作 用 被 迫 从 平 
衡 态 偏离 时 所 发 生 的 耗 散 过 程 ,内 此 有 反映 系统 的 非 平 衡 态 特 征 .所 
以 涨 落 耗 散 定理 使 我 们 能 够 根据 系统 处 于 平衡 态 时 所 发 生 的 涨 蓝 
情况 来 决定 该 系统 的 某 些 非 平衡 性 质 。 特 别 是 ， 如 果 我 们 能 对 于 
平衡 系 综 求 得 时 间 祖 关 泗 数 ,那么 就 可 以 从 (6.6.1) 式 求 得 8, 从 而 
决定 粘 澡 系数 。 这 是 一 条 计算 输 运 系数 的 新 途径 ， 
上 证 推导 广义 Langevin 方程 时 , 定义 了 (6.5.19) 式 ， 即 
外 () = (FO)F(0)*) + Caa*)™!. (6.6.3) 
如 果 选 择 平衡 系 综 来 进行 上 式 中 的 系 综 平 均 ， 那 么 (6.6.3) 式 就 是 
广义 的 涨 落 耗 散 定理 . 
考虑 广义 Langevin 方程 (6.5.21) 的 耗 散 项 , 即 左边 第 三 项 
| drq(T )a(:t — 7). (6.6.4) 


如 采 随时 间 的 变化 较 缓 慢 ， 则 因 从 (6.6.3) 式 可 着 出 q(7) 通常 
只 在 7 一 0 附近 很 窗 的 范 饼 内 才 明 显 非 零 ， 故 (6.6.4) 式 可 以 近似 
写成 


[J err)| .ao = BC al?) (6.6.5) 
这 里 定义 了 

8CD = | are(r)、 (6.6.6) 

由 (6.6.6) 及 (6.6.3) 二 式 可 得 
BO = | FTO Yar (aas (6.6.7) 
当 + 远大 于 关联 函数 明显 非 零 的 范围 时 ，B(e) 不 再 与 + 有关。 故 
8 一 十 | CAFO Sar aa). (6.6.8) 
这 是 计算 输 运 系 数 的 一 般 表 达 式 。 当选 择 动力 学 变量 a 后 ， 从 
(65.15) 式 就 确定 了 相应 的 随机 力 Ko), 于 是 由 (6.6.7) 或 (6.6.8) 式 
就 可 求 得 相应 的 输 运 系数 ; 它 是 张 量 的 形式 。 如 果 相关 函数 (Fr) 
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f(0)*) 与 单位 张 量 成 比例 , 则 8 也 与 单位 张 量 成 比例 。 为 计算 不 
同 的 输 运 系数 ， 就 应 当选 择 不 辣 的 动力 学 变量 we。 对 每 一 个 不 同 
的 输 运 系数 ,需要 计算 一 个 不 同 的 时 间 相 关 函 数 x 细 。 

为 说 明 涨 落 耗 散 定 理 的 应 用 ， 让 我 们 看 一 个 简单 例子 。 考虑 
一 个 短路 的 动 圈 式 电流 计 ， 设 思路 中 的 电感 为 工 ， 守 阻 为 R。 如 
果 忽 略 通路 中 的 潜 布 电容 ,那么 授 路 中 的 电动 势 将 出 两 部 分 组 成 ， 
一 是 电感 线圈 的 感应 电动 势 二 ,其 中 工 是 通路 中 的 电流 ;二 是 
电路 中 由 于 电子 运动 的 涨 落 而 引起 的 瞬时 热电 动 势 。 根据 Lang- 
evin 理论 的 精神 ,这 个 电动 势 又 可 以 分 为 两 部 分 ， 即 平均 出 来 的 
部 分 一 RI 和 快速 涨 落 的 部 分 了 (D (其 长 时 间 平 均值 为 零 )， 于 


是 , 可 以 写 出 电路 中 瞬时 电流 1(z) 所 满足 的 方程 式 


Lo es (6.6.9) 
ft 


这 就 是 针对 所 考虑 问题 写 出 的 Langevin 方程 。 把 工 当 作 动 力学 


得 到 


下 ”/F(r) Vv(0) 。/ Ja2N=-1 
a 二 ) or 10s 


所 以 


| 
R 2 | 《7(r)7(0)>er 。 (6.6.10) 


注意 到 二 L7 是 自 感 线圈 中 电流 的 能 量 ， 按照 能 量 均 分 定律 ， 当 
线圈 与 环境 达到 热平衡 时 ， 有 
1 2 改革 
后 LI ) 2 RaT 
式 中 工 是 环境 的 温度 ,所 以 (6.6.10) 式 可 写成 


让 
Re | VV Yar (6.6.11) 
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$6.7 涨 落 的 频谱 分 析 
在 Langevin 方程 (6.4.36) 中 ， 如果 8 很 大 ， 那 么 不 论 给 定 怎 
样 的 初始 条 件 , 只 要 经 过 极 短 的 时 间 ,速度 分 布 即 村 达到 平衡 的 定 
态 分 布 ,于 是 方程 (6.4.36) 简 化 为 
一 po 一 站 (xz) + giT() = 0, 


xz _，， (6.7.1) 
人 
或 写成 
dx fx) gt 7 
3 3 + TCD ， (6.7.2) 
相应 的 Fokker-Planck 方程 为 
DR 人 一 f'(x) 2 P(x, 1) 
8: Ox | 0 d+ BO 
如 果 外 场 是 简 谐 力 场 : 
f(x) 一 -二 ho， (6.7.4) 
2m 
那么 ,利用 (6.3.38) 式 ,就 可 以 把 方程 (6.7.2) 和 (6.7,3) 分 别 写 成 
dx _—* KoT 
9 x + 名 T(z)， (6.7.5) 
OO Oe oe) 


oz mp Ox m Ox’ 
以 上 推导 是 在 8 很 大 这 一 前 提 下 得 到 的 。 注意 到 由 方程 
(6.4.36) 决定 的 《v()) 的 弛 珠 时 间 是 而 方程 (6.7.5) 所 决定 


的 《x(#)) 的 弛 籁 时 间 是 ， 所 以 能 用 方程 (6.7.5) 或 (6.7.6) 描 述 


简 谐 力 场 中 Brown 运动 的 必要 条 件 为 
mp 1 

: > 
即 
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RK mp. (6.7.7) 
它 的 物理 意义 是 : 简 庶 外 力 场 足够 滋 , 以 至 于 Brown 粒子 还 未 来 
得 及 在 此 力 场 作用 下 发 生 明 显 位 移 时 ， 就 已 经 受到 介质 分 子 的 多 
次 碰 擅 并 与 介质 达到 了 热平衡 ， 
”， ”更 细致 的 讨论 表明 ,过 程 x(z) 不 是 Markov 过 程 ， 这 一 点 可 

以 说 明 如 下 。 按 照 Langevin 理论 的 精神 ， 讨 论 过 程 xQ) 的 性 质 

时 ,方程 

dx 

at 
中 ,，v 应 当 分 成 两 部 分 ， 即 反映 平均 速度 的 部 分 《v(z)〉》 和 反映 随 
机 涨 落 的 部 分 x(z)， 于 是 可 以 写 出 


i 


We Ct (6.7.8) 
dr 
由 于 vz) 满足 的 方程 可 写成 
华 -一 一 by 一 A x 二 a(?)， (6.7:9) 


式 中 
(a) 一 0， alalr)) — MeLE ls — 1), (6.7.10) 


所 以 ， 当 + 交 广 时 


(CD 一 一 么 >， (6.7.11) 
mp 
将 
hy (6.7.12) 
代入 方程 (6.7.9) 中 ,得 到 
du Rd 
Dh a pu 十 ea 他) 。 (6.7.13) 


当 zx 小时， 由 (6.7.11) 式 知 《v(2)) 小 ， 故 由 (6.7.8) 式 看 出 到 与 
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x(z) 同一 数量 级 ， a 


2 避 < 
人 dt mp | We 

因此 方程 (6.7.13) 人 简化 为 

Ee (6:7.14) 

at 
它 的 形式 解 是 

u(t) = u(0)e 二 e 六 | eta(s)ds, 

由 此 得 到 


u(t)u(t’')) = (wu (0) Ye Ate) 
十 CC 一 BC 十 1 | ds | as'eret mkals)als)) 


计算 上 式 最 后 一 项 的 积分 上 时， 应 注意 区 别 >/ 和 上 </ 两 种 情 
咒 。 结 果 给 出 , 当 + 交 广 ,> 方 时 ,有 


CAD er (6.7.15) 


它 具 有 (6.3.6) 式 的 形状 ， 可 见 ， 关 于 x( 过 程 的 Langevin 方程 
〈6.7.8) 中 ,随机 力 的 相关 函数 不 是 6 函数 。 这 就 说 明 过 程 *(o 不 
是 Markov 过 程 。 但 是 ,从 方程 (6.7.9) 和 (6.7.14) 可 见 , 过 程 v(#) 
和 w(#) 都 仍然 是 Markov 过 程 . 
”方程 (6.7.5) 或 (6.7.6) 在 初始 条 件 
P(x, 1 = 0)= 6(x 一 2zo) (6.7.16) 
下 的 解 为 


| | 


— R(x 一 xoc™ Kt/m8)? 
x oxp | 到 2 站 2 (6.7.17) 


它 反映 了 ， 了 HBrown 粒子 系 综 在 恢复 力 的 作用 下 回 到 平 入 位 置 的 过 
程 中 ， 由 于 不 断 受到 介质 分 子 的 位 撞 而 扩散 。 当 上 一 co 时 可 以 
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达到 平衡 分 布 
a 记 1/2 ee kx? 
PL oy (ti) op 去 二 | (6.7.18) 
由 此 求 得 平衡 态 的 涨 落 为 
《2 (6.7.19) 


这 结果 符合 能 量 均 分 定律 . 

值得 注意 的 是 ,《x?》 只 依赖 于 介质 的 温度 而 和 其 密度 无 关 . 
这 已 被 实验 证 明 ， 1931 年 Kappler 用 实验 测定 Boltzmann 常数 
ks 时 , 采用 了 一 个 悬挂 着 的 小 镜子 ， 它 可 以 绕 牌 直 轴 转动 。 暴 丝 
的 扭转 应 力 就 是 恢复 力 ,空气 分 子 不 断 随 机 地 碰撞 小 镜子 ,使 它 产 
生 一 个 有 涨 落 的 转角 09。 设 恢复 力 的 系数 是 c, 则 由 与 (6.7.19) 式 
类 比 可 得 


(By 一 《全 并 . “(6.7.20) 


这 个 实验 测 得 如 一 1.374 X 10-*erg . K-:， 同时 也 证 明了 涨 落 大 
小 只 依赖 于 空气 温度 而 与 其 密度 无 关 . 

那么 介质 的 密度 对 涨 落 究 竟 有 没有 影响 呢 ? 这 个 问题 可 以 通 
过 研究 涨 落 的 频谱 得 到 回答 。 考 虑 动力 学 变量 a(:)， 先 假设 它 以 
7 一 经 为 周期 ,wo 为 角 频 ， 则 elz) 可 以 展开 成 Fourier 级 数 : 


u(t) = > [an cos (nwot) + bn sin (nwot )] (6.7.21) 


式 中 已 经 假定 《we(2)> 一 0, 而 


7 
an 一 二 | (lz) cos (nwot ) dz (6.7.22) 
0 
2 (2 : 
b, 二 之 | oz) sin (nwot ) dz (6.7.23) 
0 


对 (6.7.22) 和 (6.7.23) 式 取 系 综 平 为 ， 可 以 得 到 
《an 一 《pn 一 0， nt 
将 (6.7.21) 式 平方 后 取 系 综 平 均 , 可 得 
2 423。 


(FD DI + 


其 中 c 是 一 个 常数 ,与 : 无 关 , 根据 不 同 成 分 的 位 相 的 贿 机 性 质 ， 


我 们 假定 《az 一 《 姑 ?， 所 以 有 


(@(2)) = 2 a) (6.7.24) 
记 o = zcoo， 而 
a(w) = a(nwo) = 《oz > (6.7.25) 
那么 (6.7.24) 式 可 近似 写成 
| (ot)) = | Co)aw (6.7.26) 
wo 一 0 时， 上 式 精 确 成 立 ， 此 时 aQ) 不 必 为 周期 函数 。，a(w) 称 
为 a(z) 的 谱 密度 . 
由 (6.7.22) 式 可 以 写 出 
2</wo 


(2 一些 


X cos (nwz,) 


dti | dtalo( 11)o(13)) cos (nwti) 
作 变 量变 换 
S 一 (和 十 站) ， 了 一 加 一 (6.7.27) 
则 Jacobi 行列 式 为 1。 注意 到 , 在 定 态 情形 下 有 
u(t)a(12)) = Ca(0)0(s)) = (a(s)a(0)). 


假定 它 只 在 * 不 大 时 明显 非 零 ， 就 可 以 把 对 ds 积分 的 区 闻 扩 展 
到 无 限 ， 于 是 有 


CV 二 en 网 AS 1- dsla(s)a( 0)) 


X Leos(nwos) + cos(2nwo05 )], 
容易 验证 右边 方 括号 内 第 二 项 对 45 积分 为 0， 故 


(2 一 2 | Cals)el0)) cos news)as | 
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世 训 加 


再 利用 (6.7.25) 式 ,就 得 到 


a(w) 一 二 | Pp KC eds ， (6.7.28) 


其 中 K(s) 为 相关 函数 : 
K(s) = (als )o( 0))., (6.7.29 ) 
利用 (6.7.28) 式 ,可 将 e(o) 的 定义 扩展 至 一 o: 
4( 一 0) 一 2(oo)， (6.7.30) 
(6.7.28) 式 表达 出 了 Wiener-Khintchine 定理 , 即 , 对 于 定 态 过 
程 , 一 动力 学 变量 的 谱 密度 等 于 该 变量 的 时 间 相 关 函 数 的 Fourier 
变换 。 
如 果 相 关 函 数 K(s) 与 5(s) 成 正比 ， 则 谱 密 度 a*(w) 对 所 有 
w 是 完全 均匀 的 ， 我 们 称 这 样 的 涨 落 c(o) 为 ' 白 噪声 ， 这 只 是 一 
种 理想 情况 ,对 于 实际 出 现 的 噪声 ,K(*) 都 有 一 定 的 复 盖 宽 度 ; 如 


(6.7.15) 式 给 出 的 宽度 约 为 和 , 因此 wa(o) 的 高 频 成 分 减少 ， 介 


质 密度 的 变化 只 引起 8 的 改变 ,因此 (6.7.15) 式 的 峰值 不 变 但 宽度 
改变 。 由 (6.6.2) 式 可 见 ，8 与 粘 滞 系 数 了 成 正比 ,同时 与 Brown 粒 
子 的 质量 成 反比 ;而 ? 又 与 介质 的 密度 成 正比 ， 显 然 , 介 质 密度 增 
大 会 使 ”2(o) 的 高 频 成 分 增加 . 

当 介 质 密度 相当 大 而 Brown 粒子 质量 相当 小 时 ,关于 Brown 
运动 的 实验 观察 与 理论 预期 不 符 。 例 如 ,在 典型 情况 下 ,Brown 粒 
子 的 质量 约 为 m 一 10 “g， 则 室温 下 (ksT/m) 人 10"!'em/s; 但 
观测 到 Brown 粒子 热平衡 时 均 方 根 速 (vw?》” 心 107'cm/s。 不 符 
的 原因 在 于 仪器 (或 眼睛 ) 观 测 时 反应 时 间 r。 有 限 ， 使 频率 高 于 


二 的 涨 落 观 测 不 出 ， 因此 观测 到 的 涨 落 不 是 由 


CN SR | (oo (6.7.31) 
给 出 ， 而 是 由 
《oz (#) oo 一 | “we(o)aa (6.7.32) 
，435 ， 


给 出 如果 Brown 粒子 直径 27 一 10-'cm， 液体 粘 江 系数 一 
10-2poise， 则 8 =“ 10s-:， 因 此 ex(o) 高 频 端 复 盖 到 8 的 范围 . 
如 果 认 为 人 眼 的 反应 时 间 大 约 为 ,~ 10-8s, 那么 显然 8 风 一 


所 以 
(@ (1) oo 人 《oz2(z))， 
这 就 解释 了 实验 观察 与 理论 预期 值 的 差别 . 


$ 6.8* 周期 场 中 的 Brown 运动 


如 果 一 维 Brown 运动 的 粒子 除 受 到 介质 的 粘 光 阻力 一 zx 和 
随机 力 T(z) 之 外 ， 还 受到 一 个 恒定 的 外 力 F 及 由 周期 势 场 f(x) 
所 形成 的 力 一 了 (x) 的 作用 ,那么 Langevin 方程 可 以 写成 

一 一 yy 一 jx) 十 了 十 了 (ze)， (6.8.1) 

=y, (6.8.2) 

《TC(2)) = 0, (TC)T()) = 2706(1 — 1'), (6.8.3) 

其 中 Y、9 和 FF 都 是 常数 ,Y 之 0, 6 这 0、 总 可 以 通过 适当 选取 >x 
M ”的 单位 使 f(x) 的 周期 是 2x， 即 

f(x 十 2z) = f(x). (6.8.4) 

许多 物理 问题 可 以 归结 为 方程 (6.8.1) 


x 


| 及 (6.8.2) 在 条 件 (6.8.3) 及 (6.8.4) 下 求解 ， 
| 例如 ,考虑 一 个 理想 摆 ( 摆 锤 为 反 量 m 的 质 
点 , 摆 杆 为 长 1 的 无 质量 刚性 杆 ) 在 重力 场 
| 及 一 个 恒定 的 转 矩 M 作用 下 的 运动 。 用 
| zx 表示 摆 杆 偏离 垂直 位 置 的 角度 ， 那 么 摆 
| 的 运动 方程 就 是 ( 见 图 6.1) 
1 [ ml= — mglsinxr+ M. 
记 
CQ f(x) 一 EE sinx 5 
图 6.1 理想 扎 的 运动 l 
F 一 艺 ， 
ml 
，426 。 


量 黄 ”给 


那么 就 有 
二 f(x)—Fo= 0, 

如 果 把 理想 摆 漫 在 流体 介质 (例如 空气 或 水 ) 中 ， 就 还 应 当 考 虑 它 
所 受到 的 粘 灌 力 和 随机 力 ， 所 以 有 方程 
| zz 十 f(x)—F=—7*+ TO). 
显然 这 就 是 方程 (6.8.1) 和 (6.8.2)， 

另 一 个 例子 是 称 为 锁 相 环 ” (phase-locked-loop) 的 电子 线路 
(PLL). 它 的 作用 是 使 受 控 振荡 器 的 振荡 频率 wo: 与 外 来 信号 s(#) 
的 振荡 频率 wm 保持 一 致 ， 它 的 简化 框图 见 图 6.2。 设 受 控 振荡 器 


5()=z(D+CCOD 


图 6.2 锁 相 环 的 简化 框图 


输出 的 电压 信号 为 
y(#) 一 W 2 kcoshlt), (6.8.5) 
其 中 上 是 一 个 常数 ,而 频率 (z) 一 和 与 控制 电压 eCz) 有 关 
b= wo = wo tt gael?), (6.8.6) 
wo 是 无 控制 电压 时 的 振荡 频率 ，o 是 个 常数 ， 如 果 外 来 电压 信号 
为 


s(#) 一 A/ 2 Asin0, 0 = wt, (6.8.7) 
那么 由 于 s(2) 与 yo 在 混 频 器 中 产生 拍 频 , 便 给 出 电压 为 
2(7) = Aksin (0 — $b) (6.8.8) 


的 信号 ， 这 个 信号 频率 很 小 ， 它 是 由 混 频 器 中 的 非 线性 元 件 形成 
的 .事实 上 , 混 频 器 中 也 可 能 产生 6 十 4, 26，?2$ 等 相 角 的 信号 ， 
但 它们 的 频率 都 接近 2w， 容 易 被 混 频 器 输出 端的 滤波 器 除 掉 , 所 
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以 混 频 器 的 输出 信号 只 有 (6.8.8) 式 所 给 出 的 .车 将 电子 元 件 内 部 
存在 的 噪音 及 外 界 条 件 ( 如 电源 电压 、 环 境 温 度 等 ) 变 化 所 造成 的 
噪音 总 记 为 T(z)， 那么 由 于 它 的 干扰 ，。 送 到 线性 滤波 器 的 电压 就 
成 为 

E(z) = 2(z) + TCG). (6.8.9) 
线性 滤波 器 通常 由 电阻 和 电容 组 成 , 它 的 输出 电压 。(2) 与 输入 电 
压 EQ) 之 间 的 一 般 关系 为 


Be (6.8.10) 
式 中 ?是 线性 滤波 器 的 时 间 常 数 。 记 相 角 差 
人 (6.8.11) 
那么 由 (6.8.6) 式 和 (6.8.7) 式 得 到 
天 一 日 一 风 一 一 co 一 ac 人 (站 )， (6.8.12) 
由 (6.8.8) 式 和 (6.8.9) 式 得 到 
EQ) = Aksinx + T(z). (6.8.13) 


由 (6.8.12) 式 解 出 elz), 代入 (6.8.10) 式 ， 再 利用 (6.8.13) 式 , 可 以 
得 到 * 所 满足 的 随机 微分 方程 
tt 十 区 十 QAksinx = (w— wo)— ol(z). (6.8.14) 
这 个 方程 的 形式 也 和 方程 (6.8.1) 及 (6.8.2) 相 同 ， 注意 , TGQ) 前 面 
的 符号 是 无 关 紧 要 的 . 
如 果 用 Fokker-Planck 方程 来 描述 周期 场 中 的 Brown 运动 ， 
那么 就 得 到 Kramers 方程 : 


2 一 起 (wp) 0 一 F)P] 
+ rs . (6.8.15) 
现在 让 我 们 用 矩 方 法 来 讨论 这 个 方程 的 解 ， 设 解 为 
P(x, v, 1) 一 bowv) P(x, v, 1), (6.8.16) 


Pro 人 一 于 ce boo), (6.8.17) 
其 中 


1 2 a 

pn(v) N, H, (3)( 号 )， 
N, = V n!12” V 2x0 ? 

而 日,(#) 是 Hermite 多 项 式 . 注意 stv) 是 正 交 归 一 化 了 的 ， 

即 ， 有 


| pbmdy 一 Bpm. (6.8.18) 


由 于 ”很 大 时 Hermite 多 项 式 有 下 列 渐 近 行为 
Ha(£) = (—1)"2*(2n 一 1)!1!1e [cos (MV 4n + 1&) 
十 O(n-4)]， 
Hna(£) = (—1)"2°+$(2n 一 1)!1V2n + 1 et 
x [sin(V4n + 35)+ O(n-1)], 
也 就 是 说 , 它 随 宗 量 & 的 变化 很 快 急剧 振荡 ,因此 为 保证 P(x,v,:) 
非 负 ， 应 当 有 
lim ca(x,1) 一 0. (6.8.19) 


将 (6.8.16) 式 代入 方程 (6.8.15), 可 得 P(x, v, 7) 所 满足 的 方程 


8 
De “和 [3 46 25 5)|? 
:dp Op 
+ (fC—F) 3 十 76 5 。 (6.8.20) 
引入 算 子 
bs A t= /p00 .1 2 
VO V Ot 
一 /De 9 一 [DO Lli rr pl 
D 人 ,DD 人 F]; 
(6.8.21) 
则 (6.8.20) 式 可 以 改写 为 相当 简单 的 形式 : 
(有 十 D8 十 yp+p 十 Do') $= 0, (6.8.22) 


容易 验证 下 面 这 些 关 系 式 : 
人 一 ~ 7 Pri ? 2 小 。 a ey/ 7 十 1 由 n+1 9 (6.8.23) 
btbp, 一 pdb . 
将 (6.8.17) 式 代入 方程 (6.8.22) 并 利用 (6.8.23) 式 ,可 以 得 到 


Se 十 Vn De, 下 
n=0,1,2,.... (6.8.24) 
这 是 一 组 无 穷 多 个 线性 微分 方程 ， 写 成 矩阵 形式 就 是 
0 ne 
V1iD 0 0 0 
V 1 方 +7 V2D 0 0 


0 A2DB Fy an/ 3D 0 


QO! 


0 0 V3D eA A 
i 


xj ce |=0. (6.8.25) 


方程 (6.8.25) 与 方程 (6.8.22) 等 价 ， 但 我 们 事实 上 无 法 同时 求解 无 
穷 多 个 互相 炮 合 的 微分 方程 组 ,因此 只 能 在 某 一 阶 上 截断 . 

下 一 节 将 介绍 的 矩阵 连 分 式 方 法 是 处 理 这 类 问题 ( 即 求解 具 
三 对 角 和 矩阵 的 联 立 线性 方程 组 ) 的 有 力 工具 .。 它 的 好 处 是 将 形式 
解 用 连 分 式 写 出 ， 便 于 进行 数值 计算 ， 而 且 在 个 别 情况 下 还 有 可 
能 求 得 严格 解 。 由 于 这 种 方法 不 仅 可 以 用 来 讨论 周期 势 场 中 的 
Brown 运动 问题 ， 而 且 可 以 用 来 讨论 其 他 各 种 可 以 化 为 具 三 对 角 
矩阵 的 线性 方程 组 的 问题 ， 因 此 我 们 将 较 详细 地 介绍 它 。 但 由 于 
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计算 比较 繁复 ， 以 下 三 节 在 初 读 中 完全 可 以 略 去 ， 
$ 6.9* ”矩阵 连 分 式 


先 从 标量 连 分 式 开 始 讨论 . 设 a;、b; 都 是 标量 (i 一 1,2,……). 
为 压缩 书写 的 篇 幅 ， 我 们 约定 把 任意 连 分 式 


人 
bh 十 2 了 (6.9.1) 
和 bs ey 
改写 为 
《一 Fa Poe (6.9.2) 


连 分 式 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 . 无限 连 分 式 可 以 在 第 N 
个 分 母 截断 作为 近似 ; 


各 一 他 二 全 + 人 (6.9.3) 


hw 称 为 《的 第 和 个 近似 分 式 ， 如 果 极 限 
lim kn 一 
存在 , 则 称 无 限 连 分 式 (6.9.2) 收 敛 ,其 值 就 是 《 。 
假设 有 一 组 标量 递 推 关 系 
qa cn-1 + dacs + qcnt1— 0, (6.9.4) 
其 中 9 、4。 和 93 都 是 依赖 于 = 的 常数 ,cs 是 未 知 量 。 如 果 一 oo 
<n < co, 则 称 (6.9.4) 式 为 双边 递 推 关 系 ; 若 0<< n 二 00,45 一 0， 
则 称 (6.9.4) 式 为 单 边 递 推 关系 ;如 果 0<n 委 N, gq7 = 0, 4 一 0， 
则 称 (6.9.4) 式 为 有 限 三 对 角 递 推 关 系 ， 
设 攻 满 足 
cnti = stcn (6.9.5) 
则 (6.9.4) 式 可 写 为 
27 十 qnsti + qitsitst_ = (0, (6.9.6) 
用 4# 十 1 代 # 之后， 由 上 式 解 出 乡 : 
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5+ 一 -一 ga (6.9.7) 


十 十 本 
Gnt1 十 IntiSnt+1l 


反复 迭代 给 出 连 分 式 
i Cntl s,s .. qatd 2 EREV PES 4 二 393 4 一 .…-， (6.9.8) 
Cn dn+1 | Gn+2 dn+3 


如 果 能 够 求 出 co, 那么 便 有 


- 除 
Cn = SH_ist a * sist eo, (6.9.9) 


如 果 在 (6.9.8) 式 中 对 全 取 第 NN 个 近似 : | 
r=. (6.9.10) 


la | 92 | 4N 
就 相当 于 在 (6.9.4) 式 中 略 去 2 宇 NN 的 各 式 并 认为 
CNtHi™ CNt2™ "** = 0， AN 一 0. (6.9.11) 


必须 强调 ， 连 分 式 形式 的 解 并 不 是 递 推 关系 (6.9.4) 式 的 全 部 
解 。 例 如 ， 在 (6.9.4) 式 中 设 0<p 二 %,， gp 一 一 475 一 0, 那么 
(6.9.4) 式 就 有 两 组 线性 无 关 的 解 ， 因 为 从 (6.9.4) 中 # 二 1 的 第 一 


个 式 子 开始 , ce 和 ci 可 以 任意 选择 ， 而 一 旦 这 两 个 系数 被 选 定之 、 


后 ,其 余 cs(m 之 2) 就 通过 迭代 关系 被 逐一 确定 。 所 以 这 时 一 
3 是 任意 的 。 但 是 ， 连 分 式 (6.9.8) 取 # 一 0 时 却 给 出 车 的 唯一 


确定 值 ( 如 果 连 分 式 收敛 )，c, 和 ci 不 再 是 独立 的 。 事实 上 ， 严 格 
求 才 的 式 子 不 是 (6.9.10) 式 ， 而 是 

+ qi| giq2| qi19N | , (6.9.12) 

lg 4 as 十 起 4 直 
按照 韦 分 式 值 的 定义 , 要 在 先 一 0 的 条 件 下 ， 取 六 一 co 的 极限 ， 
才 是 无 限 连 分 式 所 决定 的 导 ; 这 一 条 件 就 使 我 们 只 能 从 可 能 的 解 
中 挑 出 一 个 ， 上 面 的 论述 对 于 其 他 小 也 适用 。 这 一 组 3 所 决定 
的 (6.9.4) 式 的 一 组 确定 的 解 ， 我 们 称 之 为 最 小 解 ， 用 <” ”表示 ， 
如 果 用 <。 表示 其 他 任意 一 个 解 ， 那 么 2 一 co 时 就 有 c2"/ co 一 
0。 这 一 结论 的 严格 证 明 这 里 略 去 ,我 们 仅 就 一 个 例子 说 明 它 。 假 
定 g 一 消 一 条 一 0, 而 ”过 1 时 4 二 和 45 都 与 + 无 关 , 分 别 
记 为 9 和、 人。 再 设 54、s 为 方程 
。，432， 


4 十 4 十 47 一 0 

的 两 个 实 根 ,那么 对 任意 给 定 的 co， 

Cl) = sf 00, co gc 
是 迭代 关系 (6.9.4) 式 的 两 组 独立 的 解 . 于 是 通 解 可 以 由 二 者 线性 
迭 加 而 成 

cr 一 [ai 十 (1 一 a)s]co (6.9.13) 
其 中 < 是 任意 常数 。 求 连 分 式 形式 的 解 时 ， 第 和 个 近似 要 求 cnn 
一 0, 根据 (6.9.13) 式 即 要 求 

astli+ (latte 0., 


由 此 求 得 
Ee st1 
5 SR+: 加 
所 以 (6.9.13) 式 的 第 个 近似 为 
co(N) 一 全 和 一 (6.9.14) 

取 六 一 co 的 极限 ,就 可 以 得 知 连 分 式 解 所 挑 出 的 是 

Cmin oa 2 co， 若 |5| 天 192| 

? »(00) 1 若 al 之 el， (6.9.15) 


容易 验证 ,(6.9.15) 式 给 出 的 是 最 小 解 。 例 如 , 在 1al < lal 的 条 
件 下 ,有 “2 "一 co， 用 
cm 一 [ea 十 (1 一 0)77]c， | 

表示 其 他 任 一 个 解 ,那么 容易 看 出 一 oo 时 ，c2i"/ ec 一 0， 这 就 
是 说 , 连 分 式 所 表示 的 解 , 是 当 ” 增 大 时 |c。| 下 降 得 最 快 (或 增 大 
得 最 慢 ) 的 解 . 

上 面 所 说 的 只 限于 向 下 递 推 的 过 程 ， 也 就 是 从 指标 # 较 小 的 
cs 计算 指标 ” 较 大 的 c* 的 过 程 ;或 者 从 连 分 式 的 角度 看 ,是 用 指 
标 ” 较 大 的 系数 4z 必 9。 和 4 计算 指标 74 较 小 的 连 分 式 ss 的 过 
程 . 对 于 向 上 递 推 的 过 程 , 可 以 类 似 地 讨论 。 记 

Pr (6.9.16) 


Cn 
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由 (6.9.4) 式 得 出 
gt 十 qsin + gis7s7n 一 0. 
以 # 一 1 代 # 之 后 ;由 上 式 解 出 s5: 
es Pe (6.9.17) 
Go-1 十 9 -ip 
迭代 给 出 连 分 式 
TG, zi| G7-49 二 | ER (6.9.18) 


对 于 双边 递 推 关系 (一 oo 二 rn 二 co)，(6.9.18) 式 是 无 限 连 分 式 ; 
对 于 单 边 递 推 关系 (0 委 a 二 co);,(6.9.18) 式 是 有 限 连 分 式 
q+il qa_19#-2| ee gg) (6.9.19) 
qn-! Gn—2 | do 
向 上 递 推 过 程 得 到 的 连 分 式 解 ， 是 随 ” 减 小 时 ，|c*"| 增 大 得 最 快 
《或 减少 得 最 慢 ) 的 解 ,我 们 仍 称 之 为 最 小 解 . 
既然 连 分 式 只 从 递 推 关系 (6.9.4) 式 的 全 部 解 中 挑 出 最 小 解 ， 
那么 在 应 用 这 一 解法 时 就 必须 注意 这 个 解 是 不 是 我 们 所 关心 的 物 
理解 . 如果 所 关心 的 不 是 最 小 解 ， 则 连 分 式 方法 失效 ， 
现在 讨论 比 (6.9.4) 式 更 普遍 的 失 量 递 推 关系 
0ze, -十 0cv + Otcst 一 0， (6.9.20) 
这 里 c。 是 待 求 的 列 矢 量 


cn 一 。 |= (ct), (6.9.21) 


Cr 


而 97、9。、9+ 是 已 知 的 M Xx M 矩阵 ,例如 
O08 
0 QF + 


0, a (057 )， (6.9.22) 


OW OW a Om 
M 一 1 时 ,(6.9.20) 式 就 退化 为 (6.9.4) 式 ， 我 们 指出 ,一 般 的 线性 
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方程 组 都 可 以 归结 为 矢量 递 推 关 系 (6.9.20) 式 . 例如 五 对 角 递 推 
关 条 


一 2) (—1) 1) 
Cnco Tas ven tt tacn tt ab cnt 


十 dcetz 一 0， (6.9.23) 
或 用 矩阵 写 出 为 
do Z00 2 人 0 0 0 
ZrD 41 dtD C 多 0 0 
CD CD Ga asd as? 0 
0 iD CD as a as» 
0 0 00 a a 44D 
Co 
Ci 
x| ? |=0,， (6.9.24) 
C3 
Cs 
可 以 通过 引进 
Cn 一 (% 由 OO， 一 (人 4 )， 
C2nt+1 Gain tl Lant1 


Ot 和 4 好 0 07 = alz” aszd 
(1) 2) /? 要 0 (一 2 


QIntl Unt+1 dz2n+1 
化 为 (6.9.20) 式 的 形状 ;或 用 矩阵 形式 写成 
Oo Of 0 0 。。。 Co 
or OQ: QO 0 
0 0; 0; Oz We C2 


求解 矢量 递 推 关系 也 可 以 有 向 上 递 推 和 向 下 递 推 两 种 形式 ,求解 
过 程 也 与 标量 情况 大 同 小 异 ，。 但 必须 注意 求 送 和 求 乘 积 的 顺序 . 
定义 矩阵 由 和 所 满足 
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eol 一 上 cv (6.9.25) 
则 向 下 递 推 关系 (6.9.8) 式 应 改写 成 
5 一 一 人 LO 站 GOt[O3 ry OF42( Ont3 a “一 
X On] :0790Oxrh， 
用 个 表示 逆 算 子 的 位 置 ， 则 形式 上 可 将 上 式 写 成 
s+ To _ QuftOa)| _ QirtQn+) 
。 (Ob i 0 
ee (6.9.26) 
而 对 于 向 上 递 推 关 系 ， 有 
由 于 高 阶 乍 阵 的 求 逆 或 相 蒋 运算 都 很 费时 间 ， 因 此 实际 应 用 时 要 
尽 可 能 降低 维 数 M ,这 是 必须 注意 的 . 
为 计算 标量 连 分 式 (6.9.3)， 下 面 的 迭代 公式 是 方便 的 。 设 


Fy 


令 4 一 1， A 一 0,B-i 一 0, Bo 一 1, 以 下 4,、B，, 由 
{4 一 brAr-i +t asAn-? 
B, = 6b.B,., + anB,-a 
逐一 确定 。 这 个 选 代 公式 容易 用 数学 归纳 法 证 明 。 它 的 优点 是 可 
以 利用 已 求 得 的 第 N 一 2，N 一 1 个 近似 的 结果 去 求 第 N 个 近 
似 , 从 而 给 数值 计算 带 来 很 大 的 方便 ,但 对 于 和 矩阵 连 分 式 (6.9.26) 
和 (6.%.27)， 却 没有 这 种 方便 的 迭代 公式 ,只 能 从 最 后 一 个 逆 矩 阵 
算 起 。 也 就 是 说 , 求 第 N 个 近似 时 无 法 利用 求 第 N 一 工 个 近似 时 
所 得 出 的 结果 ， 


(6.9.28 ) 


$6.10” 大 阻尼 极限 


本 节 讨 论 7 一 co 时 方程 (6.8.24) 或 (6.8.25) 的 极限 情形 。 按 
照 上 节 介 绍 的 方法 ,根据 公式 (6.9.26)， 可 以 得 到 
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D:D 


0 (6.10.1) 
和 27 + 
7 一 00 了 时, 取 (6.10.1) 式 右边 的 主要 部 分 , 便 得 
志 一 二 (6.10.2) 
所 以 
c= co 二 一 De (6.10.3) 
而 (6.8.25) 式 中 第 一 个 方程 为 
do Doam0., (6.10.4) 
Di 
将 (6.10.3) 式 代 人 方程 (6.10.4) ， 就 得 到 co 一 co(x,) 的 方程 
32 加 DDe, = 0， 
或 明显 写 出 ,为 
5 一 二 忆 村 2 (6.10.5) 


这 就 是 Smoluchovski 方程 。 从 (6.8.16) 和 (6.8.17) 式 容 易 看 出 
co(Cx， 1) 的 意义 : 
cA(x,t) 一 | P(x,v,!)dv., 
先 看 方程 (6.10.5) 的 定 态 解 co 一 co《x)。 这 时 方程 左边 为 零 ， 
于 是 积分 得 
1 a dco(Cx) 
s— 3|(F 一 站 aco 一 9 |, (6.10.6) 
S 为 积分 常数 。 由 此 求 得 
一 ce- YXM8 | 1 a “ 
coC%) Eo | 9 | 


0 


| ， 《6.10.7) 


N 为 积分 常数 ,而 V(x) 一 f(x) 一 Br。 如果 限制 coCs) 有 界 ， 则 
可 以 证 明 co(x) 必然 是 周期 函数 。 事实 上 ， 利 用 
V(x+2nx) = V(r) — 2nrF, 


+ 1437 


容易 证 明 
28 于 十 XY Viz/8g F I 1 = 
), 5 > Ws ce-2xF/0 


—2nxF/0 


* 
十 © nrF/6 | evr /OI x’ 加 


式 中 
2 
7 一 | evixM/OIx 

因此 

二 -2 YsSI nnPF/p 

co(x 十 2n7r) = 0 | x re 8 二 20 | P/ 

- XD YSI rS | / | 

6 — 40. vx/9g 6.10.8 
ec | 6(1 2 e“27F/0) 9 . 名 多 | 。 ( ) 


为 保证 x 一 士 oo 时 co(x) 有 界 ，e*"" ”前面 的 系数 必须 是 零 ， 即 
SI = NO(1 一 eT’*r/0) (6.10.9) 
将 上 式 代 人 (6.10.8) 式 后 ,再 与 (6.10.7) 式 比较 ,可 见 
co(x + 22x) 一 col%), n 为 任意 整数 。 (6.10.10) 
这 说 明 co(x) 是 周期 函数 ,其 周期 为 2x. 
既然 co(x) 是 周期 函数 ,就 可 以 在 一 个 周期 内 归 一 化 , 使 


| lax 一 (6.10.11) 
将 (6.10.7) 式 代 人 上 式 , 得 到 
N 全 人 本 人 | | 一 Cs)/8 | ccd | i 


0 0 
| (6.10.12) 
(6.10.9) 式 和 (6.10.12) 式 确定 了 积分 常数 NN 和 5s 的 值 ,从 而 确定 了 
定 态 分 布 co(x). 
平均 漂移 速度 定义 为 
《zy >》 一 | dv | drvp(x,0,0), (6.10.13) 


式 中 P(x, v, 1) 是 几率 分 布 函 数 ， 将 (6.8.16) 及 (6.8.17) 式 代 人 上 
式 , 就 有 
“48° 


《zy》 一 n dv | dxvdholv) >) ca(x,t Pav). (6.10.14) 
由 (6.8.21) 及 (6.8.23) 式 可 知 


vo = VO + Lt) Oo V0 oh, (6.10.15) 
再 利用 (6.8.18) 式 ,可 以 把 (6.10.14) 式 写成 
(vy) = V 81 dralz, 1)， (6.10.16) 
把 (6.10.3) 式 代 人 (6.10.16) 式 ， 注 意 到 (6.10.6) 式 ,就 可 以 求 得 
(vy) 一 2z3 . (6.10.17) 
当 了 一 0 时 ,由 (6.10.9) 式 得 到 
Ss = LF (6.10.18) 
7I 


可 见 3 一 2zF 一 0， 因 此 ，(6.10.12) 式 中 可 以 略 去 左边 第 二 
项 ， 得 到 


2 一 1 2 一 上 
N= | | | Pe | | ex/0Ix | 
0 0 


将 这 结果 代 回 (6.10.18) 式 中 ,再 代 和 人 (6.10.17) 式 ,就 得 到 《v) 对 下 
的 线性 响应 关系 
Cp 4mF 


2x 2 
y | e-ixV0gx | el‘*Y/9Ix 
© 0 


(6.10.19) 


定义 
4(F) -2. 


一 般 来 说 , x(F) 与 F 有关. 当 F 一 0 时 ,由 (6.10.19) 式 可 求 得 
27 2 


2 "fe 
| CfzM 07x | ei)/07x 
0 0 


7YA(0) 一 (6.10.20) 


对 于 余弦 周期 势 
f(x) = — qcosr, (6.10.21) 


。439。 


TeN]- 
0 -1 
式 中 1,(#) 是 零 阶 第 一 类 变型 Bessel 函数 : 
Se < cosxgx 
(5) 一 填 1 eeraz。 
对 于 余弦 周期 势 (6.10.21) ,在 6 -> 0 的 极限 情形 下 ，(6.10.6) 式 成 
为 


YS 区 YS 
col%) 过 7 (6.10.22) 
co(x) 显然 是 以 2x 为 周期 的 函数 ，S 应 当 由 归 一 化 条 件 (6.10.11) 
式 确定 。 如 果 F? > q’, 那么 容易 求 得 常数 5， 于 是 (6.10.22) 式 成 
为 


lVF— pg 
ox) 一 et ; 当 06 一 0 是 F’> gp 时 , (6.10.23) 


如 果 术 一 g?, 那么 (6.10.22) 式 成 为 一 系列 5 函数 
>, (一 三 一 2or)， 当 0 一 0 月 =P 时 ， 


Be 


coCx) 一 


3 5 (z 十 王 一 ?oz), 当 8- 一 0 且 正 一 一 9 时 ， 


(6.10.24) 
式 中 ”为 整数 .如果 F? < gp?, 那么 (6.10.22) 式 就 不 总 是 正 的 ,应 
，” 当 从 (6.10.7) 式 出 发 来 讨论 。 注 意 到 
V(x)=— gpcosr— Fx 


在 x 一 arcsin 三 十 22zz 处 取 极 小 值 ; 因 此 6 ->0 时 
eV(x*)/0 


应 当 是 x 一 arcsin 三 十 2ar 处 的 一 系列 8 函数 ,由 于 co(x) 以 2x 
为 周期 ,所 以 这 些 5 函数 的 高 度 相同 ,而 


» 440。 


ceo(z) 一 > 6 (x 一 arc sin 地 二 2xn ), 


当 86 一 0 日 F< 二 yq: 时， (6.10.25) 
式 中 =” 取 整 数值 . 
当 9 一 co 时 ，(6.10.6) 式 成 为 


dco(%) 2 一 7 
dx 6 


因此 colx) 变 成 一 个 常数 。 按 归 一 化 要 求 ， 得 到 
cole) 一， 当 6 一 oo 时 。 (6.10.26) 


—> 0， 


至 于 方程 (6.10.5) 的 非 定 态 解 co(x, 1), 它 不 一 定 是 x* 的 周期 
讽 数 。 但 在 有 些 情况 下 ， 我 们 可 能 只 关心 周期 解 ; 例如 $6.8 中 所 
举 的 两 个 例子 中 , * 都 是 角 变量 ,就 属于 这 种 情况 。 周 期 性 的 非 定 
态 解 比较 容易 讨论 ， 因 为 它 可 以 如 下 作 Fourier 展开 : 


co(x, 2) = >, hpCt)e't” 9 hp = h*p 5 (6.10.27) 


Pe—% 


对 于 (6.10.21) 式 给 出 的 余弦 周期 势 ， 把 (6.10.27) 式 代 人 方程 
(6.10.5), 可 得 
y 包 一 (一 zj 有 — OP)ho+ pop(hp-s 一 hp+i). (6.10.28) 
令 
hp(2t) 一 Ac ， (6.10.29) 
则 (6.10.28) 式 给 出 


> pqhpri + (OF + ipF 一 7Y1)p 一 加 pphp. 


一 0. (6.10.30) 
如 果 不 讨 论 定 态 解 ， 那 么 1 关 0. 于 是 
太一 0， 
而 (6.10.30) 式 可 分 成 >0 和 刀 <0 两 组 ， 它 们 各 自 独 立 。 对 于 
实数 1, 有 如 = 如， 所 以 两 组 是 等 价 的 。 对 于 复数 1， 两 组 方 
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程 分 别 确定 4 入， 下 面 只 讨论 p > 0 的 一 组 方程 . 
利用 上 节 介 绍 的 连 分 式 方法 ， 可 以 求 得 


1 
ee be (P+ 1)g 
. |6(p 十 区 十 i(p+1)F—71 
p+ P+ 2 
i 
i > 一 Dep 
2 Bl(p—17+tip—1)F—77 


了 — 1)(p 一 27g 
15G 一 2)2 十 ip 一 2)PR 一 71 
将 这 两 个 式 子 代 人 Cs. 10.30) 式 ， 得 到 


oP + ipF 一 71 一 臣 ( 一 一 2) 一 0， (6.10.31) 
式 中 . 


Rs(—1) = ppss — Lt popst 
2 2 
1 
AP(P 一 lp 
iI90(p—17+i(p— Ii)F—7n 


410- Do-Dp | 
[60 一 12 二 2F 二 7 
1 
PP+1)p | 


16(p 十 1) 十 ip 二 IF 一 72 


了 人 + DD)(p + 2)9’ 


[Bort ta ri + (6010.32) 


+ 442。 


(6.10.31) 式 就 是 决定 本 征 值 4 的 方程 。 注 意 到 总 与 虚数 单位 i 
一 道 出 现 , 而 另外 出 现 的 90, 7 , p 等 系数 都 是 实数 ,因此 Fx 0 时 
1 总 是 复数 .我们 下 面 仅 讨论 F 一 0 的 情况 ， 这 时 (6.10.31) 式 和 
(6.10.32) 式 简化 为 


7Z4 Ds (6.10.33) 
而 


1 
Pp— 1)9/0 
人 ( )p'/ 


ie- =- 此 


了 一 DC 一 Djez| 
ER 


8 


2p + Lp/0| 


je+m- 僵 


了 十 DOP 二 Doe 
本 十 .…., (6.10.34) 


(p+ 2 一 
如 果 和 是 小 量 ， 那 么 入,( 一 2) 也 是 小 量 ， 于 是 
4a7 9 
en ds (®) ， 
而 精确 到 有 


1 gg 一 2 | pl 

-一 大 一 -多 0 

0 "(1) 40 l6(p—17— 7 
Pp 十 1 ] 


pe 
6(p 十 1 一 71] 


+ 443 。 


FUE 4 2 0 0 
20° vy 7y212 ” 
0 a 
因此 

72 

2 __ a 
ee 
2232 。 


迭代 一 次 ( 即 在 右边 出 现 的 es 用 扬 代 ), 得 到 


217 1 Pp (2) 外 
al pr 十 A 全 5 一 一 < 1 M's 6.10.35 
6 .2 47F—1\90 当 0 Ne ! 


为 计算 下 一 级 修正 ,应 当 对 方程 (6.8.24) 或 (6.8.25) 用 六 展 


开 . 但 是 由 于 算 子 广 的 数量 级 无 法 估计 ， 因此 先 作 Laplace 变 


ca(X, 5) 一 | caro) ere (6.10.36) 


假定 初始 分 布 是 关于 ” 的 Maxwell 分 布 和 关于 * 的 任意 分 布 之 
积 , 则 , 设 
cls 0) = co(x, 0)6,0. (6.10.37) 
变换 后 ,方程 (6.8.24) 变 成 
VnDisst (st TH) +t Vnt1 Di =— clx, 0)6m. 
对 于 ”一 0, 有 
(s 十 Ds )coCz， s) 二 co(x， 0)， 

式 中 站 可 以 用 连 分 式 写 出 ， 形 状 基本 同 (6.10.1) 式 , 但 其 中 算 子 
部 换 成 了 *。 于 是 得 到 

2zo(x r) 一 万 (*)co(r， 0), (6.10.38) 


+ 444. 


式 中 


B(s) = (s+DH):—m LDO D1D|_... 


| 5 | 7 十 YY 十 37 

如 果 H(z) 是 匡 (s) 的 逆 Laplace 变换 , 则 (6.10.38) 式 给 出 
colx, 1) 一 H(z)co(x, 0), 

由 此 得 到 


ols) = | Ian) | cls). (6.10.39) 


只 要 把 算 子 
0 = 0 nHG) 
Or 


按照 六 展开 ,就 可 以 得 到 关于 co(x,/) 的 偏 微分 方程 在 大 7 时 的 
形式 . 具体 计算 表明 
1 DD aD’D 
Gs) 5 ?G(s 二 7) (s+ 7}(s+ 27) 


_(DDY (DO I 
国 “(s+r) 0 “(s+7) 不 到 (% > 


HOG)=1+ 四 (71— 1+e-")DD 


+ -i [et 4(7t + 1)e-” 
27° 


+t 271— S51DD + Li [ir 471t 
274 
+ 6 2(7it+ 3)e "(DDY 
+ [7 97P+ 367:— 60 
67° 
十 (37?222 十 2471 十 60)e "(DD 
二 oO 十). 
yt 
略 去 指数 小 的 ce 之 后 ,得 到 
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WU se 区 二 2) 
7! 7 2 


x DID,DID+ 0 (二 ), 
式 中 [D, PD] 二 DD 一 PD.。， 因 此 
og) —iDD+iDID,DID+O (£). 
Y 了 Y 
如 果 只 取 到 初级 近似 ， 就 得 到 
0;(p) 一 DD 


而 (6.10.39) 式 成 为 Smoluchovski 方程 (6.10.5)。 如 果 取 到 下 一 级 
近似 , 便 得 到 


QL pp+iDpiD, DD 
7 7yY3 


5 《 十 人 D, 
7 7 
而 (6.10.39) 式 成 为 
Ow%_1i186 [Qi 十 fF )(r = 92 ) |. (6.10.40) 


Di 7 Dr 
由 此 可 知 方程 (6.10.5) 有 效 的 条 件 是 
If’| «7Y’, 
与 (6.7.7) 式 一 致 。 
$ 6.11* 定 态 解 


对 于 7 不 很 大 的 情况 ， 上 节 的 展开 方法 类 效 . 这 时 方程 
(6.8.24) 是 很 难 求解 的 。 现 在 来 讨论 它 的 定 态 , 即 
VnpDecsist rnce t+ Vr+i1lDe = 0, 


Be (6.11.1) 
从 + = 二 0 的 式 子 立即 得 到 
C(x) 一 a 一 常数. (6.11.2) 
定义 算 子 工 如 下: 
TP(x,v) = P(x + 2x, 9v), (6.11.3) 


，4465。 


由 于 f(x) 以 2x 为 周期 , 所 以 算 子 
i 0 fs. ©) (611. 
Li (7 + 了 F + roa) (6114) 


与 算 子 工 相对 易 ; 即 ,二 者 有 共同 的 本 征 函 数 系 。 用 e*** 表示 工 的 
本 征 值 , 那 么 共同 的 本 征 函 数 F(x，w) 可 以 写成 


P(r, v) = ce't*u(KR, x, v) (6.11.5) 
式 中 x 为 + 的 周期 性 函数 ， 
ul(R, +, v) =— ul(K, x 2r, v), (6.11.6) 


不 失 一 般 性 ,可 令 一 了 <Rek < 二 现在， 可 以 把 (6.8.17) 式 在 


定 态 情况 下 的 展开 系数 写成 
ca(x) 一 ce' ttwo (KR, x), (6.11.7) 
式 中 
un(R, +) = un(k, x + 2r)， (6.11.8) 
将 (6.11.7) 式 和 (6.11.2) 式 相 比 较 , 可 以 知道 c, < 0 时 必须 有 《一 
0, 或 者 说 《 关 0 的 本 征 函 数 只 有 ci 一 0 时 才 可 能 出 现 . 
先 考 虑 &s 0 的 情况 ， 那 么 ca 一 0. 由 (6.11.1) 式 知 ， 如 果 
Da 六 0， 则 c 关 0; 类 推 下 去 可 以 估计 出 c。 是 随 ” 增 大 的 。 这 
与 (6.8.19) 式 矛盾 。 所 以 不 关 0 时 一 定 有 Dco 一 0， 于 是 对 所 有 
2 之 1 都 有 c* 一 0。 由 此 容易 求 出 和 & 关 0 时 唯一 可 能 的 解 是 
D N 2 % Fx 
Pi(x, 0 | (6.11.9) 
当 半 0 时 , Pr(x, v) 为 非 周 期 解 . 
再 考虑 & = 0 的 情况 ， 即 周期 解 。 令 


2 dt 
RS cn, pe'?* IM 2r， (6.11.10) 
9 


p=— 


这 里 8 取 一 个 适当 的 正 整 数 截断 Fourier 级 数 . 将 (6.11.10) 式 代 
人 和信 (6.11.1) 式 ,得 到 矢量 递 推 关 系 

Vr Diet rnles + Vn+1 Dien = 0,(6.11.11) 
这 里 
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Cn,—0 


Cn,~Q+1 


cn 一 (cop) 一 | ， (6.11.12) 
Co 人 
Se fs 
(D-)ps— V9 [( p go 十 | (6.11.13) 
(1)»4 一 6p4 (6.11.14) 
(D+)ya = iV 0 popa (6.11.15) 


(6.11.13) 式 中 太 是 f(x) 的 Fourier 展开 系数 : 
f(x) = > per. 
对 于 余弦 周期 势 (6.10.21)， 有 一 一 了 (54 一 3...4)， 这 时 


(6.11.13) 式 可 写成 
(D- )pa 一 Vo |(z 全 了 5pa 一 地 (Bp,4+1 一 61,02) |. 


(6.11.16) 
按照 公式 (6.9.26) ,可 以 求 得 
+ tb 2D 相 3DiD _... 
ri [271 | 371 CD 
记 H= (6) !:, 则 
二 1 + 十 门 一 
D- | 1 | 1 | 1 
| (6.11.18) 
而 
cu 一 He,. (6.11.19) 
由 (6.11.2) 式 及 (6.11.10) 式 可 见 
C10 一 V 27 C1 
是 常数 ,而 当 pP 志 0 时 
cup = 0, 


,448 。 


刀 


因此 ,(6.11.19) 式 给 出 
Co,P 一 > Hpgci,a 二 Hyoci\ 2 了 (6.11.20) 
4 


对 周期 性 解 ,可 以 在 一 个 局 期 内 归 一 化 .这 一 条 件 给 出 cw 一 
所 以 


1 

Var 

_1 

2xHo ~ 

注意 到 (6.10.16) 式 的 推导 适用 于 任意 7 的 情况 ， 故 漂移 速度 
,YA 0. (6.11.21) 


所 以 为 确定 《> 和 yw(0)， 必须 通过 数值 方法 计算 矩阵 连 分 式 
(6.11.18). 

为 计算 其 他 系数 c,,p(n 宇 2), 似乎 可 以 直接 利用 (6.11.11) 式 
的 递 推 关系 写 出 


Cntl ™ 


CL 


二 于 
Wan 十 1D+ 
来 计算 。 但 这 禅 做 在 数值 计算 上 不 稳定 ， 也 就 是 说 ， 由 于 ce,-s 和 
ec。， 计 算 上 的 不 精确 会 造成 c,;， 计算 结果 的 更 大 误差 。 更 好 的 作 
法 是 计算 矩阵 


[V7 Dre, 十 ncs] 


se V+t1iD | (+ DDD _... 
(n+ 1)71 | G+ 2)71 
1 
i ~ 
1 |: 一 (n+ 1)7’ DiD 
-Varirtll | 1 


1 
ee 
SE A …]. (6.11.22) 


| 1 
不 必 分 别 计算 w 一 0, 1, 2,-…, 时 的 所 有 s*。 可 以 先 计算 纺 ， 
然后 利用 递 推 关 系 
全 1 一 Vn (yz1l 十 Mn+ 1Dts+)D- 
依次 求 得 其 余 避 , 最 后 得 到 ,也 就 得 到 了 如。 于 是 有 


，149 ， 


co 一 47_15z- seo。 
知道 了 c*， 就 可 以 写 出 局 期 性 的 定 态 解 


2 N 


Pa(z 一 BD) Dperrpol ov) Gao). (6.11.23) 
P=-09 n=0 2 


最 一 般 形式 的 定 态 解 是 (6.11.9) 式 和 (6.11.23) 式 的 线性 组 合 : 
P(x, rv) = APY(x, v) + BP?(x, vo). (6.11.24) 
如 果 把 它 对 dv 求 积 分 ,注意 到 


ce(x) 二 | P(x, v)dv 


及 
P(x 2nr,0) 一 “p(T) P(x,v), 


就 可 重新 得 到 (6.10.8) 式 ， 

回忆 $5.13 中 得 到 的 结论 : 对 于 漂移 矢量 和 扩散 张 量 都 与 : 
无 关 的 多 变量 Fokker-Planck 方程 ， 归 一 化 的 定 态 分 布 函数 是 唯 
一 的 .在 这 里 ， 已 兰 0 时 PY(x,v) 是 无 法 归 一 化 的 ,但 P32(x, v) 
可 以 在 一 个 周期 内 归 一 化 。 如 果 已 一 0, 那么 PY(x,v) 也 成 为 周 
期 函数 ,与 PAx, v) 一 致 因 此 唯一 的 归 一 化 定 态 分 布 函数 是 


P(xy zy) 一 Nexp [- 纯 - 翅 |. (6.11.25 ) 
对 于 (6.10.21) 式 的 余弦 局 期 势 ， 上 式 变 成 
P(Lxz) 一 一 一 -exp 人 (一 本 十 工 cosz] 
2: (2r)2%0w1u(ep/15) 209 6 


对 于 非 周期 势 fx)， 如 果 (6.11.25) 式 可 以 归 一 化 ， 它 就 回 到 
《5.14.28) 式 。 

另 一 种 矩阵 连 分 式 展 开 的 技巧 也 可 以 用 来 讨论 方程 (6.8.22) 
的 定 态 解 。 把 了 P(x, v) 展开 为 


P(x, v) 一 六 ap(z)Jerzz/AW2x 3 (6.11.26) 


那么 (6.8.22) 式 的 定 态 问题 可 归结 为 讨论 求解 递 推 关系 
,450， 


| 


有 
i p pp 


+ 过 2 | 证 7 ba 一 0， (6.11.27) 


Pe ay 《6.11.27) 式 便于 用 来 讨论 大 
Ff 极限。 按照 公式 (6.9.26) 和 (6.9.27), 可 以 求 得 信和 s 吕 ,在 Ff 很 
大 时 ， 近 似 地 有 : i 

+ :pio-0{fl 

50 28 1 O (+), 

Ty 

mR) 6 o (+), 


因此 ，czi 二 位 ww 相对 于 o 是 小 量 , 而 (6.11.27) 式 对 Pp 一 0 可 近 
似 写 成 

MYybrl _F 二 

全 Fr)a~ 0 
或 


1 G es 9) 一 0. (6.11.28) 


这 个 方程 可 以 精确 解 出 ， 令 
EW) (b= my, (6.11.29) 
C= 
则 (6.11.28) 式 可 写成 
Ng fe 0 
bi't ( VO = 一 0 。 


L(y) 一 ce (6.11.30) 
式 中 ci 是 待定 的 积分 常数 。 利用 (6.11.30) 式 ， 可 解 wlv) 满足 的 
微分 方程 (6.11.29)， 得 到 


容易 求 得 


Vv £7 _F _ sh 
mv) =— | | ea 十 ,| eB+75" (6.11.31) 
Vo 
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其 中 c, 是 另 一 积分 常数 。 注 意 到 十 和 5 都 是 数量 级 的 ,因此 
F 一 co 时 ct 关 0) 都 可 以 认为 是 零 , 于 是 
P(x, v) 一 一 ov )。 


所 以 定 态 分 布 函数 
P(x, v) =— —t olv) golv) 
oh 2 


i 


与 x 无 关 . 
为 保证 分 布 函数 非 负 且 能 归 一 化 :应当 取 < 一 0. 事实 上 ,如 
果 ci 二 0, 则 在 P(x, v) 中 就 会 出 现下 列 形状 的 积分 : 
Ts | $F) (oF gr; 


记 ? 一 上 一 二 ,xz 一 一 二 ， 则 
Y 7 


z 
wu 2 
50 1) 


1 tl 0 1 2 wu 
(Ny'—i*) —— (nu) 
0 uds ， 


Pl(v) 一 | .3 dy 一 | Ps 20 dn 十 | 
lxi 一 co 时 , 右边 第 一 项 消失 ， 而 第 二 项 的 主要 贡献 来 自 * 一 1 
附近 ， 因 些 可 把 指数 在 * == 1 附近 展开 : 


才 2 
1 wu 3 1 
(4 1) (s—1) 
| uds ~ | eB ds 
0 9 u 


所 以 |"| 一 co 时 , @(o) = “> ， 显 然 ,对 任意 常数 mw, 有 


人 


7 
多 SG(z)dy 一 一 oo ， | Gyz)dz 一 co ， 
即 P(x, v) 将 无 法 归 一 化 。 因 此 取 c: 一 0, 使 得 
1 FY 
P(x,s)= NN exp |— 3 ( 一 三 ) |; 


N = (2r)-¥0-Y (6.11.32) 
这 是 具有 平均 速度 的 Maxwell 分 布 . 
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第 七 章 ”Vlasov 方程 


$7.1 引言 


在 $1.6 中 已 经 介绍 过 等 离子 体 中 的 输 运 方程 . 本 章 将 进一步 
介绍 等 离子 体 中 的 一 些 重要 的 输 运 现象 1. 

等 离子 体 是 完全 电离 的 气体 ， 它 的 整体 保持 电 中 性 。 假 定 它 
包含 有 * 种 带电 粒子 ， 第 i 种 带电 粒子 的 数 密度 为 Ni, 电量 为 ， 
ei， 那么 电 中 性 条 件 可 以 写成 
> Nicidr 一 0; 

如 果 等 离子 体 是 均匀 的 ,那么 上 式 可 写成 
2 Niei = 0. (7.1.1) 


在 本 来 是 均匀 的 处 于 热平衡 状态 的 等 离子 体 中 放 人 一 个 静止 
的 试验 电荷 e:， 考 虑 系统 所 达到 的 新 的 平衡 状态 ， 以 试验 电荷 的 
位 置 作为 坐标 原点 ， 那 么 新 的 平衡 状态 中 的 空间 电荷 密度 可 以 写 
成 ( 设 温 度 为 7) 


p(r) 一 c;0(Cr) 十 b> Njeje “it/XaT 3 A 1.2) 
式 中 $ 一 $(r) 是 相应 的 静电 势 , 它 决定 于 Poisson 方程 
Vi¢$ = —4xp(7). (7.1.3) 


在 7 大 的 地 方 ，|ei;$/sT| < 1， 因 此 由 (7.1.2) 可 以 得 到 
1 9 Ts 
pP(7) 一 > Nie;i (1 ET 史 ) 一 > ! 


i=1 KaT 
其 中 用 到 (7.1. 1) 式 。 将 上 式 代 信 方程 《7.1.3)， 邯 虑 到 球 对 称 的 狂 
质 , 有 
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土生 (7 如) 一些， (7.1.4) 
r? dr dr 215 
式 中 
二 (7.1.5) 
4r >) Nie} 
i=1 


是 Debye 半径 .方程 (7.1.4) 的 通 解 为 
$b(r) 一 生 eip+ 多 er/jp， 


式 中 41、4; 是 常数 。 考虑 到 + 一 oo 时 须 有 中 一 0， 故 4, 须 取 
为 零 , 于 是 有 , 


$7) = A erip. 


考虑 到 + >0 时 ，g$(r) 因此 取 4; = ce,， 于 是 得 到 
由 (7) SS cr/MD 。 (7.1.6) 


由 此 可 见 ,在 均匀 的 热平衡 的 等 离子 体 中 ， 试 验 电荷 的 Coulomb 
势 在 一 定 程度 上 被 屏蔽 ,其 作用 范围 大 约 是 以 Xo 为 半径 的 球 . 

第 五 章 中 曾经 指出 , 当 1p 乏 5 时 (6 是 粒子 闻 的 平均 距离 )， 
碰撞 主要 仍然 是 二 体 的 ,因此 Boltzmann 方程 和 Fokker-Pjanck 方 
程 适用 ， 但 是 当 Xp 光 5 时 ， 只 芳 虑 二 体 磁 撞 显 然 是 不 够 的 。 一 
个 带电 粒子 与 1p 距离 内 的 许多 粒子 同时 发 生 作用 ,因此 粒子 闻 的 
相互 作用 实质 上 是 包括 许多 粒子 的 集体 效应 。 相 应 地 ， 粒 子 的 运 
动 应 当 看 成 是 在 其 他 粒子 所 形成 的 一 个 有 效力 场 中 进行 。 如 果 忽 
略 磁 撞 项 , 则 成 分 i 的 输 运 方程 可 以 写成 


Qn ey E+E+tvxB) 
or 、 0 mj 


. On 
Ov 


式 中 mi 是 第 i 种 粒子 的 质量 ,“ 是 光速 , E 是 电场 强度 ，B 是 磁 
454 。 


一 0,， 1 一 1,2,，.………，5 (7.1.7) 


感应 强度 , ni 是 单 粒子 分 布 函数 , 它 满足 
| nadv ms Ni, 


方程 (7.1.7) 称 为 Viasov 方程 . 
高 温 低 密度 的 等 离子 体 可 能 满足 lp 污 5 的 条 件 ,因此 应 当 用 
Vlasov 方程 来 讨论 。 事实 上 ,(7.1.5) 式 可 以 近似 地 写成 
hp ~ (4xNocd /ksT) 
其 中 co 是 电子 电荷 的 绝对 值 ， 
No, 一 六 Ni;, 


i=1 


车 虑 到 8 2 Ns ，Vlasov 方程 适用 的 条 件 Xp 6 可 以 改写 成 


4xNoet ) 二 
rN ) SN 
(os i 
或 


RsT 1 
4xe2N 
这 意味 着 高 温 低 密度 的 条 件 。 可 控 热 核 装 置 中 的 等 离子 体 就 满足 
这 个 条 件 。 上 式 又 可 以 写成 


2 
kT 六 ee, (7.1.8) 


它 的 含义 是 等 离子 体 中 粒子 的 平均 动能 远大 于 两 个 粒子 间 的 平均 
相互 作用 势能 的 绝对 值 . 这 一 条 件 与 理想 气体 的 条 件 是 一 数 的 . 

倘若 1 虽然 远大 于 5, 但 仍 远 小 于 系统 的 尺寸 ,那么 , 如 第 一 
章 所 说 , 场 E 和 B 就 不 能 看 成 是 固定 的 ， 而 应 当 随 粒子 的 运动 而 
变化 . 这 时 玫 和 妃 应 当 由 Maxwell 方程 组 决定 : 


VE 3544) wao， yy.B= 0, 
i 


1 0B 1 OE 4ne} | 
vy > vx8B Re 十 > . niVadv., 


(7.1.9) 
方程 (7.1.7) 和 (7.1.9) 共 同 组 成 确定 mw(1 一 1,2,.…,:) 及 E、B 
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的 Vlasov-Maxwell 方程 组 ,它们 必须 自 洽 地 解 出 。 
注意 ,方程 (7.1.7) 中 巨 、 巨 的 严格 含义 应 当 是 在 一 个 包括 许 
多 粒子 的 区 域 中 平均 过 的 场 ， 这 个 区 域 的 线 度 远大 于 5 但 远 小 于 
45。 我 们 记得 在 定义 单 粒子 分 布 函 数 时 曾经 限定 体积 元 ar 的 线 
度 应 当 远 大 于 8, 因此 讨论 dr 内 粒子 所 受 的 力 时 ， 也 应 当 考 虐 在 
相应 体积 内 平均 过 的 场 。 另 一 方面 ， 电 荷 所 形成 场 的 作用 范围 只 
是 4p, 所 以 求 玉 、B 平均 时 所 取 的 范围 应 当 远 小 于 +p。 这 样 平均 
过 的 场 玉 和 B 正 好 符合 通常 的 宏观 电动 力学 中 场 的 意义 ， 因 此 
可 以 用 宏观 Maxwell 方程 组 (7.1.9) 来 描述 . 
本 章 前 十 二 节 所 讨论 的 现象 里 都 忽略 了 粒子 间 的 磁 擅 ， 这 样 
的 等 离子 体 称 为 无 碰 擅 等 离子 体 ， 最 后 几 节 则 将 考虑 到 粒子 闪 的 
碰撞 .无 磁 挤 等 离子 体 理论 适用 的 条 件 是 碰 接 频率 » 远 小 于 所 孝 
虑 过 程 中 宏观 场 E 和 B 的 变化 频率 o: 
2 < 女 0， (7.1.10) 
或 z 远 小 于 粒子 运动 中 每 单位 时 间 内 平均 经 历 的 场 变化 的 波 数 : 
py hy (7.1.1] ) 


式 中 《一 十 ,而 一 之 为 场 巨 和 局 传播 时 的 约 化 波长 ， 了 是 
a 
撞 积 分 远 小 于 其 左边 的 项 ;而 (7.1.11) 式 则 意味 着 碰撞 积分 


远 小 于 方程 左边 的 2. 5 项. 


为 避免 没有 实质 意义 的 复杂 性 ， 我 们 只 讨论 有 两 种 成 分 的 等 
离子 体 , 一 种 是 具有 电荷 一 eo、 质量 mw 及 数 密度 N. 的 电子 ， 另 一 
种 是 具有 电荷 zeo、 质量 M 及 数 密度 Ni 的 正 离子 。 对 于 这 种 组 成 
的 无 碰撞 等 离子 体 ，Vlasov-Maxwell 方程 组 可 以 写成 

On。 , On eco 1 . On _ 

Br Br (E+ oxB) Bo 0， 


On; On; 


(7.1.12) 
二 
Br vv: 人 和 (有 + 十 一 二 也 4 B): 


a0 0 


1 DB 


VXxXE=———-,y.B=)0, 
cC Di 
总 X 有 一 上 92 144) vy.E=4p, (7.113) 
C Bi C 


式 中 2 是 平均 电荷 密度 ,了 是 平均 电流 密度 ,它们 可 以 表示 为 


p= p(r,t)= 6 | (zn 一 nn.)dv, 


(7.1.14) 
j=j(r,/!)= 6 | (zn — 1 )vdv. 
对 于 均匀 等 离子 体 , 由 (7.1.1) 式 知 
AM。 ZLVi。 《7.1.15 ) 
Vlasov 方程 (7.1.12) 中 每 一 个 都 可 以 写成 
dn _ 
ee 0， (7.1.16) 


式 中 全 微分 三 是 沿 相 空间 中 粒子 路 径 进 行 的 。 这 类 方程 的 通 解 


是 粒子 在 场 和 B 中 所 有 运动 积分 的 任意 水 数 . 
方程 (7.1.12) 有 两 个 明显 的 性 质 . 一 是 时 间 反 演 不 变性 , 即 作 
代 换 
1 一 一 上 7 一 7T， 了 1， 一 一 0 下 一 下 ,及 一 一 全 


时 ,方程 的 形式 不 变 。 另 一 个 性 质 是 炉 守 恒 , 则 有 

0 二 

Br | nlnndrdv 一 0， (7.1.17) 
式 中 7 可 以 是 je 或 ni, 事实 上 ,以 ne 为 例 , 有 


0 | neln ndrav Ve | UV: a ln nardv 


eh n 
十 “||E . Ou In ndrdv 
nm Ov 
et 1 x lInndrav, (7.1.18) 
me J! Ov | 


其 中 用 到 方程 (6.1.12) 及 关系 
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， || waran = 0. 
注意 到 万 不 含 v, 利用 分 部 积分 法 容易 证 明 : (6.1.18) 式 右 边 前 
两 项 为 零 ， 第 三 项 可 以 写成 
| | wiBies 村 Inn.dradv, (7.1.19) 


me vk 


式 中 采用 了 求 和 规定 并 引入 了 反对 称 张 量 
若 (7 人) 为 (12.3) 的 蜂 排列 ; 
Bijik 一 


0， 若 i, 71,《 有 重复 取 值 . 
注意 到 BB 与 v 无 关 , 以 及 i 一 时 si 一 0 而 : 关 & 时 有 


Be On Innav = je [vin( lnn, — 1)lav = 0, 
Ov 


(7.1.20) 


就 可 知 (7.1.19) 式 为 零 。 于 是 〈7.1.17) 式 所 表示 的 米 守 恒 性 质 得 
证 

烂 守恒 是 时 间 反 演 不 变性 的 自然 结果 。 事 实 上 ， 在 完全 忽略 
磁 撞 的 情形 下 ,等 离子 体 中 没有 耗 散 , 一 切 过 程 都 是 可 逆 的 。 Vla- 
sov 方程 的 这 一 性 质 说 明 无 磁 撞 等 离子 体 中 不 存在 导向 平衡 态 的 
机 制 ， 这 是 Vlasov 方程 同 Boltzmann 方程 以 及 Fokker-Planck 方 
程 的 一 个 实质 性 区 别 ， 不 过 ,在 实际 的 等 离子 体 中 总 会 有 碰撞 , 因 
此 仍然 会 (也 许 是 缓慢 地 ) 趋 向 平衡 . 


;7.2 ”线性 化 Vlasov 方程 


Vlasov 方程 为 非 线 性 方程 ， 比 较 难 于 处 理 , 我们 先 假定 当 系 
统 中 场 严 及 召 为 零 时 分 布 函数 为 在 速度 空间 中 各 向 同性 而 在 位 
形 空 间 中 均匀 的 定 态 分 布 wo(z) 和 xz)， 那 么 在 场 忆 和 怠 很 

弱 时 ,分 布 函数 从 定 态 的 改变 也 将 是 小 量 . 设 
{ nr, Vv,t) = nV) 6n(r,v,1) 
nn(r, V, 1) = nv) + 6n(r,v, 1) 

代入 方程 (7.1.12) 并 忽略 其 中 的 二 阶 小 量 , 有 
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(1 


O86n(r, V,1) po. O06n(r, v0,7) 


[eh or 
0 
2 2(E + 一 v X B) dA 
c Ov 
(7.2.2) 
O65n(r, UV, 1) 让 O06ni(r, V, 1) 
Or Dr 
Seo0 1 Bnilv) 
+ (E+7vxXB):. -1 


注意 到 et 和 2. 的 方向 都 与 0 一 致 ,因此 同 v Xx B 的 
标量 积 为 零 , 而 方程 (7.2.2) 可 简化 为 


O6n(r, v, 1) ee O6n.(r,v,1) 
3 Or 


Co On v ) 
一 元 


7.2.3 
6n(r, Vv, i) Se O56n(r,v,t) : 


| Oi Or 
SC0 Ono(v) 
ye 0 


方程 (7.2.3) 称 为 线性 化 Vlasov 方程 。 在 这 一 近似 下 , (7.1.14) 
式 写 成 
p(ry1i) 一 en | [z6n(r, v,1) — 8n(r, V, /1)]adv 


(7.2.4) 
J(r, /7) 一 -| [z6n(r, v, 1) — 6n(r, Vv, 1)]vadv 


(7.2.3)、(7.2.4) 和 (7.1.13) 诸 式 合 起 来 ,组 成 关于 各 向 同性 的 等 离 
子 体 的 线性 化 Vlasov-Maxwell 方程 组 . 

我 们 准备 按 这 样 的 顺序 讨论 线性 化 的 Vlasov-Maxwell 方程 
组 。 首先 把 已 看 成 是 给 定 的 场 , 从 (7.2.3) 及 (7.2.4) 式 讨论 等 离子 
体 在 这 个 场 作用 下 发 生 的 变化 ,计算 名 向 同性 等 离子 体 的 介 电 率 ; 
然后 考虑 场 和 分 布 函数 的 关系 ,把 (7.2.3)、(7.2.4) 同 (7.1.13) 诸 式 
结合 起 来 ,讨论 和 名 向 同性 等 离子 体 的 性 质 . 
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本 节 先 讨论 给 定 场 巡 作用 下 等 离子 体内 所 发 生 的 变化 .为 
简单 起 见 ， 先 假定 等 离子 体 中 只 有 电子 被 极 化 而 离子 的 运动 不 重 
要 , 即 认 为 5n:(r, v, 1!) 二 0。 这样 做 是 允许 的 ,因为 M > m, 同 
样 的 场 可 以 对 电子 有 明显 的 作用 而 对 离子 的 作用 不 显著 。 这 
时 方程 (7.2.3) 中 只 需 讨 论 第 一 个 方程 。 省 去 下 标 e, 可 以 把 它 写 
成 

O56n(r, Vv,1) ee Odn(r,v,1) 
61 Or 


E.Onm) -0 (7.2.5) 
m Ov 


假定 空间 无 界 。 如果 给 定 了 EE 一 E(r, 1) 及 上 一 0 时 的 初始 条 
件 6a(r,v, 0)， 那 么 方程 (7.2.5) 的 解 原则 上 是 可 以 求 出 的 . 显 
然 , 上 时刻 > 处 的 6n(r, p， 1) 不 仅 与 当时 当地 的 场 E(r, 上 ) 有 
关 , 而 且 与 以 前 一 段 时 间 及 其 他 地 方 的 场 有 关 ， 但 是 ,如 果 假 定 场 
上 是 一 个 平面 波 
E(r,1) = Eexp[li(kR .rr — wi)], (7.2.6) 
式 中 ,是 常 拓 ,那么 问题 就 可 大 大 简化 。 设 
Sn(r, Vv,1) = 6n(v)expli(kR. r — wi))], (7.2.7) 
将 (7.2.6) 及 (7.2.7) 式 代入 方程 (7.2.5), 立 邑 可 得 
1 eo Ono 
6n(v) 一 a E,. pe (7.2.8) 
这 个 表达 式 在 w 一 中.v 处 有 极点 。 从 (7.2.6) 式 可 见 , 如 果 w 有 
一 个 正 的 虚 部 : 
0 一 0 十 io oo >0, oo 一 0， (7.2.9) 
那么 :一 一 oo 时 El(r,1) 一 0， 这 相当 于 从 1 一 一 oo 开始 逐 
渐 加 上 这 个 场 ，o ”一 0 说 明 , 场 是 无 限 缓慢 地 施加 在 等 离子 体 上 
的 。 从 (7.2.7) 式 看 出 ， 这 时 分 布 函数 的 扰动 也 是 无 限 缓慢 地 形成 
的 。 因 此 ,我 们 可 以 用 (7.2.9) 式 , 即 将 中 看 成 w 二 20， 作 为 避 开 
(7.2.8) 式 中 极点 的 办 法 (Landau 围 道 积 分 的 原则 )， 诚然 ， 当 
t -一 c0 时 ,从 (7.2.6) 式 将 得 到 (+r, 1) 一 co ， 但 这 不 会 影响 我 们 
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在 有 限时 间 内 所 作 的 观察 。 反 之 , 若 w” 二 0, 那么 1: 一 一 时 
(rr, 1) 一 co， 从 一 开始 就 不 允许 我 们 采用 线性 化 Viasov 方程 
讨论 问题 ,这 显然 是 应 该 避免 的 情况 
电 于 分布 函数 产生 了 扰动 bn(r, v, !)， 所 以 场 中 电荷 密度 
和 电流 密度 分 别 是 
plr, 1) 一 一 eno | 6n(r, Vv, 1)dv, 


A 


J(r, 2) 一 一 co | Bn(r, Vv, 1)vdv. 


显然 ,它们 同 6n(r, v, 1) 一 样 与 exp[i( 尺 .rf 一 wz)] 成 正比 。 记 


p(r, 1) 一 poexp[i(kR: r — wi)), 
7.2.10 
Rs 1) = joexp[i(k .rr 一 ob)]， 
则 
m 一 一 中 |sn(o)io， 
(7.2.107) 


一 一 6 |anCw)var. 
按照 电动 力学 的 观点 ,可 以 引入 电极 化 矢量 P(r, 1)， 它 满足 
rs. = jr,t), VPlr,) = —p(r,t),. (7.2.11) 


连续 性 方程 V .j 一 一 Se 保证 这 样 的 P(r, !) 存在 . 我 们 看 
出 ，P(r, 1:) 也 应 当 与 exp[i(k .rf 一 wt)] 成 正比 令 


Plr, 1) = Pexp[li(kR :rr — wi))], (7.2.12) 
则 (7.2.11) 式 化 为 
ik. 忆 一 一 pp， 一 1oP 一 历 (7.2.13) 
将 (7.2.8) 式 代入 (7.2.10) 式 ,再 代入 上 式 ,得 到 
.p= ea .[ Onm(v) dv 
k.P, 112 E, | 80 5iR.D 一 co 一 10) Vol) 


按照 电动 力学 中 的 公式 ,电位 移 矢量 D(r, !) 定义 为 
D(r, 1) = E(r,1) + 4xP(r, i). 
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设 
D(r, :1) = Dexpli(R rr 一 oz)]， 
则 有 
D, = E+ 4xP,. (7.2.15) 
D, 与 ,不 一 定 平行 。 介 电 率 张 量 sr 由 下 式 定义 : 
Duexp[li(R: 7 一 ai)] = gi(w, R)Eoexpli(Rk TY — wi)], 
(7.2.16) 
式 中 采用 了 求 和 规定 。 从 (7.2.14) 式 可 见 , 忆 和 ,之 间 的 关系 式 
含 趾 及 w, 所 以 一 般 来 说 sr 与 月 及 ww 有 关 ， 在 (7.2.16) 式 中 作 代 
换 中 一 一 hh，w 一 一 wo 后 ,再 取 复 数 共 轿 (用 * 表 示 ), 可 见 
Ei(—w, —R) = e}(w, KR). (7.2.17) 
对 波 矢 的 依赖 造成 了 ei;(w, &) 中 的 特定 方向 ， 即 尽 的 方 
向 。 与 此 相应 ,我 们 将 8i;(w, 尺 ) 写成 


gij(w, R) 一 e,(w, k) (6 i 1 


4) Kk 
十 8 人 ，《) " 


(7.2.18) 
把 (7.2.18) 式 代入 (7.2.16) 式 ,可 得 
D, = Es(00, RE A £)E,,, (7.2.19) 
这 里 ol 和 Eo 分别 是 上 , 在 垂直 于 上 方向 和 平行 于 方向 的 分 
量 。 因 此 ,标量 浮 数 g,(w,《) 和 si:(w, 不 ) 分 别 被 称 为 横向 介 电 
率 和 纵身 介 电 率 。 由 (7.2.17) 式 得 知 
6 人 人 一 0 8) = et(w, RK), el(—wo,k) = er(w,&). (7.2.20) 
当 & 一 0 时 , 6ii 对 处 的 依赖 性 消失 而 成 为 各 向 同性 的 ,因此 
gi:(w, 0) = 8,(w, 0) = s(w). (7.2.21) 
设 EA 有 则 由 (7.2.19) 式 知 D, 一 giEo; 再 由 (7.2.15) 式 得 
到 
4zP, = (1 1)E,. 
两 边 用 足 作 标 积 ,并 与 (7.2.14) 式 比较 ,可 得 
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4re? | Do 人 zt) dv 
1 4zrco| 开 . 
ei(wo, «) mk? pp RkR.v—w—i0 


(222322) 
如 果 取 上 月 沿 x 轴 正 方向 (因此 ,也 沿 此 方向 )， 上 式 还 可 以 简化 
为 


4xes (™ dj 人 zy) dv 
81(w 一 ] 一 | 0 7.2.23) 
:wm,) mR J-® dv Kv.—w— i0 人 


式 中 
加 (zy) 一 || nv )dvydv,. 


为 求 得 8,(w,《)， 可 以 把 (7.2.10 ) 的 第 二 式 代 入 (7.2.13) 式 
的 第 二 式 , 再 利用 (7.2.8) 式 , 便 得 到 
eo . Ono(v) vadv 
i | 到 Ov i(kR.v—wo—i0)° 
设 Es, lk, 则 D, = 8.E, = Eo + 4xP,. 将 上 式 代 和 人 ,并 取 E, 方 
向 为 y 轴 正 方向 , 下 方向 为 * 轴 正 方向 , 便 可 求 得 
GE 4rel (” 7o(or)dpr 
ei(0, 有 一 上 十 te | es。 《7.2.24) 
在 本 节 对 速度 空间 各 向 同性 等 离子 体 的 讨论 中 ， 有 了 两 点 值得 
注意 。 第 一 ,即使 在 速度 空间 各 向 同性 的 等 离子 体 中 , 介 电 率 张 量 
8ii 仍然 有 一 特定 的 参考 方向 R。 如 果 等 离子 体 的 分 布 函 数 在 速 
度 空间 各 向 异性 ,那么 介 电 率 张 量 的 结构 将 会 更 加 复杂 。 第 二 , 介 
电 率 张 量 是 个 复数 ， 好 (7.2.23) 式 中 的 ge 和 (7.2.24) 式 中 的 
ss 都 有 非 零 的 虚 部 ,这 一 事实 导致 无 磁 撞 等 离子 体 中 的 阻尼 现象 ， 
好 Landau 阻尼 . 对 此 我 们 将 在 $7.4 中 进一步 讨论 。 
在 计算 (7.2.23) 式 中 积分 时 ， 积 分 路 径 可 以 是 复 vs 平面 上 的 


实 轴 , 但 在 经 过 wx 一 点 时 ， 要 从 下 方 绕 过 (与 w 十 加 相应 )， 


如 图 7.1a 所 示 。 如 果 di(v:)/av: 没有 奇 点 ;那么 路 径 可 以 下 移 ， 
而 (7.2.23) 式 定义 了 复 o 平面 上 的 解析 函数 。 如果 div(w.)/av， 
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在 复 "* 平面 的 下 半 部 有 奇 点 z。。 则 积分 径 下 移 时 不 能 越过 此 
所 ， 即 路 径 只 能 在 x 的 上 面 通过 , 如 图 7.1b 所 示 。 因此，s: 作为 
的 水 数 ， 以 这 种 下 移 积 分 路 经 的 方式 从 上 半 复 平面 向 下 作 解 析 


延 拓 时 , 必须 保证 不 低 于 z。 对 〈7.2.24) 式 的 讨论 可 以 类 似 进 


行 。 不 过 , 由 于 存在 因子 所 以 se 有 极点 w 一 0， 


复 U :平面 


-~- 一 ImZrx= fF 
wj/k 
. 


.Zo 
(Bb) 
图 7.1 计算 介 电 率 时 积分 径 的 选择 


$7.3 具 Maxwell 分 布 的 等 离子 体 的 介 电 率 
现在 对 于 以 Maxwell 分 布 


n2 Ne 2 
f(ys) 一 各 (zx) 一 No Jo( 了 2 (7.3.1) 
Bie 


为 平衡 分 布 的 情况 ,计算 等 离子 体 的 介 电 率 ，(7.3.1) 式 中 7T, 是 电 
子 气 体 的 温度 ，No 是 电子 均匀 分 布 时 的 数 密 度 。 把 (7.3.1) 式 代 
人 (7.2.23) 式 ,可 以 求 得 


s/(w, Kk) 一 | 1 Ee (3 本 一 有 (7.3.2) 
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其 中 vz 是 电子 的 平均 热 速 率 


(7.3.3) 
% 是 电子 的 Debye 半径 
1 B 工 。 
1 本 (7.3.4 ) 
而 函数 F(x) 定义 为 
ed 
总 全 “2 (7.3.5) 
当 * 光 1 时 ,可 以 求 得 F(x) 的 近似 表达 式 
Ry A -3 x» 1, 
(7.3.6) 
因此 ,对 于 高 频 的 场 扰动 ,有 
uo, 一 1 一举 (1+ 球 安 ] 
. x wO wo? 
ee 4 (kzre Fee( 一 yn 
1 . 7:3.7 
Ro ( ) 
式 中 
0. 2 (7.3.8) 
称 为 Langmuir 频率 . 
将 (7.3.1) 式 代 人 (7.2.24) 式 ,可 以 得 到 
0? 
E(w, ) 一 1 十 F (7.3.9) 
六 (2 2 Rvre ) 
对 于 高 频 场 扰动 ,有 
Es:(w,K)=1C— (1 十 “2 
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0! — cw’ 
a 2 whvr. ~ xp (Zh) 


ee SS 1, (7.3.10) 
Rvre 
显然 ; 当 & 一 0 时 ， ee 
gi/(w, 0) = 8g.(w,0)= 1 := (0w), (7.3.11) 


与 (7.2.21) 式 一 致 ， 这样 ,我 们 验证 了 上 节 的 结论 : 在 速度 空间 各 
向 同性 的 等 离子 体 中 , 当 《 半 0 时 8 关 ss， 空间 中 因 尽 的 存在 而 
造成 一 个 特定 的 方向 ;而 当 & 一 0 时 ,这 个 特定 方向 消失 . 

为 求 得 低频 场 的 介 电 率 ， 泡 虑 x+ 《 1 时 F(x) 的 近似 表达 


式 : 
a 全 ye 
于 是 从 (7.3.2 ) 式 得 到 
"at i) 
Ww co 
十 吕 二 |， 二 «1; (7.3.13) 
而 从 (7.3.9) 式 得 到 
ons 
ee | 二 < 1 (7.3.14) 


(7.3.13) 式 和 (7.3.14) 式 说 明 ， 对 于 低频 场 , sg: 和 8, 的 实 部 都 保持 
有 限 值 ,但 虚 部 不 同 ,s, 的 虚 部 是 小 量 (但 不 像 (7.3.7) 式 的 虚 部 的 
指数 那样 小 )， 而 es 的 旧部 却 很 大 。 s, 的 很 大 的 虚 部 反映 出 缓慢 
变化 的 正弦 波形 的 横 场 瑟 驱使 电子 作 简 谐振 动 时 , 电子 的 振动 比 


场 振动 几乎 滞后 个 周期 ， 因 此 电位 移 矢量 DD 的 位 相 也 几乎 比 
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忆 的 澡 后 -个 周期 


从 (7.2.23) 式 和 (7.2.24) 式 可 见 , 对 于 具有 Maxwell 分 布 的 等 
离子 体 [ 这 情况 下 加 (v:) 和 dz 加 (vy)/dv。 都 是 复 wx 平面 上 的 整 
函数 ,在 复 平 面 有 限 范 围 内 没有 奇 点 。] 61:(w,《) 是 复 吕 平面 上 
的 整 函数 ， 而 si(oyA) 在 复 w 平 面 上 有 限 范 围 内 只 有 一 个 极点 
w 一 0. 不过， 这 个 极点 并 没有 实际 的 物理 意义 ， 它 只 是 反映 
(7.2.11) 式 没有 把 P 唯一 地 确定 这 个 事实 。 实际 , P 可 以 加 上 任 
意 一 个 无 源 的 稳定 场 而 不 影响 〈7.2.11) 式 的 成 立 ; 这 相当 于 ， 在 
(7.2.13) 式 中 ， 当 w= 0 时 , P, 可 以 在 垂直 于 的 方向 上 具有 任 
意 分 量 , 而 这 个 分 量 是 没有 物理 意义 的 ， 

介 电 率 8 对 w% 的 依赖 称 为 等 离子 体 的 时 间 色 散 ， 而 8 对 & 的 
依赖 则 称 为 等 离子 体 的 空间 色散 . (7.3.7) 式 和 (7.3.10) 式 说 明 在 
高 频 场 扰动 中 空间 色散 只 导致 介 电 率 的 小 修正 ， 而 且 虚 部 为 指数 
小 。 另外 ， 无 空间 色散 (& 一 0) 时 ， 介 电 率 有 极点 w 二 0 [ 见 
(7.3.11) 式 ], 但 当 考 虑 到 空间 色散 (& 关 0) 时 , 介 电 率 (7.3.13) 则 
无 极点 。 这 就 是 说 ,空间 色散 消去 了 介 电 率 8 的 极点 w 二 0. 

如 果 不 仅 电子 分 布 被 扰动 ,而 且 离 子 的 分 布 也 被 扰动 ,那么 计 
算 极 化 矢量 己 时 就 要 考虑 到 两 种 成 分 贡献 的 总 和 。 因 此 《7.2.14) 
式 应 当 改 写成 

e2 Ono(v dav 

庆 : 甩 一生 可 | 人 pry 

Ze2 Ono( vw) dv 
Be RE 
(7.3.2) 式 也 应 当 相应 地 改写 成 
1 


tot) [i 2 )| 


(7.3.15) 


式 中 
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KoTe fts 
4nNo(zeo): ， WR M 
分 别 是 离子 的 Debye 半径 和 平均 热 速率 ，7 是 离子 气体 的 温度 ， 
与 (7.3.8) 式 类 似 , 定 义 


hi 一 (7.3.16) 


VTi 4xNoz’ et 


0 一 了 一 一 站 一 一 离子 的 Langmuir 频率 .(7.3.17) 


电子 成 分 与 离子 成 分 各 自 达 到 热平衡 的 弛 列 时 间 都 比 两 种 成 
分 之 间 达 到 热平衡 的 弛 弄 时 间 短 得 多 ( 见 $5.8), 因此 电子 和 离子 
成 分 有 可 能 各 自 具 有 Maxwell 平衡 分 布 , 但 二 者 温度 不 同 。 假定 
7 二 Te， 那 么 显然 有 vri vt。 由 于 9 «8.， 所 以 当 o 少 
kzre > kvr; 时 , 通过 具体 计算 可 以 发 现 (7.3.15) 式 中 离子 成 分 的 
贡献 可 以 忽略 ,因此 (7.3.7) 式 仍然 有 效 。 当 kvr, > Rvri 六 oa 时 ， 
注意 到 2 ~ 1 (7.3.13 ) 式 应 修改 为 


| 1 1 
or 


+ LR? 


Rvr. > hvr; > CO 。 (7.3.18) 
如 果 kvr >w> kvri, 那么 就 有 


包 1 
g1(0w, k) 1 十 一 一 一 RY 


x(1 + | 二 ). (7.3.19) 


关于 s'(o, 4) 的 讨论 ,这 里 就 不 再 著述 了 . 


$7.4 等 离子 体 中 波 的 传播 


本 节 开 始 讨 论 Viasov-Maxwell 自治 方程 组 (7.1.12) 至 (7.1.14). 
为 简单 起 见 ， 仍 然 假 定 电子 和 离子 的 分 布 函数 只 偏离 平衡 分 布 很 
少 一 点 ,这 时 方程 组 仍 可 线性 化 , 与 $7.2 相 比 ,只 要 在 方程 (7.2.3) 
和 (7.2.4) 之 外 ,再 补充 Maxwell 方程 组 (7.1.13) 即 可 。 
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仍然 利用 (7.2.11) 式 引 和信 P; 令 == 十 41xP， 则 方程 组 
《7.1.13) 可 以 改写 成 


VxXxE= -~, Ty.'D=0,vY:.:B= 0, 
C DB 
y x B— 2 (7.4.1) 


注意 , 这 里 不 像 电动 力学 中 对 于 通常 介质 所 作 的 那样 在 引进 忆 的 
同时 引入 磁化 矢量 内 所 以 P 可 能 不 仅 与 所 有关, 而且 与 BB 也 
有 关 。 但 是 如 果 只 邯 蕊 平面波, 那么 从 (7.1.13) 的 前 两 式 可 以 得 到 


kxE=”~B, k.B=0, 
Cc 


所 以 召 可 以 用 五 表示 出 来 ， 于 是 己 也 就 可 以 只 用 无 表示 。 显 
然 , 在 讨论 平面 波 时 用 (7.2.11) 式 来 定义 忆 是 简单 的 . 
在 等 离子 体 中 , 场 的 扰动 可 以 引起 带电 粒子 分 布 函数 的 扰动 ， 
而 带电 粒子 分 布 函数 的 改变 又 会 造成 场 的 改变 ， 因 此 有 可 能 存在 
一 种 由 二 者 相互 作用 所 形成 的 波 . 由 于 电场 E 和 粒子 间 就 有 这 
种 相互 作用 ,所 以 无 磁场 情形 下 等 离子 体 中 就 可 能 有 波 的 传播 .在 
方程 (7.4.1) 第 一 式 中 取 B 一 0, 则 VX 一 0,， 即 上 是 纵 场 . 
由 (7.2.18) 式 立即 知道 D 也 是 纵 场 , 于 是 根据 方程 (7.4.1) 的 第 二 
式 可 知 D 一 0. 这 样 ,(7.4.1) 中 后 面 两 式 也 已 满足 . 
既然 上 是 纵 场 而 又 有 D 一 0， 就 必然 有 
gE1:(w,) 一 0， (7.4.2) 
这 就 是 说 ,在 等 离子 体 中 可 能 存在 一 种 纵向 小 ,这 种 波 由 电场 与 带 
电 粒 子 相互 作用 形成 ,没有 磁场 ,其 色散 关系 由 (7.4.2) 式 给 出 。 这 
种 波 称 为 纵向 等 离子 体 波 . 
为 具体 写 出 色散 关系 , 仍然 若 虑 具有 平衡 Maxwell 分 布 的 等 
离子 体 的 情况 ， 
假定 
wo SD kvr. D> kvr, (7.4.3) 
按 上 节 所 说 ,(7.3.7) 式 仍然 成 立 ,所 以 色散 关系 (7.4.2) 式 可 以 写成 
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LDO? 


fx 
Flt iV; es (7.4.4) 


8 = 人 1 (7.4.5) 


作为 初级 近似 , 取 8 汪 0， 代 入 (7.4.4) 式 右边 ,可 得 
一 0.. (7.4.6) 

这 波 称 为 电子 Langmuir 波 ， 它 在 长 波 、 低 温 及 (或 ) 高 频 的 极 
限 下 出 现 ， 为 求 得 更 精确 的 色散 关系 , 在 (7.4.5) 式 中 利用 近似 
(7.4.6), 得 到 8 一 《1 ， 再 代 人 (7.4.4) 式 右边 并 略 去 指数 小 的 项 ， 
刺 有 

oo 一 Ce(L 十 36214270 (7.4.7) 
把 (7.4.7) 式 代入 (7.4.5) 式 ,然后 第 三 次 代入 (7.4.4) 式 右边 , 求 得 w 
的 实 部 和 虚 部 分 别 为 


3 (1 S > Re . (7.4.8) 


， 2 
ee 49) 
注意 到 (7.3.7) 式 的 虚 部 是 


,) pe (9 1 
sr(w, Kh) — V7 0 Cy 
1 


Xe | wo 
XDPi 一 ? 
[03 0 


就 可 以 把 (7.4.9) 式 近似 写成 
w” = Qe (wm', KR) (7.4.10) 


显然 ”< 0. 根据 ww 的 表达 式 ,可 以 知道 电子 Langmuir 波 是 随 
时 间 稻 减 的 : 

E(r, 1) = Eoexp[i(R :rr —— wri)]e"’ (7.4.11) 
式 中 
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7 二 yt 


称 为 阻尼 率 ， 对 于 (7.4.3) 式 规定 的 情况 ,有 


x 0. 1 3 
op | -0 - =|. (7.4.12) 
显然 7 < w'， 因 此 电子 Langmuir 波 要 经 过 很 多 次 振荡 才 被 误 
减 ， 即 波 的 衰减 是 相当 慢 的 ， 
等 离子 体 波 发 生 的 阻尼 称 为 Landau 阻尼 ，Landau 阻尼 的 


物理 机 制 是 : 沿 电 波 方向 开 以 速度 v 一 运动 的 粒子 不 断 从 
场 吸 收 能 量 。 因为 本 是 电波 的 相 速 度 , 对 按 此 速度 运动 的 粒子 而 


言 , 场 是 稳定 的 ,因此 电场 对 粒子 作 功 。 但 是 ， 对 于 以 其 他 速度 运 
动 的 粒子 ， 电 场 作 的 功 在 一 个 周期 内 的 平均 值 为 零 ， 这 就 使 按 相 
速度 运动 的 粒子 对 场 造 成 阻尼 ; 而 按 其 他 速度 运动 的 粒子 对 场 却 
不 造成 办 尼 , 相 反 , 通 过 与 电场 不 断交 换 能 量 而 保持 纵向 等 离子 体 
疲 的 传播 . 

现在 我 们 可 以 理解 ， 在 (7.4.3) 式 的 条 件 下 ， 阻 尼 之 所 以 很 小 
是 因为 按 电场 波动 相 速 度 运动 的 粒子 很 少 。 事实 上 , 由 于 vr 冬 


vre < 二 所 以 按 相 速 度 运 动 的 粒子 只 是 Maxwell 分 布 的 高 能 
尾巴 上 的 极 小 部 分 ， 阻尼 Y 随 8 的 上 升 而 增 大 , 正 是 刀 * 上 升 造 


成 按 相 速度 运动 的 电子 数目 增多 的 结果 . 当 阻 尼 增 大 到 7 盖 w' 
时 ,波动 不 再 有 意义 。 

由 (7.4.10) 式 看 出 ，Landau 阻尼 与 介 电 率 的 虚 部 有 关 。 这 不 
是 偶然 的 。 事实 上 ,单位 时 间 单 位 体积 中 电磁 场 能 量 的 耗 散 为 


0 一 了 ( 巨 . 万， 
式 中 《> 表示 时 间 平 均 , D 和 都 为 实 量 。 对 于 (7.2.6) 式 给 出 
的 平面 波 ， 巨 应 当 换 成 > (E + E*), 相 应 地 有 
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po = [gs( 60, RYEs + Bui( 一 o， —R)E#], 


所 以 
D, 3 0 [一 ecs(o， hk)Es + Bop(— wo, —k)E#]. 


利用 (7.2.17) 式 之 后 ,有 


2 一 < > [ge$,(0wo, R) 一 sow, R)IEYEs, (7.4.13) 


其 中 用 到 关系 
(EsetsEF) =— (EecoE sg). 
由 (7.4.13) 式 可 见 , 造成 能 量 耗 散 的 是 介 电 率 张 量 eep 的 反 Her- 
mite 的 部 分 ; 对 于 (7.2.18) 式 那样 的 介 电 率 张 量 ， 就 是 se 和 5, 的 
虚 部 .。 
现在 讨论 
vn & & or (7.4.14) 


情况 下 纵向 等 离子 体 中 波 传播 的 可 能 性 。 因 相 速 度 距 电 子 和 离子 
的 热 速 度 都 很 远 ， 所 以 Landau 阻尼 也 不 大 。 把 (7.3.19) 式 代 人 
(7.4.2) 式 ,得 到 


0 1 Re LO 
lt RtiN su (C74.15) 
先 忽 略 相对 小 的 虚 部 ,得 到 
人 
LO 0 T+ A (7.4.16) 
再 利用 (7.3.17)、(7,3.4) 及 (7.1.15) 诸 式 ,可 将 上 式 写成 
3 zhaT. k’ 
(O ne yh (7.4.17) 
对 于 长 波 ，A2. 全 1， 上 式 又 可 化 为 (将 到 写作 w') 
zs 大 5p7。 
c' 一 人 (ki. < 1)。 (7.4.18) 
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To 


为 确定 % 的 虚 部 ,将 w 一 w' 一 17 代 人 (7.4.15) 式 的 左边 ,而 在 右 
边 则 取 w 二 w'; 本 边 的 实 部 当然 应 是 近似 相等 的 ;从 比较 两 边 的 
碟 部 可 以 得 到 


ee a (7.4.19) 
由 于 (7.4.15) 式 右边 的 虚 部 是 由 电子 成 分 贡献 的 (离子 成 分 的 贡献 
为 指数 小 ), 所 以 阻尼 是 由 电子 造成 的 。 这 是 因为 在 (7.4.14) 式 的 


条 件 下 , 按 相 速度 运动 的 电子 数 虽然 不 多 。 但 不 是 指数 小 , 而 


这 样 的 离子 数 则 是 指数 小 。 

从 色散 关系 (7.4.18) 式 看 出 , 当 A?2 和 1 时 , 频率 与 波 数 成 正 
比 , 这 同 声波 是 一 致 的 因此 ,这 支 纵 向 等 离子 体 波 被 称 为 离子 声 
波 . 这 种 波 的 相 速 度 是 


显然 ,由 于 zm < M ， 条 件 (7.4.14) 式 的 右 半 已 经 满足 ,而 要 使 左 
半 也 满足 ,必须 有 

T. > Ti, (7.4.20) 
这 是 离子 声波 存在 的 必要 条 件 ， 


图 7.2 纵向 等 离子 体 波 的 色散 关系 


。473。 


当 波 长 稍 短 些 , 使 得 《< 二 时，(7.4.16) 式 给 出 。 一 
Qi;, 这 是 类 似 于 电子 Langmuir 波 的 离子 波 。 对 于 更 短 的 波 ,离子 
成 份 对 阻尼 率 的 贡献 大 ,波动 不 再 有 意义 . 

本 节 得 到 的 纵向 等 离子 体 波 的 色散 关系 , 可 以 用 图 7.2 表示 
出 ， 当 sre (4 区 ) 或 < vri; (8B 区 ) 时 ,阻尼 很 大 ,波动 没 


有 意义 ， 在 元 六 ze 时 ,有 电子 Langmuir 波 。 在 4、B 两 区 的 夹 
颖 中 , 若 Ti < T.， 则 可 以 存在 离子 声波 或 离子 Langmuir 波 。 从 
(7.3.18) 式 可 见 ,在 B 区 以 下 的 区 域 中 (名 < vm )，s(o, 人 ) 不 可 
能 为 零 ,纵向 等 离子 体 波 不 复 存在 . 

最 后 考察 一 下 横 场 造成 波动 的 可 能 性 ， 对 方程 组 (7.4.1) 进行 
简单 的 讨论 可 以 知道 , 视 场 总 是 归结 到 电磁 波 , 其 色散 关系 为 


0 c 


Te (7.4.21) 
V es(w, *) 
由 于 


之 cvr, 
E, 
因此 w 《vr.， 空 间 色 散 可 以 忽略 ,也 就 是 说 ,总 可 以 认为 
si(w,4) 一 si(o 0) = el(w). 
这 种 疲 不 存在 Landau 阻尼 ,因为 波 的 相 速 度 超过 光速 , 没有 任何 
粒子 可 能 以 这 样 高 的 速度 运动 ， 


$7.5 ”初始 扰动 的 弛 入 
以 上 的 讨论 都 是 就 单 色 平 面 波 进行 的 。 现 在 考虑 如 何在 给 定 
的 小 扰动 初始 条 件 下 , 自治 地 求解 线性 化 的 Vlasov-Maxwell 方程 
组 .假定 没有 磁场 而 只 有 静电 场 
下 一 一 Vv9， (7.5.1) 
并 假定 离子 保持 平衡 分 布 不 变 , 只 有 电 子 分 布 函数 被 扰动 。 于 是 ， 
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对 于 较 小 的 扰动 ,可 以 把 方程 组 (7.2.3),(7.2.4) 和 (7.1.13) 写 成 


A6n(r,vU, 1) a AG6n(r, Vv, !) 
D; Or 


m Ov : 


pl7, 1) 一 一 co | 6n(r, vv, 1)dv, 


J(r, 1) 一 一 eco | 6n(r, v, 1)vdv, 


vy:.E = 4xp(r, 1), 
aE 


~ = 4xr(r,t), VXE= 0, 
Or 


式 中 m(v) 是 电子 的 平衡 Maxwell 分 布 : 


/2 3 
一 Ne (一 2) ss 
2 2xkaT, 人 2 大 p 了 了 。 


电子 的 分 布 函 数 为 
n(r, VvV, 1) = ny) + 6n(r, v, 1). 
给 定 初始 条 件 
n(r, V, 0) = m(v) + g(r, v), 
式 中 lg| 和 m(vz)， 那么 当 + > 0 时 仍 可 以 保证 
l6n(r, v, 1)| < nlv), 
于 是 Vlasov-Maxwell 方程 组 可 以 线性 化 ， 


(7.5.2) 


(7.5.3) 


(7.5.4) 


(7.5.5) 


(7.5.6) 


(7.5.7) 


由 (7.5.1) 至 (7.5.4) 诸 式 可 以 得 出 分 布 函数 的 扰动 5n(r, v ,1) 


和 静电 场 的 势 p(r, :) 所 满足 的 方程 组 : 


65ozCr,D，1) 人 Dpn(Cr, ol) 


eh 
eo Ono( v ) 
元 Vp Ov = 0， 


Viqg 一 4xeo | 6n(r, v, 1t)av. 


作 Fourier 变换 ; 


(7.5.8) 
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6n(r,v, 1) 一 | Bn v1)e rak, 


- 


Pr, 0) = | pa erak, 
(7.5.8) 式 变换 为 


Os + ik. vons(v, st) 
i1 


C0 Anmlv) 
十 — pelt)ikR .CO—a—— = 0, 
A (7.5.9) 
—Rpa(t) = 4xeo | ns(v, 1)dv. 
再 作 Laplace 变换 ，; 
6np(v) = | ena(v, 1) dz, 
有 (7.5.10) 
ph, 一 | ce “palt) dt. 
它们 的 逆 变 换 是 
orioo 
| Ongs(v, 1) | | enp(V) ds, 
f Jo-i 
: (7.5.11) 
1 fatioo 
Palt) ,2 e’ pusds; 


其 中 积分 路 径 是 复 * 平面 中 在 虚 轴 右 方 并 与 虚 轴 平行 的 直线 ， 位 
于 被 积 水 数 所 有 奇 点 的 右边 ， 
用 。 一 乘 (7.5.9) 式 中 每 一 个 方程 的 两 边 并 对 上 积分 ,由 5 之 0 
知 * 的 实 部 为 正 , 结 果 得 到 
(s + iR :v0)6n.(0) — ga(v) 


ojh. On(v) a 
十 7 3 B80 Phss 0， 


(7.5.12) 
名 一 一 4reo | nps(v) adv, 
式 中 
三 | —ih&:r dr 
ga(V) 一 sr， v)- Cr (7.5.13) 
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从 (7.5.12) 的 两 式 中 消去 nw《(v)， 得 到 qs,: 所 满足 的 方程 

0 | -ee (7.5.14) 
Rel(is, RR)Js + ik.v” 

其 中 gi(is, k) 由 (7.2.22) 式 给 出 。 取 速 度 空间 中 wx 轴 方 向 与 

一 致 : 则 (7.5.14) 式 又 可 写成 


Ph 一 _ xeo = . Ea(Vx)dvx 
呈 Re(is, R)J-™ 十 这 zs 
本 4xeol xX(is, k) 
Rk’ gi(15, k) ? 


PPh,s 


(7.5.15) 


式 中 
和 (yz) 一 || sao)avdv,, 
ie &) 一 人 Eales (7.5.16) 
将 (7.5.15) 式 代入 (7.5.11) 中 第 二 式 , 得 到 
ar is ke) 
palz) 已 | oC Rk) ds. 
$7.3 中 已 证 明 , 对 于 具有 平衡 Maxwell 分 布 的 等 离子 体 ，si(is, ) 
是 复 * 平面 上 的 整 函 数 。 现 在 进一步 假定 ga(v:) 是 复 v; 平面 上 
的 整 函数 ， 那 么 (7.5.16) 式 右边 的 积分 路 径 可 以 无 限制 地 向 下 移 。 
这 样 延 拓 之 后 ，(7.5.16) 式 所 定义 的 X(is, 月 ) 也 是 复 :平面 上 的 
整 通 数 。 显 然 ,(7.5.17) 式 中 被 积 锁 数 作 为 两 个 整 函数 之 商 , 它 仅 
有 的 奇 点 就 是 使 81(is, R) 一 0 的 极点 。 
将 (7.5.17) 式 中 的 积分 路 径 向 左 移动 ,并 在 过 到 6i(is, 有) 一 0 
的 根 时 从 其 右边 绕 过 ,如 图 7.3 所 示 ， 设 这 些 根 为 
sj = io(R) — rkK), f= 1,2,.. (7.5.18) 
则 (7.5.17) 式 的 积分 给 出 


Pht) 一 > Rje'i* 十 
i 


(7.5.17) 


—a+fo0 X(is k) 
x te a A 7.5.19 
| 65i(i5， k) ‘3 ( ) 


,477 。 


5 平面 


图 7.3 《7.5.17) 式 中 积分 径 的 左 移 


式 中 Ri 是 (7.5.17) 式 中 被 积 函数 在 1; 处 的 留 数 ,积分 路 径 是 平行 
于 虚 轴 的 直线 , o 充分 大 ， 使 积分 路 径 在 所 有 奇 点 9 的 左 侧 足 够 
远 。 于 是 积分 项 在 一 co 时 衰减 得 比 所 有 极点 项 Rie7 都 快 ， 
而 当 * 足够 大 时 有 


palt) ~ > Rje’r — 人) Rjeivie-ri, (7.5.20) 
i f 


可 见 ， 当 * 一 oo 时 ， 场 palz) 被 阻尼 掉 。 这 就 是 上 节 中 提 到 过 
的 Landau 阻尼 . 
将 (47.5.15) 式 代 和 (7.5.12) 的 第 一 式 , 便 得 到 


oy 5 十 法 .一 
Arcs 4. Om(v) X(zs, k) 
x 区 ww SR (7.5.21) 


作 道 Laplace 变换 时 ， 除 了 要 其 虑 Bi(ir, R) 一 0 所 导致 的 极点 
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之 外 ,还 要 考虑 到 :一 一 .vv 这 个 极点 。 由 于 这 个 极点 没有 实 
部 ,因此 阻尼 率 为 零 , 它 决定 了 * 一 co 时 积分 的 渐 近 行为 
One(V, 1)oceT hr (7.5.22) 


这 样 , 分 布 函 数 就 变 成 速度 的 振荡 函数 ， 振荡 的 周期 是 tr， 即 随 时 


闻 增 长 振荡 越 来 越 快 .通过 计算 电荷 密度 和 电流 密度 ， 可 知 它们 
都 和 ws 一 样 随时 间 被 阻尼 . 

分 布 函数 在 无 磁 撞 等 离子 体 中 不 被 阻尼 ,这 一 点 是 很 重要 的 ， 
它 深 刻 地 反映 了 Landau 阻尼 的 非 耗 散 性 质 ， 即 不 引起 系统 米 的 
增加 。 尽 管 场 被 阻尼 了 ,但 系统 偏离 平衡 的 变化 却 依然 存在 . 


$ 7.6 ”等 离子 体 回 波 


能 够 反映 Landau 阻尼 是 可 逆 过 程 的 最 明显 的 例子 是 等 离子 
体 回 波 ， 

考虑 原来 处 于 平衡 状态 的 一 维 等 离子 体系 统 。 设 它 在 :一 0 
时 受到 一 脉冲 形 的 外 势 扰动 

9 一 pd(z) cos kr, 

式 中 妃 是 常数 .这 一 扰动 含有 各 种 频率 成 分 。 经 过 短暂 的 弛 豫 ， 
系统 中 可 能 就 只 剩 下 等 离子 体 波动 (如 离子 声波 和 电子 Langmnuir 
波 ) 了 . 电子 Langmuir 波 的 阻尼 率 7 () J 为 


指数 小 的 量 ， 所 以 这 种 波 可 以 维持 较 长 的 时 间 。 在 1 > 一 -一 - 了 时 


间 后 ,等 离子 体 似 乎 已 经 平静" 了， 电势 .电荷 密度 和 电流 密度 的 
任何 扰动 都 已 消失 ;但 分 布 函数 仍然 未 被 阻尼 , 如 (7.5.22) 式 所 示 ， 
它 只 是 速度 的 很 快 振荡 的 函数 ， 


如 采 在 上 一 0 的 脉冲 之 后 卫 一 段 时 间 r > 


冲 , 即 引进 外 势 扰 动 : 
p(x, 1) =— pdt)coskix 十 pd(t — TT)coskr (7.6.1) 


式 中 op 和 qs 都 是 常数 ,二 < 妇 那么 在 《一 r 之 后 再 经 


二 ? 再 加 一 脉 
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过 一 段 时 间 cE， 等 离子 休 是 末 又 会 归于 平移 " 电 ? 初 看 也 许 
会 以 为 是 这 样 ， 但 实际 由 于 第 二 次 脉冲 引进 之 前 等 离子 体 并 非 处 
于 平衡 状态 ， 系 统 内 由 于 第 一 次 脉冲 所 造成 的 分 布 函数 的 变化 依 
然 存 在 ,所 以 会 有 新 的 现象 发 生 . 
由 Viasov 方程 (7.1.12) 可 见 ,分 布 函数 的 扰动 n(x,v, 1) 满 
足 方程 
O56n(x, v, 1) i yO6n(r, v, t) + So Op dm(v) 


Or Ox m Or dv 
= _C Ogp O65n(x, v, i) 6 
m Ox Ov > C02) 


式 中 已 包括 二 阶 项 在 内 。 这 里 ” 是 粒子 速度 在 * 轴 方 向 的 分 量 ， 
分 布 通 数 已 对 速度 的 y、z 分 量 积分 过 , 而 电势 ?已 包括 了 外 势 
p(x, 1!) 和 等 离子 体 本 身 所 产生 的 电势 , 即 有 


区 CO txeo| a (7.6.3) 

方程 (7.6.2) 及 (7.6.3) 可 用 Fourier 变换 法 求解 。 令 
ye | nae ks) d CS (7.6.4) 
p(x, t) 一 |p? SE 2 (7.6.5) 


.代入 方程 (7.6.2) 及 (7.6.3) 后 ， 用 e 4” 对 方程 两 边 并 对 dxd1 
积分 ,考虑 到 (7.6.1) 式 ,可 得 


dn 

% ) aot 《pw dy 
——% || tp dE, (7.6.6 
1m 《 Feet dv (2x) Co 
一 Rgpa 一 4reo | node — Rp (7.6.7) 


式 中 
yok 一 zi tk) 十 5 一 人 有) 
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十 zgp3[5(4 十 如) 十 5(R — Ra) le'™, 
在 一 阶 近似 中 , 格 去 (7.6.6) 式 右边 ,可 以 求 得 方程 (7.6.6) 及 (7.6.7) 
之 解 : 
ny 5 C0 Ano 开 


m dy AR2O 一 0 


Q = — (7.6.8) 
(dy 


其 中 si:(w,) 由 (7.2.23) 式 给 出 ， 为 求 得 下 一 级 近似 , 在 (7.6.6) 
及 (7.6.7) 式 中 置 

nok 一 1 十 nok Pak 一 Po + ok 
利用 (7.6.8) 式 的 结果 ,并 只 保留 到 二 阶 项 , 便 有 


(二 二 而 合计 下 
和 dz dv 


pi， 


9 


(7.6.9) 
Pp 一 一 4reo | ndv, 


式 中 


lok 一 一 所 | (K 一 RR) POR 0 。 (7.6.10) 


由 于 :一 z 以 后 第 一 次 脉冲 gi5(z)coshx 所 引起 的 电势 扰动 已 经 
被 阻尼 ,因此 在 (7.6.10) 式 右边 被 积 函数 的 因 了 于 9 中 ,可 
以 只 考虑 由 第 二 次 脉冲 p25(: 一 7 了) cos%x 的 影响 , 但 因子 wo, 中 
第 一 次 脉冲 的 影响 却 不 能 忽略 ， 因 为 分 布 函 数 未 被 阻尼 .在 这 样 
计算 (7.6.10) 式 右边 所 出 现 的 具有 各 种 波 数 的 二 阶 项 中 ,我 们 最 感 
兴趣 的 是 波 数 为 名 一 的 给 出 ' 回 波 的 项 , 即 含 有 5[4 士 ( 心 一 
多 )] 的 项 ， 因 为 , 以 后 将 要 看 到 ， 回 波 的 振幅 在 一 定时 刻 可 以 达 
到 极 大 值 ， 只 写 出 IT。 中 的 这 两 项 , 便 有 
Tn = J,(k, 42)5(K 一 名 十 k) 

十 Jo 一生, 一色 )6(*X 十 名 一 世 )， (7.6.11) 

式 中 


lok, £2) 一 2 pupskuh 5 SS 
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60 tao )r 
x| ee (7.6.12) 


Perr 
推导 过 程 中 用 到 8&1(w , f) 与 形 的 方向 无 关 , 因 而 有 si(o, 一 外) 一 
ei(w，《) 这 一 性 质 , 式 中 w' 应 当 理解 为 w' 十 20， 

(7.6.12) 式 右边 被 积 函 数 的 极点 包括 61 的 零点 和 几 一 一 Rv 
一 和 .在 对 dw' 积分 时 ,可 以 将 复 oo' 平面 中 的 积分 路 径 向 下 移 。 但 
围 道 从 这 些 极 点 上 面 绕 过 , 因此 形成 了 绕 每 个 极点 的 圈 ， 绕 61 堆 
点 的 圈 贡 献 负 虚 部 一 7() 或 一 > (h)， 所 以 随 7 的 增加 这 两 项 
按 。- 衰 减 ， 绕 w' 一 一 hv 一 i0 的 圈 贡 献 非 阻尼 的 项 ， 因 此 ， 
充分 长 的 时 间 之 后 ,有 

es . dno 
To 人 k,) 2 1x 人 
py 
“ee We 
再 从 方程 (7.6.9) 中 第 一 式 求 出 "总 , 代入 第 二 式 后 ,可 得 


4xeo oo dlok dv 
pe 
sl(w, k) 


2 (7.6.14) 
: CT 
当 hvrr 交 1 时 , 求 元 - 时。 可 以 只 对 指数 因子 efoto 求 导 ， 
为 只 有 这 样 求 导 才 会 给 出 一 个 远大 于 1 的 因子 。 对 〈7.6.14) 作 
逆 Fourier 变换 ,并 且 只 考虑 名 二 一 的 项 ,有 
(7 a 4reoe'**~0) dl1l,(k, ks) 
RD | a oO 


dvdodk _ 
X 6( 太 一 名 十 %,) i 
由 (7.6.13) 式 求 得 
dlo(k, ka) cor dn 
dv 2722 dv 


x pip Re thr Rr 
£1(— hw, ki)e(w 十 Aiz， 已) 
因此 g(x, 1) 中 含有 一 项 : 
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pr, 1) = RelA(lzt)e ts}, (7.6.15) 
式 中 ks bi 名 — k,, 


A() 一 一 到 cipipr 
om dn eivht-—r gy 
4no (7.6.16 
dv Ei(Rsv, ks)e(— kiv, Ki)er kav, ks) ( , 
AT 
而 人 


对 于 我 们 考虑 的 入 .1 的 情况 ,由 (7.4.12) 式 知 ，7 (为 
指数 小 且 随 的 减 小 而 减 小 ,既然 名 二名, 就 可 推 知 ，s1(%v ,名 ) 
在 复 v 平 面 上 的 零点 比 e1(《v ,《) 的 零点 更 远离 实 轴 ,但 都 在 实 
轴 以 下 。s:( 一 kv, 多) 的 零点 则 在 复 v 平 面 的 上 半 部 。 因 此 ， 当 
1 一 z 一 十 oo 了 时, (7.6.16) 式 中 积分 的 力道 可 由 复 w 平面 的 下 半 
部 无 穷 远 处 绕 回 ,我 们 有 

A(z)ocexp[l—7Y(R)(t 一天)]， 当 :一 全 一 co 时 . (7.6.17) 
但 当 :1 一 rv 一 一 0 时 ， 围 道 要 从 复 ” 平面 的 上 半 部 无 穷 远 处 绕 
回 , 我 们 有 


p(k,) 
We 区 
py(k,) 
8 se 


图 7.4 等 离 于 体 回 波形 成 的 示意 图 
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Alt) ocexp 二 >(k)( 一 | ， 


当 :一 7 一 一 oo 时 ， (7.6.18) 
(7.6.17) 式 及 (7.6.18) 式 说 明 , 1 二 时 波 数 名 五 一 入 的 波 振 
幅 最 大 .从 (7.6.16) 式 可 见 ， 这 一 极 大 值 与 两 脉冲 的 间隔 7 成 正 


比 。 在 极 大 值 的 两 边 4() 减 小 的 方式 分 别 由 (7.6.17) 式 及 


《7.6.18) 式 给 出 ， 这 样 ,(7.6.15) 式 所 给 出 的 等 离子 体 回 波 , 在 振幅 
达到 极 大 值 之 前 以 增长 率 7 ()/k! 增 大 ,而 在 过 了 极 大 值 之 后 
以 下 降 率 >( 心 ) 减 小 。 这 个 行为 可 以 用 图 7.4 来 示意 地 说 明 ， 

以 上 分 析 说 明 ,相隔 较 长 时 间 的 两 次 脉冲 ,会 在 一 段 时 间 之 后 
重新 激 起 场 的 整 拍 振荡 . 

对 线性 化 Vlasov 方程 的 讨论 到 此 结束 。 从 下 节 开 始 将 转向 
一 般 Vlasov-Maxwel 方程 组 的 讨论 ， 


$ 7.7” 矩 方 程 法 在 等 离子 体 理论 中 的 应 用 
一 般 Vlasov-Maxwel 方程 组 由 (7.1.12) 至 (7.1.14) 诸 式 组 成 ， 


这 一 方程 组 的 非 线性 使 研究 工作 十 分 难以 进行 我 们 现在 用 托 方 2 


法 来 讨论 它 ， 首先 引进 分 布 函数 xn“(r,v, 9 和 2 (ru，:) 的 
各 次 窍 , 以 下 只 要 在 不 致 引起 误解 的 地 方 都 将 不 特别 标 出 附 标 
(e) 和 (i)。 分 布防 数 的 零 次 窍 是 粒子 数 密度 


N= N(r, /) = | n(r, v, 1)dv, (7.7.1) 
一 次 矩 正比 于 粒子 的 平均 速度 
u= u(r, i) 三 ee n(r, Vv, 1)vav, 
或 者 写成 分 量 形式 
i oe Te | ar ob Dodo (7.7.2) 


以 下 将 主要 使 用 分 量 形 式 表 示 矢 量 和 张 量 ,注意 采用 求 和 规定 。 分 
布 函 数 的 二 次 矩 导致 胁 强 张 量 : 
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P 忆 一 Pi(r t) = | WC a (7.7.3) 
式 中 尺 表 示 电 子 或 离子 的 质量 ,而 
ds 

是 粒子 的 特有 速度 。 三 次 算 则 导致 热流 张 量 . 

CO 内 一 Or 1)=m | ViViVin(r, D，1)0dD2。 (7.7.4) 
注意 ,Pi 和 Qi 都 是 对 称 张 量 。 取 Vlasov 方程 的 各 次 矩 , 可 以 
得 到 一 组 耦合 的 矩 方程 。 零 次 乍 方 程 就 是 电子 或 离子 的 粒子 数 守 
恒 方 程 


+ E(u N) =0. (7.7.5) 


Or 
一 次 矩 方 程 是 电子 或 离子 的 运动 方程 
Ou; . Da 2 1 6 ee 二 
Or a 0 Ss (5 A ph， ws 


注意 ， 上 式 用 于 电子 时 有 4 一 一 eo, 而 用 于 离子 时 则 有 4 一 
zc。 反对 称 张 量 gij 由 《7.1.20) 式 定义 。 二 次 矩 方程 可 以 由 
(7.1.12) mVV 后 对 dv 积分 得 到 。 结果 为 


OP Ou; Ou; 
i+- 0 (0， Ey 
村 十 0 jk 十 uxPii) i Bx Os Ri 


es Sn + ejimP:) B,. (7.7.7) 

Pc 
方程 (7.7.5) 一 (7.7.7) 并 不 封闭 ,因为 9ii4 又 与 四 次 矩 有 关 。 只 有 
从 某 个 矩 截断 ,才能 得 到 封闭 的 方程 组 。 例如 ， 若 假定 热流 足够 
” 弱 , 则 可 在 方程 (7.7.7) 中 近似 地 取 Qi 为 零 ， 从 而 使 方程 


ee 
i 又 如 ,车 将 等 离子 体 看 成 冷 的 ,并 在 方程 (7.7.6) 中 近 


似 地 取 = 二 局 为 零 , 则 用 方程 (7.7.5)、(7.7.6) 及 Maxwel 方程 
组 (7.1. a 1.14) 式 可 以 提供 一 封闭 的 描述 ， 显然 , 这 样 作 相 
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当 于 流体 力学 层次 的 描述 . 
作为 算 方 程 方 法 应 用 的 一 个 例子 ， 考 虑 无 磁场 情况 下 在 一 均 
匀 氢 等 离子 体 背 景 中 的 离子 声波 扰动 。 假设 离子 相对 于 电子 是 冷 
的 , 即 
a (7.7.8) 


由 于 电子 达到 平衡 分 布 的 弛 物 比 离子 快 得 多 ( 见 §5.8), 因此 可 以 
假定 电子 数 密度 已 经 达到 Boltzmann 分 布 


a Nd 
NO 一 No oF 叶 )， (7.7.9) 
式 中 NP 是 由 一 0 处 电子 的 数 密度 ,电势 $ 则 由 Poisson 方程 
二 $b = 4xeo NO — NO] (7.7.10) 


确定 。 对 于 离子 , 由 于 条 件 (7.7.8) 成 立 ,可 以 略 去 方程 (7.7.6) 中 的 
-2 Pi 之 后 ,用 (7.7.5) 和 (7.7.6) 式 来 描述 , 即 


Ox; 
ND ne 
-> 十 (NiOu?) 一 0， (7.7.11) 
1 
Ouy” ) 0 on eo Oh : 
二 十 本 a 2 
Be M Ox; elo) 


由 EE= 一 5 及 B 一 0 知 ，Maxwell 方程 组 (7.1.13) 已 满足 ， 
所 以 《7.7.9) 一 (7.7,12) 就 构成 关于 N?、N 中 、gp 和 wt? 的 封闭 
方程 组 ， 
为 简单 起 见 ,讨论 平 几 何 的 情况 ,从 (7.7.9) 和 (7.7.10) 式 消 去 
N 之 后 ,就 得 到 下 面 的 方程 组 : 
(Op 一 4xe ex oF ’ 
4 ol oF TE ;) 一 Ws 


Or? 

ON a 
一 十 地- (NOuD) = 0， (7.7.13) 
Ou 0 ue — 09 

OG Ox M Ox 


ba 


引进 无 量 纲 变量 Xl pb Nu: 


3 1 一 10, 中 一 :一 入 


(7.7.14) 
No Ne #— wu Er 


其 中 1.、9; 分 别 由 (7.3.4) 式 及 (7.3.17) 式 给 出 。 于 是 方程 组 


(7.7.13) 可 以 写成 


Ce 
Ox” 

ON , O(Nu) _ 

一 一 7.7.15 
Or 本 Ox’ ( ) 
Ou 1 Ou 0¢9 

Or Ox’ Ox 


容易 看 出 ， N= 1\u= 0,、, 中 一 0 是 均匀 平衡 解 。 这 时 静电 势 为 
零 , 粒 子 不 动 ,粒子 密度 等 于 均匀 背景 的 粒子 密度 。 让 我 们 考 邢 对 


这 个 平衡 解 的 扰动 。 令 
N 一 1 十 7， 


并 认为 (注意 勿 与 分 布 函 数 混 清 ), x 及 4 都 是 一 阶 小 量 , 在 方 


程 组 (7.7.15 ) 中 略 去 二 阶 小 量 ,可 得 


0 , 

es ny 

2 一 0， (7.7.16) 
Ou Op _ 0 

Oz OAx 


从 上 列 方程 组 消去 和 mn， 可 得 
Op _ op og 
Or” Ox” OOx” 
考虑 平面 起 形状 的 扰动 : 
pcexp[li(k'x’ 一 oa )]， 
则 得 到 色散 关系 : 
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wo" 


LR 
回 到 原来 的 变量 x、t， 由 《x 一 人 rz，o 一 ot， 得 到 一 4h， 


wo 0 于 是 色散 关系 可 以 写成 
jt ke 
ww 人 Pr 1 (7.7.17) 
与 (7.4.16) 式 完全 一 致 . 
现在 进一步 研究 非 线性 方程 组 (7.7.15) 的 孤 波 解 。 所 谓 弧 波 ， 
就 是 随时 间 在 空间 推移 而 不 改变 其 形状 的 扰动 .为 寻找 这 样 的 解 ， 
设 pg'、N 及 * 都 只 是 变量 组 合 
T= — Mt (7.7.18) 
的 函数 , 式 中 M。 是 Mach 数 , 亦 即 在 *、x’ 时 空 坐标 系 中 孤 波 
的 速度 。 由 变换 (7.7.14) 可 知 


式 中 mw 是 在 1、x 时 空 坐标 系 中 测 出 的 孤 波 速度 ,而 
(ce 
《7 410Q) = NE 


是 离子 声波 的 相 速 度 。 设 扰动 仅 在 有 限 远 处 存在 ， 则 相应 的 边界 
条 件 为 
(3 了 | 一 oo 时 几 一 0， 0 
dn 
(7.7.19) 
这 里 19?| ~ co 意味 着 : 固定 时 x+ 一 土 co, 或 * 固定 时 :1 一 o%， 
利用 变量 mn， 可 以 把 方程 组 (7.7.15) 写 成 


a (7.7.20) 
dy 
SY Se eR (7.7.21) 
dn dn 
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一 罗 遇 or 村 


由 、 弦 六 I 


ne du du dp (7.7.22) 


二 而 Fa 
积分 (7.7.21) 式 ,利用 条 件 (7.7.19) ,得 到 
“一 Mt 一 羡 ) < M。 (7.7.23) 
从 (7.7.22) 式 积分 ,得 
(M,— 4«): = M3 — 29’, 
将 (7.7.23) 式 代入 ,得 到 
N= MM:— 2¢9) (7.7.24) 
再 将 (7.7.24) 式 代 和 人 (7.7.20) 式 ,有 
C2 NM _ 
dp V Mi:— 2¢ 
两 边 乘 以 这 后 对 ? 积分 ,得 


f 2 7 re 
二 (他 ) = oo + MAVMI28 一 (MD (7.7.25) 
| 


这 是 由 的 一 阶 非 线性 常 微分 方程 。 当 M。 在 某 个 范围 内 时 , 方 
程 (7.7.25) 有 解 ,这 个 解 就 是 孤 波 解 。 为 求 出 这 个 解 ， 考 谍 Mach 
数 略 超过 1 的 情形 , 令 

6 一 M, 一 1,0 一 s 嫌 1 (7.7.26 ) 
将 方程 (7.7.25) 右边 展开 成 由 及 的 级 数 ， 保 留 到 三 阶 小 量 为 
止 * 可 以 得 到 


Ee 
CS ) 2 p38 一 和 (7.7.27) 
这 个 方程 可 以 积分 ,从 而 得 到 一 个 孤 波 解 : 
中 = 3g8 sech’ [他 ) (zx 一 Mo) | (7.7.28 ) 


这 个 孤 波 的 波幅 为 3 , 而 宽度 大 约 是 6 悦 , 
§7.8* Korteweg-de Vries 方程 
为 了 哆 系统 地 研究 非 线 性 方程 组 (7.7.20) 一 (7.7.22) 的 性 质 ， 
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我 们 用 e 一 M。 一 1 作为 小 参量 在 各 未 知 量 平衡 值 (7.7.19) 的 附 

近 展 开 : 
N=1+4eND+ END ... 
pb' = Ep + ep2F+ -., (7.8.1) 
二 EUD 十 gw 十 , 

应 当 注 意 , 上 节 得 到 的 (7.7.28) 式 形状 的 解 中 , 宗 量 为 


sles [sx — zt) — sr], 
2 


因此 ,时 空 坐标 的 合适 的 标 度 是 
二 Ex CO— 1), T= eMr, (7.8.2) 


将 自 变 量 从 (x ,*) 变换 到 (5', +r)， 利 用 


0 no A 
Bx 85 ”8x ar 2 
可 以 把 方程 (7.7.20) 一 (7.7.22) 写 成 
E 0 一 ef 一 N， 
AE’ 
ON ON 8(N4) 
hate 二 0， .8.3 
E > BE 十 BE (7.8.3) 
OF Oa ds 
Or OAs’ Oé 08" 


将 (7.8.1) 式 代入 方程 (7.8.3), 写 出 阶 方程 ,有 
pb 二 ND, 
OND _ Ou 


O85’ 85 
Gu Ee 9D 
08 oF 
因此 可 以 选取 
由 由 一 ND 一 uD, (7.8.4) 
(7.8.3) 式 的 8 阶 方程 为 
9 490 ， 


有 


1 


Do DD) sp 十 二 ND, 


08” 
ON® aa O (NWa'd) Ox? 
cu 十 0 一 0，(7.8.5) 
85 er 0 OF 
Ou” Ou 十 xD ai- 64 
OE’ Or OE’ Ok’ “ 


利用 (7.8.4) 式 , 从 (7.8.5) 式 消去 N2 和 xx2， 可 得 No 所 满足 的 
方程 


ON BaNw 1 ON 
ND 十 一 一 0. 7.8.6 
Dr et OE’ 2 Be” ( ) 
令 | 
Na 一 2-Vie ,二 = 2-VE, 
方程 (7.8.6) 可 改写 成 
Oa Oa Oa 
一 一 十 = 0 7.8.7 
Br “ OF O¢: ( ) 


这 个 方程 称 为 Korteweg-de Vries 方程 ,简称 K-dV 方程 。 它 
是 在 1895 年 就 浅水 表面 波 问题 导出 的 。 关于 这 一 方程 的 理论 目 
前 已 相当 成 熟 。 这 里 只 作 一 简单 介绍 . 

为 寻找 (7.8.7) 式 的 具有 稳定 波形 的 解 , 设 


a = a(n), d= 6 — yr. (7.8.8) 
将 (7.8.8) 式 代入 (7.8. J 并 用 人 号 表示 对 ?3 的 求 导 , 便 得 到 
十 ae 一 po 一 0. (7.8.9) 
对 于 任意 常数 了 ， (7.8.9) 在 变换 
aa 一 4 十 了 了，vo 一 20 十 了 (7.8.10) 


下 形式 不 变 . 
方程 (7.8.9) 的 第 一 次 积分 为 


[dd 1 1 
a Dd 


式 中 ci 是 积分 常数 。 用 24 乘 上 式 两 边 , 再 作 积分 ,得 到 


a 一 一 本 和 十 pl 十 cic 十 ci (7.8.11) 
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式 中 <; 是 另 一 个 积分 常数 ， 用 (7.8.11) 式 右边 的 三 个 根 4、 qa2, a 
代替 常 系数 Voy Ciy C29 可 以 把 方程 写成 

妨 一 一 > (a (7.8.12) 
显然 有 


Vo 二 = (ai 十 U2 十 43), (7.8.13) 


我 们 只 关心 a(n)| 有 界 的 解 ， 因 为 导出 K-dV 方程 时 已 假定 。 
是 小 量 。 容 易 看 出 , 三 个 根 a1、 az、 a; 中 至 少 有 一 个 实 根 ， 其 余 两 
个 或 者 也 是 实 根 ， 或 者 是 一 对 共 轿 复 根 。 如 果 是 后 一 情况 ,例如 


mm 一 gq 六 ， 那 么 (7.8.12) 式 的 右边 就 可 以 写成 le — al?(as—a). 


若 ?一 0 时 给 定 4 过 4a, 则 “>>0; 对 ?一 0 时 z<0 的 情 
形 ,在 14 增 大 时 “一 一 co 对 ?一 0 时 ">0 的 情形, 在? 增 大 
时 4 将 向 a; 靠近 ,在 4 达到 4 时, a 一 0 但 a” 过 0, 所 以 a 又 将 
折 回 ， 随 1 的 增 大 而 趋向 一 eo。 因此 有 一 对 共 圈 复 根 的 假定 将 导 
致 |a(7)| 无界， 以 下 我 们 只 考虑 a1、as、as 都 是 实 根 的 情况 .不 
失 一 般 性 ,可 假设 a; 委 4; 委 a:， 而 通过 (7.8.10) 式 中 的 变换 总 可 
以 使 os 为 零 ， 如果 wa 和 a 也 都 为 零 , 那么 方程 (7.8.12) 将 只 有 平 
讲解 a 一 0。 所 以 我 们 假定 a, < 0. 于 是 , 方程 (7.8.12) 可 以 写 
成 


了 2 


a = — a) (a — a), 


0 委 a 委 za， a> 0, (7.8.14) 
容易 发 现 , s 只 能 在 [ay ail 之 间 变 化 , 否则 又 将 导致 1a(w)| 无 
界 . 
方程 (7.8.14) 的 解 的 性 质 取 决 于 4, 是 否 为 零 。 车 a = 二 0, 则 
可 以 解 出 


a(n) = asech? CG (7.8.15) 
式 中 积分 常数 的 选择 使 一 0 时 a(w) 取 极 大 值 ，(7.8.15 ) 式 是 
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一 个 孤 波 解 。 由 (7.8.13) 式 知 
1 


A 3 di1, (7.8.16) 


这 说 明 孤 波 的 速度 随 振 喇 的 增 大 而 加 快 . 
如 果 a3 兰 0, 则 方程 (7.8.14) 的 积分 给 出 


ya 12 8 
i FG 1 (7817) 
" | a Mo 


式 中 F(a,:) 是 第 一 类 椭圆 积分 : 


a | 2 (7.8.18) 
ol1 — Ssin’a 
而 6、s 定义 如 下 : 
a 一 他 | 
sinQ 一 a pe 人 (7.8.19) 


积分 常数 已 取 为 使 4 二 0 处 a 一 2 2 通过 (7.8.19) 式 成 为 “的 
函数 , 而 4 通过 (7.8.17) 式 成 为 了 的 函数 。 从 这 些 式 子 反 解 出 4， 
得 到 


a = gidn’ 0 可 ， :). (7.8.20) 


dn(F, s) = V1 一 psinia， (7.8.21) 
而 三 与 的 关系 由 (7.8.18) 式 决定 . 
(7.8.20) 式 是 一 个 7 的 周期 函数 容易 得 出 它 的 周期 是 


人 (7.8.22) 


这 里 


式 中 
x z da 
K(s)=F = ny (7.8.23) 
WW CG ) | 三 一 9sin2w 、 
事实 上 ，F(a, *) 作为 6 的 通 数 ， 当 o 增加 x 时 , 下 增加 2K(s). 
从 (7.8.21) 式 看 出 dn(F,s) 是 FF 的 周期 涵 数 ,其 周期 为 2K(s), 因 
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此 得 到 (7.8.22) 式 。 这 个 周期 1 也 就 是 在 确定 的 时 间 内 观察 到 的 
波长 ， 
当 gy 一 al 了 ，: 饼 1. 利用 近似 表达 却 : 


dn(z,s)=1 二 二 cos2s 十 0()， 女 1 


可 以 把 (7.8.20) 式 近似 地 写成 简 谐 疲 


4 一 加 (al 十 4a) 十 《ea; 一 a,) cos( a | | (7.8.24) 
在 a; 一 0 的 极限 情形 下 ，s 一 1，K(s) 有 近似 表达 式 "9: 


K(s) = 立 in - 0 (7.8.25) 


所 以 从 (7.8.22) 式 看 出 ,波长 对 数 增长 : 


(7.8.26) 
这 说 明 4; 减 小 时 , 相 邻 的 波 腹 之 间距 离 增 大 。 波 腹 附 近 的 波形 可 
以 由 (7.8.20) 式 取 * 一 1 处 的 极限 得 到 。 对 于 有 限 的 *>， 有 da(x， 
1) 一 sechs, 因 此 (7.8.20) 式 又 约 化 为 (7.8.15) 式 .这 说 明 当 wm 一 0 
时 ,局 期 性 波 将 分 成 一 系列 相隔 很 远 的 孤 波 . 

、 ”从 本 节 得 到 的 孤 波 解 和 局 期 性 波 解 看 出 ，a(#, +) 曲线 下 材 
盖 的 面积 不 随时 间 改 变 , 即 


| a(£,T)dt 一 0. (7.8.27) 
dt -oa 


事实 上 ,将 方程 (7.8.7) 两 边 对 积分 ,立即 可 以 证 明 上 式 ,这 说 明 
| a(&，r)d 是 一 个 运动 常数 ，Miura 等 曾 得 到 11 个 运动 常数 
的 显 式 (col 


$7.9* K-dV 方程 任意 初 值 问题 的 解 


非 线 性 偏 微分 方程 的 任意 初 值 问 题 是 一 个 困难 的 问题 。 但 
是 ,从 研究 Korteweg-de Vries 方程 与 Schridinger 方程 本 征 值 问 
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题 的 相互 关系 人 手 , 却 找到 了 解决 Korteweg-de Vries (K-dV) 方 


程 的 任意 初 值 问题 的 途径 ， 
设 
V8, 7) — — a 7), (7.9.1) 
那么 方程 (7.8.7) 可 以 写成 
OV OV BV _ 


先 设想 了 (sz) 为 已 知 , 并 把 它 看 成 是 一 个 与 时 间 * 有 关 的 势 爸 ， 
号 出 定 态 Schridinger 方程 

Oy 

08 
式 中 EE 是 能 量 本 征 值 ， 把 zt 看 成 一 个 参量 .显然 和 E 都 依赖 于 
参量 +r。 如 果 对 一 给 定 5 值 可 以 求 得 方程 (7.9.3) 的 本 征 态 , 其 中 
包括 有 限 个 束缚 态 , 相 应 的 能 量 为 

E, = 一 好， 站 
还 包括 一 连续 统 态 ,其 能 量 为 
E=R, >0, 
属于 本 征 值 E 的 束 继 态 本 征 函 数 4, 具有 渐 近 形式 
do ~ cae ns, 当 |81 一 00 时 (7.9.4) 

式 中 cw 一 cn(T)，k 一 Ka(+) 都 依赖 于 参量 r*。 可 以 假定 束缚 
态 的 疲 函 数 为 实 函数 且 已 归 一 化 ; 


| pidt = 1, (7.9.5) 


属于 连续 统 本 征 值 E 的 波 函 数 与 势 又 的 穿 透 有 关 . 假设 在 二 一 oo 
时 VV 一 0, 粒子 自由 运动 。 可 设想 从 5 一 co 处 有 一 稳定 的 平面 
波 “全 传 来 ， 碰 到 势 驮 时 会 发 生 贯 穿 和 反射 , 被 反射 的 部 分 与 人 
射流 合 起 来 写成 

p= e t+ R(R,T)e'ts, 5 一 oo (7.9.4’) 
而 员 穿 势 垒 的 部 分 是 


十 [E— V(t,r)]b=0 (7.9.3) 
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8 p= T(R,T)e ts, &—>— 00., (7.9.4") 

其 中 R(%, rr) 和 了 (4，r) 分 别 秘 为 反射 系数 和 贯穿 系数 .由 粒 
子 数字 恒 知 道 

人 

在 量子 力学 中 , 逆 散 散 问题 7"" 是 ,已 知 {cs(T), 《,(7)}, #1 一 

1,2,…, 和 NN 和 RATr)， 求 势 了 (5,z) 的 形状 。 逆 散射 问题 的 
解 由 下 云 给 出 : 

dK(E, EE,T 
(Er) 一 (7.9.6) 


其 中 K(8,5,T) 是 线性 Gelfand-Levitan 积分 方程 (参见 文 
献 [71]) 
K(#, 1,7T)+ B(E + ,7) 
十 | ar Bn + 7,r)K(E, ,7T)=—0 (7.9.7) 
的 解 在 % = 二 时 之 值 ;(7.9.7) 式 中 8(#,r) 由 下 式 定义 


BGS,r) 一 于 AR tet 


N 
+ DY) csr)e-tans, (7.9.8) 
n=1 


从 (7.9.6) 一 (7.9.8) 式 可 见 ， 只 要 我 们 知道 c(t)、kn(r) 和 
R(%, +)， 就 可 以 求 得 了 (5，r)。 现 在 让 我 们 来 考察 上 面 的 结果 
和 求解 K-dV 方程 的 关系 . 

从 方程 (7.9.3) 解 出 


= 1 op 
VO (7.9.9) 


设 这 V(5, 7) 满足 K-dV 方程 (7.9.2)。 代 人 (7.9.2) 式 ,经 过 仔细 
计算 后 ,可 以 得 到 


M4E /1 8 [60% ，a9 
de 六 | 各 9 | 和 


式 中 


“ 196， 


-8 Op iV+ EL 11 
9 BD 3(V 十 ) ade- (7.9.11) 


对 于 离散 本 征 值 BE,(z) 一 一 Ar(r) 及 相应 的 归 一 化 浮 数 g.(8， 
z)， 把 方程 (7.9.10) 两 边 对 * 从 一 到 co 积分 ,得 到 


dE, 、 pd 一 0 (7.9.12) 
dT -:-o 
考虑 到 (7.9.5 ) 式 ,有 
2 (7.9.13) 
dr 


所 以 in(r) 与 7 无关 : 
kn(T) 一 Ra(0)., (7.9.14) 
将 (7.9.13) 式 代 回 (7.9.10) 式 中 ,得 
Op» 0 
号 [ae 0. -6. 90:] -。 
式 中 9, 是 (7.9.11) 式 中 置 $ 一 J,、E 一 也 所 得 表达 式 。 将 上 
式 对 疆 从 一 co 到 二 积分 ,得 到 


ob no _， 09, _ 
BE OQ» 一 Ps Be Du。(r) (7.9.15) 
用 %z 乘 上 式 两 边 并 对 三 从 一 co 到 积分 ,得 
一 D,(7) 上 ee 4 Flt) (7.9.16) 


Op, ， Op, Oy 
— 3{(V E,)——= 
Or OF’ We 1 


‘ad 
3 Fass 十 Day， | 每 . 


由 于 ys(s,zr) 在 一 c2 处 指数 衰减 , 所 以 为 名 免 上 式 中 积分 发 散 ， 
应 选取 


(7.9.17) 


D。(r) = 0. (7.9.18) 
将 (7.9.17) 式 乘 以 ,后 再 对 5 从 一 2 到 oo 积分 ,并 将 (7.9.9) 式 代 
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入 ,经 分 部 积分 后 可 得 
Flr) | wads — 0, 


所 以 
F,(r) = 0. (7.9.19) 
于 是 ,(7.9.17) 式 成 为 
bo _ 0p» 
Ds 3(V 十 E,) 0. (7.9.20) 


当 8 一 00 时 ,VV 一 0, 而 $4 取 (7.9.4) 式 的 形状 。 将 (7.9.4) 式 
I 9.20) 式 ,可 以 得 到 

cn(T) = cn(0)ewrir, 二 一 co。 (7.9.21) 
对 于 连续 谱 ，(7.9.10) 式 也 成 立 。 对 于 固定 的 《 0, 能 量 E= 


心 满 足 人 一 0， 这 能 量 所 对 应 的 本 征 函数 由 满足 


8 8 
el | 

Sy 可 求 得 

0 

3E 十 一 3( + EE) 
cd2 

当 5 二 一品 时 ,VV 一 0, 由 由 (7.9.4") 式 给 出 , 所 以 (7.9.22) 式 
成 为 


sR p(s) 。 (7.9.22) 


2T OU 上 PT(k 7) 
Or 


D(7) ei Si 
= FOOTHR D+ RES) 


当 皇 变动 时 ,上 式 右边 第 二 项 是 振荡 的 ， 但 其 余 各 项 都 保持 不 变 ， 
因此 必然 有 DGr) 一 0。 因 此 (7.9.22) 式 变 成 


Op + 0% 一 3(V 0 - 
Br Be (V+) F(r)g, (7.9.23) 
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当 上 -> oo 时 ,一 0, 由 由 (7.9.4) 式 给 出 , 代 人 上 式 后 ,得 ( 略 
去 F(T) 的 宗 量 ,简写 为 忆 ) 
(ss 一 4ik’R 一 FR ) eits 十 (41k — F)e tt = 0, 
上 式 中 ce 人 及 e 符 的 系数 必须 分 别 为 零 , 于 是 得 到 
OR 

Dr 

421 一 下 一 0， 
从 以 上 两 式 消去 ,得 

OR 2 
BD 8iK°R = 10， 
由 此 马上 解 得 
R(R, T) =— R(R, 0)erakr， (7.9.24) 

现在 让 我 们 回 过 头 来 看 K-dV 方程 的 初 值 问题 ， 对 于 给 定 的 
初始 数据 a(5,0)， 从 (7.9.1) 式 确定 V (8 ,0)， 然 后 求解 7 一 0 
有 时 的 定 态 Schrsdinger 方程 (7.9.3), 得 到 {%,(0), cs(0)}, nn 一 
1,2, ,入 和 R(《, 0)。 通过 (7.9.14)、 (7.9.21) 及 (7.9.24) 式 可 
以 得 到 {R(T), co(T)}, 2 一 1,2,-…,N 和 R(*,T)。， 最 后 顺 
序 从 (7.9.8)、(7.9.7) 及 (7.9.6) 式 求 出 B(5, T+)、K(#,#,7) 和 
7 ($8, +)， 就 可 得 到 a(#, 7) 一 一 K-dV 方程 初 值 间 题 的 解 . 

上 述 解法 把 非 线 性 仿 微 分 方程 一 一 K-dV 方程 初 值 问 题 的 求 
解 转化 为 两 个 线性 方程 , 风 定 态 Schridinger 方程 和 Gelfand-Lev- 
itan 积分 方程 的 求解 . 

我 们 以 一 个 有 趣 的 例子 结束 对 K-dV 方程 的 讨论 。 假设 初 
始 状态 是 由 (7.8.5) 式 给 出 的 那 种 孤 波 , 即 


a(#,0) 一 asechz(os)。 oa 一 es. (7.9.25) 


那么 从 (7.9.1) 式 就 有 
V(E, 0) = 一 Fesech (es )， Vo 一 


他 


和， (7.9.26) 
6 
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方程 (7.9.3) 可 以 写成 

Oy 

OE? 

对 这 一 方程 的 详细 讨论 表明, 它 的 离散 本 征 值 是 
E, =— 一 02(5 一 姑 ) ， 


1 4V, 
| 1+ 友 一 !|， 
nn 二 0,1,2,.…， < 之 5$, 


对 于 (7.9.25) 式 和 (7.9.26) 式 所 给 出 的 < 和 Fo, 可 算出 一 1， 所 
以 方程 (7.9.27) 只 有 一 个 离散 本 征 值 (和 一 0 相应 ): 


E 一 一 竺 7.9.28 
1 ( ) 


+ [Et Vosech' (ot)]y 一 0. (7.9.27) 


假如 初始 条 件 (7.9.25 ) 式 改 成 
a(#,0)= > disech[oi( — 5;)], 


ai 
0 一 ai>0 (7.9.29) 


选择 式 中 的 5b; 使 (7.9.29) 式 代表 一 组 相隔 很 远 的 孤 波 , 它们 在 初 
始 时 刻 彼此 没有 相互 影响 ,所 以 方程 (7.9.3) 的 本 征 值 谱 就 是 在 每 
个 位 阱 里 有 一 个 “能 级 ’: 


如 果 ai 各 不 相同 ， 则 能 量 Ei 也 各 不 相同 。 这 些 能 量 都 不 再 随时 
闻 变 化 . 

既然 孤 疲 的 传播 速度 随 振 由 的 增 大 而 加 快 ， 那 么 振幅 大 的 孤 
波 就 必然 会 赶 上 和 超过 振幅 小 的 .在 两 孤 波 相 ' 磁 撞 ` 的 过 程 中 谱 
也 不 变 , 因 此 经 历 一 系列 “ 磁 撞 ` 后 仍然 是 一 系列 孤 波 ,其 振幅 大 小 
不 变 ( 因 为 每 一 个 分 离 的 孤 疲 与 一 个 本 征 值 相对 应 ,而 本 征 值 不 随 
时 间 变 化 ), 但 其 梁 序 会 发 生变 化 ,振幅 大 的 会 跑 到 前 面 去 ,最 后 各 
孤 波 将 按 振幅 大 小 的 顺序 排列 . 
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$ 7.10 ”磁场 中 等 离子 体 的 分 布 函数 


以 上 所 讨论 的 等 离子 体 都 没有 受到 外 磁场 的 作用 。 如果 有 外 
磁场 的 作用 ， 问 题 将 复杂 得 多 . 我 们 将 遵循 前 面 各 节 中 讨论 无 磁 
场 等 离子 体 的 线索 来 讨论 磁场 中 的 等 离子 体 ， 即 先 讨论 线 性 化 的 
Vlasov 方程 ,然后 再 考虑 非 线 性 的 情况 .为 简单 起 网 , 仍 假 定 等 离 
子 体 中 只 有 两 种 成 分 : 电子 (电荷 为 一 eo, 质量 为 m) 及 正 离 子 
(电荷 为 zeo, 质量 为 M )， 一 般 情况 下 ,只 对 电子 写 出 公式 ， 

无 碰撞 等 离子 体 中 电子 满足 的 方程 是 (7.1.12) 式 , 即 


On ‘2(E 由 x 忆 ) . 2 一 
Ey +v 0 地 J 0, (7.10.1) 


v 
这 里 省 格 了 ”的 附 标 <。 假 定 有 一 均匀 恒定 的 外 磁场 B 存在 , 总 
磁场 强度 可 以 写成 
| Bl(r, 1) = B,+ B'(r, 7). (7.10.2) 


再 假定 电场 £ 和 磁场 中 B'(r, 1) 部 分 都 很 弱 ， 就 可 以 把 电子 分 布 
裔 数 也 写成 两 部 分 之 和 : 

n(r, v0,71) = n(v) + 6n(r, v, 1), (7.10.3) 
式 中 6n(r,v, 7/) 是 小 量 。 把 (7.10.2) 及 (7.10.3) 式 代入 方程 
(7.10.1), 可 以 得 到 


~ vxB,. ov) 0, (7.10.4) 
mec Ov 
OBn O6n CE0 zxX B OBn 
Or Or me ” po 
一 6 工 '\. Om 
(E+ Lox B’) 5 (7.10.5) 


沿 B 取 zx 轴 。 设 :和 px 分 别 是 在 号, 方向 和 垂直 于 局， 

的 平面 上 的 分 量 。(7.10.4) 式 表明 本 在 由 B, 和 vw 确定 的 平 
面 上 ,办 此 如 (v) 和 vi 的 方位 角 无 关 而 只 是 vs。 和 vi 的 函数 ， 

no(V) 一 nvs, v1). (7.10.6) 
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现在 收 定 扰动 是 平面 流 , 即 


E,B',6n cc Ci Ch ro (7.10.7) 
由 Maxwell 方程 (7.1.13) 的 第 一 式 , 虽 
1 8B 
xE=—-— ——， 
Oz 


考虑 到 (7.10.2) 式 和 (7.10.7) 式 , 便 得 到 
1uB=hxXE. (7.10.8) 


用 《: Au 分 别 表示 有 在 B, 方向 和 垂直 于 B。 的 平面 上 的 分 量 . 
沿 h 取 x 轴 , 沿 B。x ki 取 y 轴 ,建立 直角 坐标 系 , 记 尼 与 BB 的 
夹 角 为 6, &: 与 pg 的 夹 角 为 gq， 如 图 7.5 所 示 。 可 见 ，(v1i, 9， 
vs) 是 v 的 柱 坐 标 。 


图 7.3 矢量 B,、k、v 的 相对 位 置 和 坐标 系 的 选择 


利用 (7.10.7) 式 和 (7.10.8) 式 ,可 以 把 方程 (7.10.5) 写 成 
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村 “|E I E)| | St), (7.10.9) 
m (0 v 


式 中 
wo = SB (7.10.10) 


me 


称 为 电子 的 Larmor 频率 或 回旋 频率 。 记 


om tt pe (7.10.11) 
Wpe Be 
QO(g)—— dm. | +ivx(kx E)|, (7.10.12) 
Mm Be Ov (CD 
则 方程 (7.10.9) 可 以 简写 为 
2 + ila+ Beosp)6n = O(gq). (7.10.13) 
9 


如 果 m(v) 一 m(v) 与 品 的 方向 无 关 ， 则 2 3 与 0 同方 向 , 而 
(7.10.12) 式 右边 方 括号 内 第 二 项 与 5 的 标 积 为 零 。 于 是 有 


0(p) 一 一 Om ER (7.10.14) 
WBe Ov WW Be Og 


式 中 。 一 二 mv? 是 电子 的 动能 ， 
从 方程 (7.10.13) 可 以 解 出 
6n 一 ei(aptpsing) | tag 十 Bsing 720(g' )agqg ， 
或 , 作 积分 变量 变换 mw 一 一 Tt 后 ,得 到 
bn = eibsing | ebsin(g niorO( gy T)drt, 
式 中 积分 常数 C 的 选择 应 保证 5n 是 9? 的 周期 函数 . 由 于 被 积 通 
数 和 积分 前 系数 都 是 9 的 周期 函数 ， 所 以 若 积分 限 与 9 无 关 就 可 


以 满足 要 求 , 因此 应 当选 择 C 为 co 或 一 co。 但 是 , 按照 Landau 力 
道 积分 的 原则 (7.2.9) ,积分 应 当 按 w 一 w 十 i0 来 进行 ,在 目前 情 
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形 下 也 就 是 应 当 把 c 看 成 a 一 10， 于 是 积分 在 C 一 co 时 收敛 . 
注意 这 是 对 电子 而 言 。 对 于 离 和 于， 电荷 为 geo, 故 csc 应 改写 成 
一 8 这 里 
zcoBo 
Me 
是 正 离子 的 Larmor 频率 或 回旋 频率 ,这 情况 下 ，o 一。 十 10 对 
应 着 a a 十 10, 积分 在 C 一 一 co 时 收敛 . 

根据 以 上 讨论 ,对 于 电子 ,有 


(7.10.15) 


WBi 一 


6n 一 Joexp[—ior 一 2i8 cos ( op 一 工 | sin | 0O(q — Tar. 
0 


(7.10.16) 
当 Bo。 一 0 时 ,上 式 就 约 化 为 (7.2.8) 式 .事实 上 ,注意 到 B。 一 0 时 
oa 一 0， 故 “六 1，(7.10.16) 式 中 积分 主要 来 自 rY 匀 1 区 域 的 
贡献 。 因 此 ,近似 地 有 


一 fcT 一 2i8 cos( pC— 工 ) sin 7 一 ~—i(% 十 bcosqp)r, 


于 是 (7.10.16) 式 成 为 
6n = O(q) | ex [= “一 和 |ar 


(9Be 


取 w 一 w 十 吉 时 的 积分 ， 并 注意 到 (7.10.14) 式 ,就 得 到 (7.2.8) 


:pe 
现在 讨论 方程 (7.10.13) 的 另 一 种 解法 。 置 
6n 一 ctsingg, (7.10.17) 
代入 方程 (7.10.13)， 便 得 到 
3 + zag = erpin90()。 (7.10.13’) 
gp 


把 有 g(V) 及 0O(Cp) < QO(v.,, V1, 9) 看 作 2 的 函数 ， 展开 成 
Fourier 级 数 ， 


二 一 >， ce''Pg, (vs, v1) (7.10.18) 


二 一 吕 
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eifsingQ(y) 一 >，cr90， (7.10.19) 


了 一 一 中 


那么 从 (7.10.17) 式 及 (7.10.13') 式 可 得 


bd 
On 一 一 epsing > ， e'‘Ppg, (vs,, vl) 


f= 二 wm 


(7.10.20) 
i 0O; cpBcO， 
8 ic 十 s) 呈 1[ Rv (w WE swpe)] 
由 (7.10.19) 式 可 以 求 得 
Qi > er 7 009)d9 (7.10.21) 


可 见 , 这 种 解法 自动 保证 了 5n 是 9 的 周期 函数 。 从 (7.10.20) 中 第 
二 式 可 以 看 出 ,如 果 
Rs | re < coop， lo 一 nog|l Kw (7.10.22) 
其 中 ” 是 某 个 整数 , 那么 级 数 (7.10.18) 中 “一 2 的 一 项 比 其 他 各 
项 都 大 得 多 ;因为 (7.10.22 ) 式 使 
lg > 0。， 

而 * 兰 2 时 ， 由 于 lvop 一 ol 有 ose， 有 18 过 020， 这样， 在 
(7.10.22) 式 的 条 件 下 ，(7.10.18) 式 可 以 写成 

g einPgs 一 和 2 7 cr ，【〔7.10.23) 


而 从 (7.10.17) 式 有 


Rv . 


sing | 
sh (7.10.24) 


| 1 ( ng 一 


yy 
式 中 
QF +2) ep| 一 ie > sin 9 )| QC(p' )ap'. 


(7.10.25) 
(7.10.24) 式 给 出 了 (7.10.22) 式 条 件 下 分 布 函数 对 角度 9 的 显 式 依 
赖 关 系 。 特别 值得 注意 的 是 : ”一 0 且 《 一 0 时 ， 分布 水 数 与 
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9 无 关 。 其 物理 原因 是 ， ”= 一 0 时 (7.10.22) 式 给 出 w < wm， 即 
Larmor 频率 远 远 大 于 电磁 场 以 及 分 布 函数 扰动 的 频率 ,这 使 分 布 
画 数 对 转动 角 作 了 平均 . 

w 一 nwa 时 82 出 现 的 共振 峰 称 为 电子 的 简单 (一 1 时 ) 或 
多 重 (”> 1 时 ) 回 旋 共 振 . 


$7.11 磁场 作用 下 等 离子 体 的 Landau 阻尼 


在 $7.4 中 已 经 讨论 过 Landau 阻尼 ， 并 曾 指出 Landau 阻尼 
的 机 制 是 按 场 的 相 速 度 运 动 的 粒子 从 场 吸 收 能 量 。 在 磁场 作用 下 
的 等 离子 体 中 也 可 以 有 Landau 阻尼， 但 条 件 略 有 不 同 。 磁场 中 
的 带电 粒子 同时 参与 两 种 运动 ， 即 平行 于 磁场 的 直线 运动 和 在 垂 
直 于 磁场 的 平面 中 的 Larmor 回转 。 在 垂直 于 磁场 方向 的 圆周 运 
动 中 ,如 果 在 圆周 的 某 处 粒子 从 场 吸 收 能 量 , 则 在 圆周 的 相对 处 粒 
子 必 刚 好 把 等 量 的 能 量 交 给 场 ， 所 以 Landau 阻尼 只 发 生 在 粒子 
速度 在 平行 于 磁场 方向 的 分 量 等 于 场 的 相 速 度 时 , 即 
vhs, = w. (7.11.1) 
这 就 是 磁场 作用 下 等 离子 体 中 Landau 阻尼 发 生 的 条 件 . 
但 是 ,磁场 作用 下 的 等 离子 体 中 ， 还 有 另外 一 种 耗 散 机 制 , 称 
为 Landau 回旋 阻尼 , 它 与 带电 粒子 的 Larmor 回转 相 联系 。 在 
随 粒 子 以 速率 v, 沿 磁场 B 方向 运动 的 特有 坐标 系 中 ， 电 子 以 频 
率 wg 在 圆 轨 道上 运动 。 从 电动 力学 的 观点 看 来 ， 这 是 一 个 以 频 
率 ws 辐射 的 振子 ， 当 振 子 放 在 变化 的 外 场 中 时 ， 它 就 吸收 这 个 
频率 .在 实验 室 坐 标 系 中 (这 个 参照 系 相对 于 特有 参照 系 以 速率 
vs 沿 一 避 , 方向 运动 ) ,电磁 波 的 频率 因 Doppler 效应 而 变 成 w 一 
o 一 fszxs。 因 此 , 若 电子 的 运动 速度 与 场 的 频率 满足 条 件 
Ww — kvs = wpss (7.11.2) 
电子 就 会 吸收 场 的 能 量 而 使 场 阻 尼 . 
如 果 A 一 0， 那么 电磁 场 五 、 巨 ' 在 垂直 于 B, 的 方向 上 是 
均匀 的 , 即 作 圆周 运动 的 振子 所 受 的 力 与 它 所 处 的 位 置 无 关 , 这 时 


振子 只 吸收 频率 为 ws 的 电磁 波 。 但 是 ,如果 ki 关 0， 电 磁场 
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各 、B' 在 鲜 直 于 B, 方向 的 平面 上 不 均匀 , 则 振子 所 受 力 与 它 所 处 
的 位 置 有 关 、 它 的 振动 频谱 除了 频率 wa 之 外 还 包括 其 倍 频 。 于 
是 ,只 要 
wo — Kv; 一 nwge, n 一 任 党 况 数 (7.11.3) 
成 立场 也 会 被 阻尼 . n 一 0 时 就 是 (7.11.1) 式 的 情况 , 为 
Landau 阻尼 ; n 六 0 时 则 为 Landau 回旋 阻尼 ; 电子 的 回旋 共 
振 ，” 一 土 ! 时 是 简单 的 ，|2>| 宇 2 时 是 多 重 的 。 当 电子 热 速 度 
27 满足 
kzr ss lo 一 moas|， 2 一 任意 整数 (7.11.4) 
时 ,近似 符合 条 件 (7.11.3) 式 的 电子 数 相 当 多 ， 造 成 的 阻尼 也 相当 
大 。 对 于 离子 ,和 上 面 同 样 的 讨论 也 可 以 得 出 类 似 的 结论 。 
由 (7.10.20) 式 及 (7.10.23) 式 可 见 ， 对 于 给 定 的 4:，, 满足 
《7.11.3) 式 条 件 的 离散 "。 值 刚好 和 so 的 Fourier 展开 中 各 项 的 极 
所 相对 应 。 各 极点 间 的 距离 随 B。( 因 而 wz) 的 变 小 而 变 小 。 在 
DB 一 0 的 极限 ,vs 的 极点 值 由 (7.2.8) 式 , 即 
w=R'.v=—hv,.+R.v, (7.11.5) 
确定 。 这 时 v, 从 依赖 于 离散 值 > 变 为 依赖 于 连续 参量 Ri. vi. 
让 我 们 在 简单 电子 回旋 共振 (n 一 1) 区 计算 等 离子 体 的 介 电 
率 张 量 。 为 简单 起 见 , 假定 
&zye & wpe (7.11.6) 
在 分 布 函数 的 Fourier 展开 中 保留 = 1 的 一 项 ,有 [ 见 (7.10.24) 
式 ] 


Kivir 


po i ( Pe sing | 
i[R,vs ee (w 四 wae )] ” 
考 蕊 到 条 件 (7.11.6) 式 ， 上 式 可 以 用 ts 作为 小 量 展开 .由 于 


现在 芳 虚 的 是 4 二 1 的 回旋 共振 区 ， 电磁场 在 (x, y) 平 面 内 即使 是 
均匀 的 也 仍然 存在 频率 为 ez 的 回旋 吸收 ,所 以 8” 展开 式 中 的 第 
一 项 ( 零 阶 项 ) 虽 然 与 《vi 无 大 ,也 已 经 可 以 说 明 问 题 了 。 于 是 有 


3547， 


6n 一 


O10 Be er 


， (7.11.7) 
1[ Rv (ww oe wpe )] 
式 中 2 值 可 由 (7.10.25) 式 及 (7.10.14) 式 得 出 : 
一 _ 2 2 . Ee-vado 
9 2x0 Be Og Jo 9 “ We 
如 果 芭 是 Maxwell 分 布 
3/2 2 
=N, (二 二) (一 了 一 )， 
2xksT 2kgT 
Ono fg 
bi ss = A 
则 Be ET ? 而 
— _ 一 me。 |™,. 已 -ezoo 7.11.8 
2 2 v c 9 ( ) 
由 0 一 (vicosqg', v1 sing’ ,vs)， 可 以 写 出 
v:E= viE,cosgq + vE,sing 十 五 ys， 
所 以 (7.11.8) 式 给 出 
一 二 ?co (EF iF 7.11.9 
O， 2RpT wg, ( 1 y)。 ( ) 
代入 (7.11.7) 式 ， 得 到 
二 incwie (Br iE,) (7.11.10) 


2kaT [Rv Eh (w 本 cope) ] 
利用 上 式 , 可 以 从 (7.2.13) 中 第 二 式 求 出 极 化 矢量 


P, 一 =| eovaOndv 
0 


注意 dv 一 vidv1d padv,, 作出 对 dvL 和 dq 的 积分 ,就 得 到 
Pp, = —iPp, 一 Ni(E: 一 iE,) ( 滋 下 


2mcok 。 2xkaT 
(3 
A 
本 PE i0sgnk, 
人 : (7.11.11) 


» S08 ， 


对 >>0 和 A 台 < 二 0 的 情况 分 别 讨 论 上 式 中 的 积分 ， 再 利用 
(7.3.3)、(7.3.5) 和 (7.3.8) 诸 式 , 可 以 写 出 


S 1 ep WW WB 
ee i 

. 4 20 《om 一 oae) V2 vre |k, | 
P.=—0 (7.11.12) 


但 由 D, 一 EopBEp = Es 4=P。 有 P, = yp (Eap 一 6.p) Eg, 与 
EL 


(7.11.12) 比 较 , 得 到 


1 1 9: 
gs 一 1 一 8 一 1 一 一 18yx ibyy 一 一 一 一 一 一 一 
要 一 om) 
x (je ) 
V2 on ltl oi 


8 一 T 一 gx 一 8 一 8 一 8 一 0。 
F(w) 的 近似 展开 ;结果 有 


0 Fk F (一 二 ce ) 2 00 一 wae) 
2o(o 一 ca) 、V 2 vrlk,l 2evieks 
2 
1 MrG 2 = 十 8 
2 2 wo Rs vr 
于 是 介 电 率 张 量 为 
1 十 4 十 1 bP—ia 0 
8op 一 | 一 2 十 14 1 十 4 十 地 | (7.11.14) 
0 0 1 


根据 (7.4.13) 式 ,造成 电磁 场 能 量 耗 散 的 是 8 的 反 Hermite 部 分 ， 


即 
ib b 0 
0 0 0 


当 &x 一 0 时 ,如 果 oo 关 oz 则 (7.11.13) 式 中 国 数 忆 一 一 1， 
而 so 的 反 Hermite 部 分 一 0, 即 阻尼 不 出 现 .事实 上 ,从 (7.11.2) 
式 知 道 ， ks; 一 0 时 ， WE Be 是 使 场 阻 尼 的 条 人 -» 这 个 条 件 与 粒 
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子 的 速度 无 关 : 所 以 一 般 不 把 这 种 阻尼 当 作 Landau 阻尼 不过， 
当 Bo~> 0 时， 满足 条 件 o 一 RD 一 RD 的 电子 仍 会 造成 
Landau 阻尼 . 

以 上 的 讨论 和 结果 可 以 直接 推广 到 离子 ，。 
$ 7.12 漂移 近似 

在 恒定 均匀 磁场 B, 中 ， 带 电 粒 子 若 具 有 非 零 的 横向 速度 vi 
( 见 图 7.4), 就 会 在 Lorentz 力 的 作用 下 ,在 垂直 于 B 的 平面 中 作 
贺 周 运动 。 在 电子 和 正 离子 (电荷 xeo) 的 情况 下 , 这 圆周 运动 的 转 
动 角 速度 ( 即 角 频 , 称 为 Larmor 频率 ) 分 别 为 


ws = be wn 一 seogu (7.12.1) 
nc me 


当 等 离子 体 处 在 强 磁场 B 中 时 ,各 种 带电 粒子 将 以 各 自 的 Larmor 
频率 作 贺 周 运动 ， 其 半径 大 小 依赖 于 粒子 运动 的 速率 。 和 热 平 均 
速率 相应 的 ,电子 和 离子 的 Larmor 半径 分 别 等 于 


?pe 一 -Te 9 了 有 一 0 3? (7.12.2) 
假定 等 离子 体 中 的 碰撞 项 可 以 忽略 ,而 且 磁 场 足 够 强 ,使 
7B < 14, rp; < Mi, (7.12.3) 


式 中 4 及 分别 是 电子 和 离子 的 Debye 长 度 ; 又 假定 电磁 场 的 
频率 足够 小 ,波长 足够 长 ,使 


WK wp,, Ww K wp, (7.12.4a) 
站 > rs,s 六 ra， (7.12.4b) 


则 Vlasov 方程 


{e) (e) (ey 
OR De a (E a B)- et We 
Or/ Or m C Ov 


On On zeo ( 1 On 
+ (E+loxB): = 0 (712.5 
Or Or M C Ov ( 1) 


可 以 简化 。 以 下 我 们 仅 以 电子 为 例 就 方程 (7.12.5e) 进行 讨论 , 对 
离子 的 情况 可 以 类 推 ， 
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由 于 磁场 很 强 (| 万 | < | 至 1) 而 且 电 磁场 El(r,:) 和 B(r,1) 
都 是 上 和 zr 的 组 变 函 数 [ 见 《〈7.12.4a;b) 式 ]， 所 以 电子 在 这 种 电 
磁场 中 的 运动 可 以 看 成 是 以 角 频 wx 在 Larmor 轨道 上 的 快速 
圆周 运动 和 轨道 中 心 的 缓慢 移动 这 两 者 的 登 加 。 我 们 把 Larmor 
轨道 中 心 ( 称 为 引导 中 心 ) 的 位 置 矢 量 记 为 R， 
心 的 位 置 矢量 记 为 6, 则 有 

7 一 民 十 “， Ee (7.12.6) 


式 中 户 一 3 是 磁场 方向 的 单位 矢量 ,vi 一 0. ,vi 一 (x 


v) X 8 是 v 在 垂直 于 B 的 平面 上 的 投影 。 由 于 《在 垂直 于 入 
的 平面 上 ,3 为 缓 变 方向 ， 


= wgB x 4《， 《一 Se Bx ¢, (7.12.7) 


(0 Be 
因此 从 (7.12.6) 的 第 二 式 有 . oe . 
v=R.B, v=—=R,+6=6 (7.12.8) 
最 后 一 步 近似 是 因为 |E| < 1B| 日 电 磁场 缓 变 , 所 以 引导 中 心 
的 横向 速度 ( 见 后 ) 远 小 于 电子 Larmor 回转 的 速度 .px 二 上 可 由 
(zs9p) 表征 ( 见 图 7.4). 于 是 从 (7.12.7) 中 第 二 式 及 (7.12.6) 式 
可 见 ， 电 子 分 布 涡 数 m0 一 n“(r,v, 1) 可 看 成 R、i1 及 v= 
(vi,p,v1) 的 函数 : 
n= nO(R,v0,) = 7 (R,v ,Pp, vt). 

这 样 , 电 子 输 运 方程 (7.12.5e) 人 

On’® 


+ -- . (Rn'®) 二 (有 2) 一 0 (7.12.9) 


式 中 

,re 一 所 (下 下 二 x B) ，(7.12.10) 
而 从 (7.12.8) 的 第 二 式 及 (7.12.7) 的 第 一 式 , 有 

Ui=wnB x Ew.B X UV! 一 Wp, 
式 中 钊 是 方向 的 单位 矢量. 可见 ,在 柱 耸 标 (vj ,p, vy) 系 中 ， 
方程 (7.12.9) 的 左边 第 三 项 可 写成 


eo Slile 


有 . (zxe) = O(s un ') 3 O(wavin®”) (TTIY 
Ov Ov CL 


漂移 近似 的 要 点 就 是 若 虑 分 布 通 数 对 Larmor 回转 角 9 的 平 
均 , 使 它 成 为 缓 变 变量 Rv Ri 的 立 数 : 


2 
n(R,v ,v1,i) 二 二 | 2°(R, vi,p,v1 st) dp. (7.12.12) 
TT 


将 方程 (7.12.9) 对 9 平均 ， 芳 虑 到 (7.12.11) 式 及 mn 对 9 的 局 期 
性 ， es i 0 所 满足 的 输 运 方程 ; 


Br 下 二 (01m) 十 5p- ‘(Rn) 十 Be 01m) =— 0. (7.12.13) 
i 方程 中 1 决 害 于 电子 所 溉 的 在 户 方 向 
的 力 , 即 
Fr = 一 co 已 1 1 
式 中 为 电子 作 Larmor 回转 时 所 产生 的 磁 矩 : 
A 
Se 2 : 2cwBe 
式 中 5 一 上 1 一 .因此 
,= EpE,— ££.08 
1 和 Es OR (7.12.14) 


为 确定 方程 (7.12.13) 中 民 , 的 表达 式 ,必须 更 仔细 地 考察 (7.12.8) 
式 中 第 二 式 , 从 vi 中 分 出 5, 才能 求 得 尺 .， 为 此 ,将 (7.12.10) 式 
两 边 和 B 作 矢 量 积 ,可 得 

vxXB=—2 (cExB— ov.B’). (7.12.15) 


现在 把 ov, 和 vi 都 分 成 两 部 分 : 
1 一 了 1 十 了 3， Vl 一 也 十 六 3; 
这 里 附 标 " 1 和 ` 了 上 2 表示 本 来 牌 直 于 B 的 矢量 再 分 解 为 平行 于 
和 垂直 于 EE x B 方向 的 两 部 分 。 于 是 (7.12.15) 式 可 以 写成 
六 XB=— (cE xB— vB), (7.12.16) 
mc 


VJ, XB= ® DB2 (7.12.17) 
Fe 


< 


将 (7.12.17) 式 对 上 求 导 后 ,与 号 再 作 矢 量 积 ， 利 用 (7.12.16) 式 消 
去 a xX B, 可 得 


i ee EEx B ). (7.12.18) 
由 上 式 可 见 ，vii 以 ws 的 角 频 振荡 ,而 其 振荡 中 心 的 漂移 速度 为 
R= EExB. (7.12.19) 


事实 上 , 置 vj 一 RR 十 如, 则 [在 (7.12.4) 式 成 立 的 前 提 下 ] 代 人 
方程 (7.12.18) 后 ， 可 以 发 现 & 满足 振荡 方程 (以 om 为 角 频 ), 和 
2 满足 的 方程 一 _ 至 . (7.12.19) 式 给 出 的 漂移 速度 尺 ., 称 为 电 漂移 
或 已 x B 漂移 速度 .由 (7.12.17) 式 可 知 v1， 也 含有 以 ws 的 
角 频 振荡 的 成 分 & 及 一 缓 变 成 分 尺 /;,， 后 者 是 由 屁 ,， 的 缓慢 变 
化 造成 的 , 称 为 加 速度 漂移 速度 .所 以 我 们 有 

Vi; 一 R,, 十 CH 


| -A (7.12.20) 
由 于 电子 运动 的 引导 中 心 有 横 向 漂移 速度 
R= R,, + R,, (7.12.21) 


所 以 (7.12.20) 式 右边 对 时 间 的 求 导 应 理解 为 


a 0 : 3 0 
人 十 R 1 十 R . a 
ry (R, 12) 5R. 


但 芳 虑 到 条 件 〈7.12.4ayb) 及 (7.11.19) 式 和 (7.11.20) 式 ,知道 


Rs 0 (2) «1, 
IR, ,| WBe 


县 ]， 、 , 
IR,| < |RL|, 
因此 作为 初级 近似 ,有 
4 0 ,6 
2 ai 十 R,, DR， Ey. aR,’ 


于 是 (7.12.20) 式 可 改写 为 


9 313， 


R,, 一 人 SR: 0 Rx F. 


Or 
再 用 (7.12.19) 式 代 人 ,得 到 
» /ee 
R, 二 s+EExA.S (Ex 8) x B. 
(7.12.22) 
nb 那么 就 有 
0. 
R,, ee A x|Bx (a Re- “ExB. BR- 9o_)E|. 
(7.12.23) 


若 上 5 在 训 的 垂直 方向 , 则 有 


R= (6. ， 
.RL 二 < 下 设 -)E . (7.12.23’) 


这 样 ， 尽 ， 人 (7.12.20) 式 给 出 ， 
(7.12.20) 式 也 可 约 化 为 (7.12.22)、(7.12.23) 或 (7.12.23') 中 的 一 式 ， 
从 这 些 表达 式 可 见 ， 尺 1,、R1s 都 和 粒子 所 带 的 电荷 无 关 , 所 以 也 
适用 于 正 离子 的 情况 。 严 格 地 说 ， 尽 ! 还 可 能 包括 一 些 其 他 漂移 
项 ， 如 重力 漂移 ,梯度 漂移 等 ,这 里 不 再 详细 讨论 。 有 兴趣 的 读者 
可 参看 文献 [73]. 

考虑 漂移 动力 学 方程 (7.12,13) 的 前 两 次 矩 方程 ， 令 


p(R,i) == | "ao， J(R,:) mm | vnadv. (7.12.24) 


o 表示 电子 的 数 密度 ，- 表示 电子 沿 磁场 方向 的 平均 漂移 速度 . 
将 方程 (7.12.13) 两 边 对 v 积分 ,利用 (7.12.24) 式 并 注意 到 R, 一 
RR,, 十 民 ,， 与 v 无 关 , 就 得 到 


A (Rip) + 了 一 0 (?,12.25) 


方程 (7.12.13) 两 边 乘 以 vy 后 再 对 v 积分 ,可 得 


a9J 8 [ 6 | 
LS dv 十 一 一 2ndv 十 
3 dR, ivVin aR, vn 


，314， 


十 | Vi oO (sun)av 一 0， 《7.12.26 ) 
Ov 


i 


但 是 
| Rv ndv = RJ, 
-| vindy === 2 0p_ 
OR 7 BR) 
Ke) [ 1 DB 
-一 一 (52)dm 一 一 av 一 —E 十 一 一 一 
J Bo (sun) | om up B OR, qd, 
其 中 定义 了 
1 | 3 
二 一 ndv 
p 2 vl 
q 三 到 | vindv, 


并 利用 了 (7.12.24) 式 、(7.12.14) 式 及 i v4. 于 是 方程 
(7.12.26) 可 写成 


oO7 e 2 Op 
+ 90. (RJ) 十 2 Erp + 5- 
| SR (R,]) ip 十 一 BR 
1 DB 
十 一 一 一 一 g 一 0 7.12.26’ 
B BR， 4 ) 


司 EE、B 已 知 的 条 人 忻 下 ,方程 (7.12 25) 和 (7.12.26') 也 不 是 封 
闭 的 ,因为 了 和 4 还 同 三 次 矩 有 关 。 不过， 如 果 在 方程 (7.12.26 人 ) 
中 忽略 二 次 矩 交 和 g, 则 (7.12.25) 和 (7.12.26”) 两 方程 就 提供 了 相 
当 于 流体 动力 学 层次 的 描述 ， 更 简单 地 ， 如 果 在 方程 (7.12.25) 中 
略 去 一 次 矩 J]， 那 么 它 就 提供 了 关于 p 的 封闭 方程 。 如 果 同 时 考 
起 电子 和 正 离子 两 种 成 分 及 它们 所 形成 的 自治 场 ， 就 要 分 别 列 出 
两 种 成 分 的 漂移 动力 学 方程 并 与 Maxwell 方程 组 联 立 来 讨论 . 近 
年 来 ,这 些 方程 被 用 来 探讨 等 离子 体 中 的 灌流 和 混沌 现象 ,获得 了 
许多 有 趣 的 成 果 54。 
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$7.13 ”等 离子 体 的 流体 力学 方程 组 


如 果 等 离子 体 中 粒子 闻 的 磁 撞 不 能 忽略 ,就 应 当 在 Viasov 方 
程 的 右边 添上 碰 接 项 。 这 立即 涉及 一 个 新 的 间 题 ， 就 是 等 离子 体 
中 究竟 有 多 少 原 子 被 电离 。 如 果 几 乎 所 有 原子 都 被 电离 ， 那 么 只 
须 考虑 Ce、Cie、Cii 和 Cece; 其 中 C。 表示 电子 与 离子 间 的 碰撞 
所 造成 的 电子 分 布 函数 的 变化 率 ， 其 余 的 记号 类 推 ， 如 果 仍 有 相 
当 数 量 的 原子 未 被 电离 ,那么 还 应 当 芳 虑 Co Ci Co Co 这 些 磁 
撞 项 ,这 里 下 标 a 表示 原子 .在 无 化 撞 的 等 离子 体 中 ,中 性 原子 的 
存在 对 系统 的 性 质 没有 影响 但 考虑 到 碰 接 时 ， 中 性 原子 的 存在 
就 不 能 忽略 。 因 此 我 们 把 输 运 方程 写成 


On On's a) eo) 
Br Or i (E+ a B) 


一 


= Cap (7.13.1) 


式 中 a( 或 8)= evi、a 办 放浪 东 能 茸 、 正 离子 和 上 原子。 这 里 仍 候 
定 只 有 一 种 正 离子 ,带电 量 为 e” 一 xzeu。 
对 于 小 Knudsen 数 的 情况 ,有 
lo i, (7.13.2) 
其 中 为 系统 的 特征 长 度 ，i, 为 粒子 的 平均 自由 程 。 这 时 ,系统 
将 很 快 达 到 局 域 平衡 的 状态 ， 所 以 可 以 只 用 几 个 流体 力学 量 来 描 
述 ， 

但 是 ,在 等 离子 体 中 还 要 考虑 到 新 的 情况 ,这 就 是 ， 电 子 和 正 
离子 的 弛 物 时 间 可 能 有 很 大 差别 .在 局 域 平衡 时 ， 电 子 和 正 离 子 
有 相 阅 的 温度 , 即 T; 一 7., 但 由 于 M > mw, 故 vr; < or 离子 的 
运动 速度 远 较 电子 的 低 。 因 此 ， 当 离子 在 空间 有 不 均匀 分 布 造 成 
电场 时 ,由 于 离子 运动 缓慢 而 电子 运动 很 快 ,电子 就 可 以 迅速 地 中 
和 离子 的 不 均匀 性 所 造成 的 空间 电荷 。 所 以 ,我 们 可 以 引入 ‘ 淮 中 
性 条 件 ” , 即 认 为 等 离子 体 中 各 种 电荷 密度 均 为 零 : 

| Cn sa (7.13.3) 
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定义 一 个 ‘总 分 布 函 数 ”: 
f(r,0,1) = DD) mn (rv ,1) 
用 m“ 筠 (7.13.1) 式 两 边 并 对 @ 求 和 ,可 得 
of .of 1 
-一 十 v a + (Et oxB) 


Or c 
0 (7.13.4) 
Ov 
在 此 基础 上 ,通过 f(r,v,i) 的 多 次 矩 可 以 定义 流体 力学 量 . 例如 
plr,t) = | flr,v,t)d, (7.13.5) 
py J ofr, v0, )ao, (7.13.6) 
Pij(r,t) = | ViVjf(r,v0 ,1)dv, (7,13.7) 
pl(r,i)U(r,i) 一 > | Vf(r,v,1) dv 一 po (7.13.8) 
qi(r, !) = 二 | ViV,f(r,v,t)dv, (7.13.9) 
式 中 
V—~v—u (7.13.10) 
为 特有 速度 。 此 外 ,再 定义 电流 密度 矢量 : 
Ji(r,1) 一 co(ene 一 2o)dn， (7.13.11) 


让 我 们 来 推导 关于 这 些 量 的 方程 组 。 应 当 注 意 , 方 程 (7.13.1) 
的 右边 乘 上 碰撞 不 变量 


de) 5 jp(o) ， de) (fp ,pi ) 不 mw, 


de 一 > m2 (7.13.12) 


之 后 对 积分 不 再 是 零 , 但 是 
a B 


。 S17 。 


却 依然 成 立 ， 
将 方程 (7?.13.4) 两 边 对 v 0 可 以 得 到 连续 性 方程 


Op 
RY We 7.13.13 
Bi 十 ( pu; ) 0, ( 3 ) 


用 vi 乘 方程 (7.13.4) 两 边 并 对 v 积分 ,左边 的 前 两 项 不 难 计算 ,而 
第 三 项 是 
二 eoF; | (zn —n0) dv 


十 es B ‘| ViVj 0 (zn — 1 ) dv, 
Ov 


经 过 分 部 积分 ,5 a i 
和 EijirJiBk 一 一 一 (J Xx B); 


所 以 有 一 次 矩 方程 . 
pO pu om 8P 1 oJiBr 一 (7.13.14) 
Or Oxj Ox 
或 者 写成 
pnt Dut .P= lIXBe0 (71314) 
Or Or Or c 


用 Ah 乘 方程 (7.13.4) 两 边 并 对 v 积分 ,左边 前 两 项 也 还 容易 处 
理 , 而 第 三 项 是 
十 EjxBR | Jo (zn — a )av, 
经 分 部 积分 后 ,注意 到 
eo | Vij(zn? — n0)dv = J;, 


可 知 电场 项 是 一 EiJi 一 一 * J, 而 位 场 项 为 


已 . 
es Eiri Bh | vivi(zn — nn )adv 


“518 


十 ejnB au | vi(2n) -一 nO dD 
它 的 前 半 部 (由 于 sjw 对 1, i 为 反对 称 ,而 积分 变量 vvi 对 1, / 
为 对 称 ) 是 零 , 后 半 部 是 
二 BeinBiuJi—= — 二 (u x B).J 
所 以 有 二 次 矩 方程 


有 (pU) 十 BPUs ey py 


—(Ei+ + eB 中 太一 0， (7.13.15) 
或 者 写成 


8 0 0 
—(pU)+o oo: (pUu+ 9)+P:—— 
> (pU) Br (pUu 十 9) 


—(E+tuxB)-.J— 0. (7.13.15’) 

方程 (7.13.13) 一 (7.13.15) 就 是 流体 力学 方程 组 
为 使 方程 组 封闭 , 需要 补充 一 些 方程 ， 首 先是 Maxwell 方程 
组 (7.1.13)， 假定 电磁 场 是 淮 静 的 , 即 它 的 频率 满足 o < 二 ,那么 


由 变化 的 磁场 所 产生 的 电场 下 = wo4B/c < 38， 因此 ， 在 方程 
(7.1.13) 的 第 三 式 中 

1 0E 
c Or 


所 以 可 以 忽略 第 三 式 中 十 这 一 一 项 ， 于 是 方程 组 (7.1.13) 就 
简化 成 


| 
Cc 


[a 


YYx 巨 一 -上 6 vy.B-o, vVxB=— 4), 
c Or c 
Y . 巨 一 (4， (7.13.16) 


这 里 最 后 一 方程 是 考虑 了 准 中 性 条 件 (7.13.3) 后 得 出 的 . 
还 需要 补充 的 其 他 方程 都 是 唯 象 的 。 当 碰撞 频率 远大 于 
* 549 ， 


Larmor 频率 时 ,一 般 用 磁 流 体 理论 的 作法 ， 假 定 等 离子 体 的 输 运 
性 质 ( 粘 滞 性 \ 热 导 率 等 ) 不 受 磁 场 的 影响 ,于 是 仍然 用 通常 无 磁场 
时 的 实验 定律 ,如 (1.4.15a)、(1.4.19) 及 Ohm 定律 等 。 这 种 理论 可 
用 来 讨论 等 离子 体 中 电磁 场 的 行为 ;但 由 于 限制 太 严 格 ,很 难 用 来 
正确 处 理 输 运 现象 。 因 此 ,在 有 电磁 场 存在 的 情况 下 ,应 当 引 进 更 
完善 的 唯 象 定律 . 

根据 (1.8.28) 式 及 (1.8.32) 式 ,有 


Oop ty aT 
一 一 Oa 十 Ce -一 一 一 一 
Bx, BJB B ax， 3 


oT 
da 二 bapgJs 一 kag —————。 (7.13.18) 
Oxp 


由 Onsager 关系 (1.8.14) 式 ,有 
oop B) = opc( 一 已)， kas(B) 一 gee —B), 
而 (1.8.33) 式 应 当 改 写成 
Bal B) 一 Tapa( —B). 
考虑 到 现在 的 具体 问题 ,热力 学 平衡 的 条 件 除 了 YT 一 0 之 外 ,还 
应 有 jw 十 U。 处 处 相等 , 其 中 pm 是 电子 的 化 学 势 ，Us 一 一 co 


是 电子 在 外 场 中 的 能 量 。 这 说 明 在 J 一 0， 5 一 0 时 ， 一定 有 


(7.13.17) 


ee eg) 一 0, 所 以 (7.13.17) 式 应 改写 为 

Op ， 1 Om _,- > oT 

Bx. Bx oigJe 十 Cog ——— By (7.13.19) 
与 此 有 关 , 电 子 的 移动 所 造成 的 能 流 除 了 电热 效应 的 贡献 (其 中 包 


括 BsJs 的 全 部 和 一 wo -5 37 中 的 一 部 分 , 见 $ 1.8 未 尾 ) 之 外 ,还 


人 


oT 
da 十 二 Je 二 一 Taupyp Kap i (7.13.20) 
8 


再 考虑 到 相对 论 效应 ,由 于 磁场 的 在 在 ,以 速度 u 运动 的 参照 系 中 
测量 到 的 电场 E' 与 静止 参考 系 中 测量 到 的 电场 的 关系 为 


。 520。 


E'—~E+t+--uxB 
所 以 (7.13.19) 左 边 的 一 2 应 当 用 上 式 代替 ， 最 后 ， 利 用 热力 学 


关系 式 
Ope 了 O07 十 1 Ope 
Ox, “ Bx, N,. Oro 
式 中 s。 和 we 分 别 是 一 个 电子 的 同和 焰 ， 记 一 N,AsT 是 电子 成 分 
的 压强 .所 以 (7.13.19) 式 及 (7.13.20) 式 可 以 分 别 写成 


五 。 十 上 Boprdp By 十 i OP: oz jp 十 (aee 十 se6 4g) > 
c coN。 Oxo Oxp 


3 Ap 一 we— Tse 


(7.13.21) 
(7.13.22) 


qs 十 We ) = (reu 十 T's, 30 ) a 2 
Co Co pg 


由 于 张 量 opropvoBss 等 所 依赖 的 矢量 只 有 B, 以 aup 为 例 ， 
这 样 的 张 量 最 一 般 的 形式 为 

cap(B) 一 oi6op 十 bobg 十 oa8opyp7， 
其 中 6 一 2 ,而 wwsa 是 标 参量 ， 因 此 (7.13.21) 和 (7.13.22) 


两 式 一 定 可 以 写成 如 下 形状 


E+tuxB+-! 
C 


Co Live 


Vpe 


-+ 人 + ggB XJ+toaviT taviT+ NB x YT, 


ol TL 
(7.13.23) 
q+ EJ=oTJ toTh + NTBXY 
20 
一 8VYIT 一 gi1VIT 寺 BB xX VI, (7.13.24) 


式 中 系数 缠 、NH 及 加 分 别 代 表 Hall、Nernst 及 Leduc-Righi 
效应 ，(7.13.23) 式 中 弦 B x J 一 项 及 (7.13.24) 式 中 作 B x vT 
一 项 都 代表 非 耗 散 的 输 运 效应 ， 不 引起 米 的 增加 。 (7.13.23) 和 
(7.13.,24) 两 式 可 以 看 作 Ohm 定律 和 热传导 定律 在 等 离子 体 情 
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形 下 的 推广 . 

关于 粘 滞 性 ,由 $1.8 得 到 的 形式 为 (1.8.21) 式 : 

Gap ™— NapsreV rs 
而 张 量 wo.ys 的 表达 式 (1.8.23) 还 应 当 推 广 。 在 有 磁场 的 情形 下 ， 
Onsager 关系 给 出 
naps B) 一 41y3,00(—B). 

由 于 coop 和 7。p 都 是 对 称 张 量 ， 所 以 yops 关于 a 和 PB,Y 和 5 
是 对 称 的 . 但 是 依赖 于 矢量 B 的 这 样 的 四 阶 张 量 只 能 是 以 下 7 
个 独立 张 量 的 线性 组 合 : 

(i) 5opps 十 5u806p 

(i) cs3yp， 

(iii) 66ybebs 十 8,bubs 十 osbeb; 十 55500 

(iv) Bupb,bs + 6,sbabp, 

(v) pu252 5， 

(vi) Boy6gs 十 6;6us 十 bosOp, 十 bpsd uy 

(vii) Bobebs + bg,bobs + busbeby 十 bpsbaby, 
式 中 bop 一 一 pu 一 8oprb:。 由 此 可 知 , 磁场 中 气体 在 最 普遍 情况 
下 共有 7 个 粘 滞 系数 . 将 它们 记 为 TMMNLNN2 N34 $s 和 “5 定义 如 


下 : 
aapg = 2 Fe = CopYV a) 十 6upY ‘uu 
十 n1(2V og 人 CupY "uu 十 BupV ysbrbs Nr 2V ,rbrbp 
7 2V prbrobo + DebsY -uu 十 babpV rabrbs) 
十 2m(Vorbrbs 十 Vpybrbeo 一 2babpV ysbrbs) 
Se nV orbpr 十 V pybor Vysburbpbs Vysbprbabs) 
二 2n,( Vysborbpbs 十 Vysbgrbabs) 
+ Ci(6uaVrebrbs 十 26 * uu), (7.13.25) 
式 中 


这 +( Ow 二 ee), 
2\ Oxs Oxe 


31522。 


A SA 


最 ed 


Vi 
Xo 


容易 发 现 ,和 ?或 mt 一 1,2,3,4) 相 乘 的 张 量 之 迹 均 为 零 , 因 此 
Oo Yut (Yut 3Vys6r6s) 
= (35+ LV. ut Vrsbrb;. 

对 于 单 原子 分 子 气 体 ， 从 $4.13 中 的 结果 可 见 , 有 5 一 0， 这 个 结 
论 对 于 磁场 中 的 单 原子 分 子 气体 (包括 等 离子 体 ) 也 正确 ， 这 在 
$7.16 中 将 加 以 说 明 ， 那 里 还 将 说 明 ,对 于 等 离子 体 , 有 &, 二 0. 

当 应 用 于 等 离子 体 时 , 将 (7.13.25) 式 中 含 7 及 六 (全 一 1，2， 
3,4) 各 项 重新 组 合 更 为 方便 ， 这 里 我 们 把 项 换 成 


no( 30obp ee 648) ( brobsV ys 一 了 . a) 3 
并 取 z 轴 平 行 于 有 ,于 是 (7.13.25) 式 可 以 改写 成 
| Oxs es —m(Vs ey 2 ” ") 十 7 人 了- yy) 十 203 .7y， 


于 1 : 
Oyy = 一 ?0 (Va == a * a) a IC 了。 yy ) 和 2n13V zy。 


Or: — 2 (2 gE , a), 
Oy = DNVsy — Ns (Vr — Vyy), (C2513.26) 
Oxs 一 Ves + 2M4V ys, 
| Oyx 一 ZNVys 一 2 Vrs. 
“补充 了 唯 象 方程 (7.13.23)、(7.13.24) 及 (7.13.26) 之 后 , (7.13.13) 
一 (7,13.16) 诸 式 就 组 成 了 磁场 中 等 离子 体 的 流体 力学 方程 组 ， 


$7.14 强 磁场 中 等 离子 体 的 电流 密度 和 输 运 系数 
考 志 完 全 电离 的 等 离子 体 , 其 输 运 方程 (以 电子 为 例 ) 是 


日 je) On‘® e ( 1 ze) 
-一 十 ! 一 E+lvxB). 22- 一 Ce 二 Cu 
eh Or m C Ov 


(7.14.1) 
式 中 Cn、Co 的 含义 与 上 节 相 同 ， 它 可 以 是 Fokker-Planck 磁 搞 
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项 ,也 可 以 是 Boltzmann 磁 撞 项 。 由 于 处 理 Coulomb 相互 作用 ,我 
们 取 前 者 . 
为 计算 输 运 系数 ， 必 须 先 求 出 分 布 函数 。 本 节 求 分 布 函数 的 
条 件 不 同 于 $7.10。 一 方面 现在 不 能 忽 路 磁 撞 项 的 作用 ,， 另 一 方面 
现在 可 以 把 电磁 场 看 成 是 稳定 的 . 
”在 不 致 造成 混淆 的 地 方 , 我 们 将 简单 地 把 me 写成 "。 假定 


n{(r,V,1) = nr,V0,t) + 6n(r,v,i) (7.14.2) 
式 中 
人 
no(r,v,1) Yel | p| DT | (7.14.3) 


这 里 是 (7.13.6) 式 定义 的 流体 速度 ，7T 二 六 一 T。 是 电子 与 离 
子 的 共同 温度 ，N。vu 和 了 工 可 以 是 r 和 :的 函数 。 假定 离子 的 分 
布 函数 也 同 (7.14.2 ) 式 那样 分 成 两 项 ， 而 x8? 的 形式 和 (7.14.3) 式 
类 似 ， 只 是 把 Ne 换 成 N;, mr 换 成 M， 把 (7.14.2) 式 代入 (7.14.1) 
式 中 ,注意 到 

Ce n6 00 ) es 0， Cif(22 ,20D) CO 0, 
就 有 


Ono Ono eo 1i 1 On 
On jy. Om ofE+rlivx Bl. 
Br or 2 E+-vxB) 30 


vxB. oe ER (7.14.4) 
nrc 


式 中 1(62) 一 (6n) 十 Da 是 线性 化 的 磁 撞 积分 
le(6n) 一 Ce 10, 81) 十 Cosl6n,n0), 
la(6n) 一 CN ,0672) + Ce(6n,125). 


在 体积 元 为 静止 的 参考 系 中 ， 忽 略 级 别 的 量 , 可 以 认为 离 
子 成 分 在 此 参考 系 中 静止 ,于 是 电流 只 包含 电子 成 分 的 贡献 : 
J——e, | ovedo)ie -一 | v6n‘ jdD (7.14.5) 


假设 5n(v) 可 拆 成 2 的 偶 另 数 和 奇 函 数 两 部 分 之 和 ,注意 
到 J 只 与 6n*(v) 的 奇 跑 数 部 分 有 关 , 因 此 由 (7.14.4) 式 求 6n" 
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时 ,左边 可 以 不 必 考 虑 v 的 偶 消 数 部 分 ,在 体积 元 为 静止 (uw == 0) 
的 参考 系 中 , nm 是 v 的 偶 洛 数 ， 所 以 在 讨论 电流 密度 时 (7.14.4) 式 
可 以 简化 为 


m Ou On c Ono 
n VV .。 一 一 - 十 + Pd EE FE Pd 
人 RsT eh Or m Br 
~ vxB. 97 十 1(pn). (7.14.6) 
m Ov 


注意 3 ss 0, 这 使 上 式 左边 第 一 项 成 为 中 唯一 的 5 的 奇 函 
数 。 我 们 上 面 考虑 a 一 0 的 体积 元 并 未 失去 普遍 性 ,因为 输 运 系 
数 与 az 无 关 ， 的 数量 级 可 以 利用 (7.13.14') 式 来 估计 。 在 该 


式 中 取 wu 一 0, 并 略 去 粘 滞 张 量 o, 可 得 


二 (7.14.7) 
[ej p PC 


” 式 中 pp 一 NAa7T，p 一 Nem 十 NiM 汪 NM。 所 以 (7.14.6) 式 左 
边 第 一 项 为 


m Ou mm Dv | 1 | 
0 a = B 
Wr MM RT | Po 


(7.14.8) 
它 是 级 的 小 量 , 可 以 忽略 ，(7.14.6) 式 左边 其 余 两 项 是 


16p 5 67 mo 87 
pe Ox; 2 了 Ox; 2kaT Ox 


; Ow e 
+4 Mi Ou co 5 | 7.14.9 
RapT Ox; 有 ac ( ) 


式 中 p. 一 Nka7 是 电子 部 分 的 压强 ， 从 上 节 的 结果 知 ，E 只 以 
巨 + 一 -VP 的 形式 出 现 [ 见 (7.13.23) 式 ], 因 此 在 计算 过 程 中 可 


以 取 EE 一 0。 此 外 ,，(〈7.14.9) 式 右边 方 括号 内 第 四 项 也 可 以 不 考 
。3825 。 


虑 , 因为 它 提供 v 的 偶 次 项 。 于 是 ， 当 Vp。 和 77 都 与 昌平 行 
时 ,在 垂直 于 B 的 平面 内 就 没有 特定 的 方向 , 因此 由 (7.14.6) 式 求 
得 的 5 将 与 9 无 关 , 这 里 9 是 of (速度 的 横向 分 量 ) 的 方位 角 
( 见 图 7.4)。 这 样 , (7.14.6) 式 中 唯一 含 B 的 项 就 会 消失 : 
co Dpm Beo OA6n 
2 
即 ，62 在 这 情况 下 将 与 B8 无 关 ， 这 说 明 (7.13,23) 式 所 定义 的 纵 
向 输 运 系数 crsar 与 B8 无 关 , 它们 就 是 无 磁场 时 的 标量 和 &. 
综合 以 上 考虑 ,我 们 可 以 只 讨论 横向 输 运 系数 ， 把 (7.14.6) 式 
简化 为 


(v .Vim= vxB. +1(5n),. (7.14.10) 
mc Or 


这 个 方程 可 以 按 一 的 圭 作 逐次 近似 ， 在 第 一 级 近似 ， 完 全 忽略 
Be 
梯 猎 项 ,可 得 


vX 有 A Dt (vv (7.14.11) - 
它 的 解 的 奇 孙 数 部 分 是 
5 一 一 工房 XVum (7.14.12) 


WBe 


这 个 解 很 容易 通过 代入 (7.14.11) 式 而 得 到 验证 ， 记 
1{Gnaw = cf(_ 2。 (二 22 
‘6) 下 a js 5 人) o( 3 aa， 
利用 (7.14.5) 式 容易 计算 J 的 一 级 近似 
mc = WC AD 172 
J (B X YL (V)vON,. ry B x Yi(NLv’)) 


一 B x vp. (7.14.13) 


在 下 一 级 近似 , 设 6n 一 Sm 十 6n;， 代 人 《7.14.10) 式 ， 可 以 
得 到 关于 6ns 的 方程 
O06na 1 
oo 和 


算 子 Vi 不 能 提 到 了 的 前 面 ,因为 线 狂 化 的 碰撞 积分 了 包含 像 Ns 
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wsv XB. 一 一 [(52) = —I(v. Bx vn). (7.14.14) 


这 样 依赖 于 坐标 的 系数 。 由 于 磁场 强 ，oae > w，? 是 电子 的 磁 
接 频 率 。 但 男 一 方面 ,我 们 下 面 也 假设 


rpe — < SD NU, (7.14.15) 


即 or < 8.， 这 给 出 了 B 的 上 界 。 在 这 条 件 下 , 在 电子 与 其 它 电 
子 或 离子 碰撞 的 过 程 中 ,轨道 几乎 没有 因 磁 场 而 改变 ; 也 就 是 说 ， 
磁场 没有 影响 到 碰撞 的 过 程 ， 所 以 算 子 I 不 明显 地 依赖 于 场 ， 由 
于 了 的 对 称 性 ,(7.14.14) 式 右边 必然 有 形 如 v . B Xx Vg(wr*) 这 
样 的 矢量 结构 。 把 它 与 (7.14.11) 式 右边 比较 ， 相 当 于 把 后 者 中 的 
Vim 换 成 了 及 x Yag(z2), 所 以 (7.14.14) 式 的 解 可 以 写成 
Bi 于 1 (wv. Bx (B xv)m) = Ce . Yim). 

(7.14.16) 
为 计算 电流 密度 ,(7.14.16) 式 中 的 算 子 了 可 羽 取 成 1n， 因 为 电子 
间 的 碰撞 使 电子 的 总 动量 守恒 , 即 有 


| vladv = 0, 
在 计算 I 时 ,利用 (5.5.14) 式 ,可 以 写 出 


la(V .Yao) 一 一 Doi(z)(D .Yi)mo (7.14.17) 
式 中 va(v) 由 (5.3.26) 式 及 (5.3.20) 式 给 出 : 


ya) 一 《zzeohere (7.14.18) 
mr 
2 
Lln (He). (7.14.19) 
Zeo 
于 是 求 得 
上 一 一 oo| vondv 一 oe vipa(v)) 
4W 2rz etLeN, 
3mayaco2 Vi (| (7.14.20) 


式 中 用 到 
| Gmav = NAG), 
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ViDci(C) 一 地 va) VLN,. 


得 到 电流 密度 之 后 ， 就 可 以 计算 (7.13.23) 式 中 的 横向 输 运 系 
数 。 针 对 本 节 所 讨论 的 情况 ,可 以 把 (7.13,23) 式 写 得 简单 些 : 


Wh 
= 2 RBx J+toaviT+ NB XYT (7.14.21) 
1 
将 九 一 了 十 J 代 人 上 式 ， 其 中 J 和 分别 由 (7.14.13) 式 和 
(7.14.20) 式 给 出 , 比较 (7.14.21) 式 两 边 B X Vip.、 Vip., B x 
YiT 和 Y14T 的 系数 , 记 
4rz etN.L, 


Vef = Ves (VT,) = mRoT Ye 3 (7.14.18’) 
可 以 得 到 , 
e+ RBY 2 of 上 (7.14.22) 
o.B 3V x 11200B WB, 


Ee 2 ibe Ee ye of 于)， (7.14.23) 
coV。 oar 3A/ x mB, 


RB Weks | fp o 人 (7.14.24) 
27x meog, coB_ 
下 : co DeikB 二 a 二 0 ( 一 . (7.14.25) 
OL ys es, ae 


由 (7.14.22) 式 看 出 ， 按 一 一 的 竺 次 展开 时 , 与 絮 同 级 , 因此 


(7.14. 23) 式 中 可 以 不 才 谍 了 | 的 项 (包括 右边 第 一 项 )， 得 到 
:0 1 1 
rt CG) (7.14.26) 
将 此 式 代 人 (7.14.22) 式 ,得 
EN 
ol 一 人 十 of 和 (7.14.27) 
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将 (7.14.26) 式 代 人 (7.14.24) 式 ,得 到 


se 0 (二). (7.14.28) 
V 2rmeows MAB 
最 后 ,将 (7.14.27) 式 代入 (7.14.25) 式 ,得 
Ge ( 刀 ) +0 (地). (7.14.29) 
3xeo “08 CO 


以 上 的 方法 不 能 用 于 弱 磁 场 情 形 ， 因 为 求解 方程 (7.14.10) 时 


曾 按 二 的 宕 次 展开 。 对 于 弱 磁 场 情形 ,应 当 把 
Be 


0 


oxB. on 


mc Ov 
当 作 小 项 ,所 以 初级 近似 是 
(p :Vm = 1(6n), (7.14.30) 


这 里 已 把 Vi 重新 写成 Y, 因为 无 磁场 时 介质 是 各 向 同性 的 . 由 
于 可 以 只 考虑 电子 和 离子 间 的 碰撞 : 


1.(52 一 一 Doi()5721， (7.14.31) 
所 以 ; 
a WA 1 . 
ee 
经 过 计算 可 以 得 到 es 
4A/ 2 eiN. 
IT 一 0) 一 Pr (7.14.32) 


把 它 与 (7.14.27) 式 相 比 ,可见 01 与 01 为 同一 数量 级 . 这样 计算 的 
输 运 系数 并 不 精确 ,因为 (7.14.30) 式 对 于 > 较 大 的 情况 不 可 靠 , 所 
以 (7.14.32) 式 只 在 数量 级 上 是 可 信 的 .用 同样 方法 计算 ay 时 会 导 


致 负 值 ,这 显然 不 合理 ,因为 它 违背 热力 学 第 二 定律 (参见 [75]) . 


$7.15 强 磁 场 中 等 离子 体 的 能 流 密度 和 热 导 率 


等 离子 体 中 的 能 流 来 源 于 电子 和 离子 两 种 成 分 的 贡献 .仍然 
考虑 静止 (wu 一 0) 的 体积 元 ,电子 成 分 对 热流 的 贡献 是 
gqg, 一 =| vivon' do. (7.15.1) 
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见 , 与 热流 有 关 的 仍然 是 5n” 中 的 奇 函 数 部 分 ,因此 可 以 利 


用 上 节 得 到 共 级 ， 分 布 函数 由 (7.14.12) 式 给 出 ; 
它 对 qc 的 贡献 是 
9 一 一 全 (Bb x vi: (vor ON, 一 Re Bb x YLN (os)， 


算出 《2》 并 代入 om 一 各- sor 之 值 , 得 到 


Sc > 
罗 一 BXY T 
dei 2eoB (pkaT) 
we Scphsp x vy 7, (7.15.2) 
Co 2e0B 


式 中 w 一 eT 是 每 个 电子 的 娩 ， 由 由 (7.14.13) 式 给 出 ,将 


(7.15.2) 式 与 (7.13.24) 式 相 比 较 , 有 


ScNA2T 
一 7.15.3 
c。 2 ( ) 


到 一 = a 可 以 把 (7.14.16) 式 代入 (7.15.1) 式 ,计算 


qa qs 十 qs 


一 = _ | rv [lv 。 Vin) 十 L(V M Vin) lav, 
(DO 


注意 电子 -离子 磁 撞 和 电子 -电子 磁 挤 两 者 对 qa 都 有 贡献 ，14 可 
用 (7.14.17) 式 ,于 是 


mN, 4WV 2r zelN.L. p. 
9 人 = 一 一 六 VCoc(z)) 一 一 —y a VL ( ) 
6w3, 3 m 7 COB_ V kaT 


{7.15.4) 

为 求 得 热 导 率 et 的 对 应 部 分 ,应 注意 , 按 定义 1 是 无 电流 时 的 热 

导 系 数 [ 参 见 (1.8.34) 式 ], 所 以 可 以 假定 V 一 十 凤 一 0. 于 是 ， 
利用 (7.14.13) 式 及 (7.14.20) 式 ,可 以 得 到 

EE ee 4\/ 2z sedLN, ,| pe | 


B 本 
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ef X vip. = CoNevaksy 7 


B 2xmaos, 

V2 eve 

3 x moog 

式 中 用 到 (7.14.18) 式 . 上 式 有 边 第 二 项 与 左边 相 比 是 一 级 的 
小 量 ,可 以 略 去 ， 因 此 有 


Vip., 


B x vit.= akoN, v7, (7.15.5) 
27 wa 
由 此 又 可 得 到 
Vatbe 一 一 pakaNe Bx v7., (7.15.6) 
2 (08。 
由 (7.15.2) 式 和 (7.15.4) 式 ， 再 利用 (7.14.13) 式 及 (7.15.5) 式 ,可 以 
号 出 


qu 十 gc 一 一 eeperA v7 


2 mep 
2V ZrF 2 etNcLepeRs 了 
3 Vt 


4W2r xcetNV.L。 
3 CT VP: 
_ Scpeks 
2eoB 
注意 到 (7.15.6) 式 ,可 知 上 式 右边 第 三 项 可 以 忽略 。 然 后 ， 把 这 式 
与 (7.13.24) 式 在 vy 一 0 的 情况 相 比 较 , 可 以 得 到 (ei) 碰撞 对 kj 
的 贡献 : 


Bx yiT, 


cD 1l3 .AS Tye; .15. 

| L A i (7.15.7) 
这 表达 式 的 物理 意义 可 以 理解 如 下 . 在 数量 级 上 ， 热 导 率 应 当 是 
kL 人 YceD1, 这 里 ce- 是 单位 体积 中 电子 的 比 热 , 其 数量 级 为 《sNe, 而 
D, 是 电子 横越 磁场 的 扩散 系数 ,Di 之 《(Ax)?)/61,[ 见 (6.1.10) 
式 ], (Ar)?>》 是 8: 时 间 内 电子 的 平均 平方 位 移 。 在 磁场 中 横向 
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位 移 仅 来 自 磁 撞 , 而 电子 在 一 次 碰撞 中 移动 大 约 rg。, 所 以 Du s 
Dazfa 于 是 
KL 人 RpgNeveirB. RpNeveRaT (meoa.), 
而 (7.15.7) 式 正 具有 这 样 的 数量 级 . 
现在 再 来 萎 虑 1。 的 贡献 gs 。 如果 利 用 Landau 磁 挤 项 来 
表示 ,由 (5.3.18) 式 得 到 


lc(6n'0) es So( 6n°) (7.15.8) 
式 中 
S40 (5n‘0) 一 ee| Ww 67) 一 wiwi | O86n‘o’ 
. m? wi Ov 
Onte?’ OBn'‘'®? 
十 Bn 0 ce nl 
Ov ”0v 
(2) 
— gn‘ 3 | dv’, (7.15.9) 
Vy; 


式 中 sp 一 bo(p),sn0 一 6nO(v), 余 类 推 ,而 ww 一 一 0 
于 是 ,(ee) 碰撞 对 热流 的 贡献 成 为 


四 | olslo vin?)do 
8 


qs 一 


m 


TE — 


ze ‘SO(v. vn)av (7.15.10) 


208, 
经 过 分 部 积分 后 ,可 以 得 到 
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op 一 [nsmte ,vin 
Be 


+ 2p[p . Seolp yin)] do (7.15.11) 
在 计算 (7.15.11) 式 中 的 导数 .Via 时 ,可 以 只 芳 虑 

0° vvT 
这 一 项 , 因为 其 余 三 项 中 含 YN. 和 VT 的 两 项 是 碰撞 不 变量 ， 
对 5S“ 没有 贡献 ,而 另 一 项 是 > 的 偶 函数 ， 虽 然 对 S“ 有 贡献 ， 
但 得 到 的 却 是 v 的 奇 函 数 ， 所 以 对 热流 没有 贡献 。 利用 (7.15.9) 
式 ,经 过 不 太 困 难 但 相当 麻烦 的 运算 ,可 将 (7.15.11) 式 化 为 


。 S32° 


qs 一 一 52VIT， (7.15.12) 


RO 一 reoLs | wwG? 十 Ce GY 
3RgT? wg, u 


-H (w . G 的 奇 次 寡 ) | #0)a (0) dvdo", (7.15.13) 
这 里 w 一 v0 一 v0,，G 一 zo + v")，w、G 的 奇 次 敌对 于 积分 


没有 贡献 。 压强 梯度 Vip. 在 (7.15.12) 式 中 没有 出 现 ,因此 不 必 
使 用 一 0 的 条 件 。 注 意 到 
mG’ fe 


np (v) nw) oc exp | 一 2 一 


RaT 4KsT 
就 可 以 从 (7.15.13) 式 计算 出 


kf? 一 


2 Nk3 Ty 
3 x mwB, 
Se 4xesN.L, 
mR TY 
把 (7.15.7) 式 和 (7.15.14) 式 相 加 ， 可 得 电子 对 横向 热 导 率 的 总 贡 
献 : 


(7.15.14) 


式 中 
(7.15.15) 


Vee 


一 re (1 + 二 2 (7.15.16) 


se 3V x m2 
虽然 在 选 定 的 参考 系 中 wu 一 0, 但 离子 部 分 对 热流 仍 有 贡献 . 
首先 注意 ,为 要 对 离子 的 情形 应 用 上 述 的 近似 方法 ,条 件 ws > vc 


应 当 换 成 更 强 的 条 件 wa, 六 vii. 事实 上 ， 由 于 由 ~ vi (2),， 


m 、 、 M AP 
om om 至 ,所 以 由 osi > vy 可 以 导出 oz 六 we (将) ， 比 


wae > yee 更 强 ! 男 一 方面 ， 条件 rp。 必 1 [ 见 (7.14.15) 式 ] 满 足 
时 , 却 自动 有 rs > %4;, 因 为 后 者 较 前 者 为 弦 . 
与 方程 (7.14.4) 类 似 , 离 子 的 输 运 方程 可 以 写 为 


On 二 vv. + (E+io x B) 。 Ong” 
Oi Dr M 6 Ov 


(1) 
~ :gxB. 0 4 10n0). (7.15.17) 
Me Ov 


对 方程 (7.15.17) 的 讨论 基本 上 也 与 方程 (7.14.4) 的 讨论 相似 ,因为 
现在 关心 的 仍 是 gz” 中 器 的 奇 函数 部 分 。 所 不 同 的 是 ,对 于 电子 


成 分 , (7.14.7) 式 给 出 的 一 项 很 小 ,是 六 数量 级 的 ， 可 以 略 去 .但 


是 对 于 离子 成 分 ， 当 把 (7.14.7) 式 代入 (7.15.17) 式 左边 的 第 一 项 


ni 卫 . (—v? 下 tJx B) (7.15.18) 


它 是 不 能 忽略 的 .〈7.15.18) 式 中 一 户 十 及 一 (V- 十 Ni)ksT. 
于 是 输 运 方程 (7.15.17) 可 以 改写 为 


. (A 
Vv. Vn 一 Pe (vr—+JIxB) 
~ ov xB.o FIG8n0), (7.15.19) 
Me po 


它 与 方程 (7.14.10) 相 比 ， 左 边 多 了 一 项 ， 这 里 ， 我 们 也 已 经 取 了 
E = 0 并 用 Yi 代替 了 立 、 以 下 在 不 致 混淆 的 地 方 , 将 略 去 表示 
离子 成 分 的 附 标 (2)， 


用 -二 作为 小 量 展开 ,近似 求解 方程 (7.15.19) ,可 以 求 得 -级 
WB; 、 


近似 为 
On 一 
Wap; 
在 这 一 级 近似 上 ,可 以 把 (7.14.13) 式 oy 得 出 
Bh es B x (vim 一 ma vip ) (7.15.20) 
p: 


. Wp; 


由 于 | v3mdv 一 0, 所 以 这 分 布 函 数 对 电流 没有 贡献 ,这 对 u 一 0 
的 参考 系 来 说 是 预料 中 的 结果 ，(7.15.20) 式 给 出 的 热流 为 


qi?” 一 2 "| viVOndv 


0 Bx (Vimy, Be JxB). 
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M 


2w8; 


M Bx | CON) 二 $0? Vip | 


wp; 


| om .Bx (vim 一 四 wp ) a 
i 


EE 


一 SPiks Bp x vyT. (7.15.21) 
2zeoB’ 


所 以 ,与 (7.13.24) 式 比较 ,得 到 
(7.15.22) 


从 上 式 与 (7.15.3) 式 可 见 
> (7.15.23) 


2 


在 计算 离子 成 分 对 热流 的 下 一 级 贡献 时 ， 离 子 与 离子 间 的 磁 
擅 是 重要 的 ;因为 离子 与 电子 的 碰撞 只 能 造成 离子 能 量 的 小 改变 ， 


对 热流 的 贡献 是 (各) 级 的 小 量 。 计算 离子 与 离子 磁 扩 项 刀 


对 热流 的 贡献 ,其 方法 和 讨论 1 一 样 ,(7.15.20) 式 与 (7.14.12) 式 
的 区 别 项 YLp: 并 不 重要 , 因为 分 布 函 数 5n， 的 这 一 部 分 正比 于 
vno， 所 以 在 用 相当 于 (7.14.16) 式 的 式 子 计算 za 了 时 对 碰撞 积分 
1i; 无 贡献 。 因 此 ,离子 间 碰 撞 对 热 导 率 的 贡献 在 这 一 级 上 可 以 简 
单 地 从 (7.15.14) 式 把 电子 的 量 改 为 离子 的 量 而 得 到 
2 NikR3 Tyi 


ksi Be Mo 9 (7.15.24) 
式 中 2 ,4 
vii 一 (7.15.25) 
将 (7.15.24) 式 与 (7.15.16) 式 比较 ,可 知 z 老 1 时 


M) 


klii ~ klLe (性 


这 说 明 对 横向 热 导 率 的 主要 贡献 来 自 离 子 与 离子 间 的 磁 擅 . 当 
然 , 这 只 有 在 条 件 om > vn 满足 时 , 即 磁场 足够 强 时 才 正 确 。 在 


磁场 较 弱 ,使 o5, 适 ( 吾 ) vw 时 ,离子 对 /的 贡献 之 电子 的 贡献 ， 
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若 在 离子 贡献 不 重要 时 仍 有 ws, > we, 则 #4 由 (7.15.16) 式 给 出 。 


$7.16 强 磁场 中 等 离子 体 的 粘 灌 性 


等 离子 体 的 动量 主要 集中 在 离子 上 ， 因 此 粘 洁 性 也 取决 于 离 
子 的 分 布 函数 。 而 在 离子 同 电子 碰撞 时 ,离子 的 动量 改变 很 小 ,只 
有 当 离 子 与 离子 磁 撞 时 才 发 生 较 大 的 动量 转移 ， 因 此 输 运 方程 中 
可 以 只 芳 虑 离子 闻 的 碰撞 : 


zf pf se )- Dr 所 

- 十 了 二 E+~-vxB 

ar Or M 和 Ov 
geo O56n® 

vy xB. CL +1(8n0), .16.1 
we Bo i(Sn°") (7.16.1) 


以 下 省 略 表示 离子 成 分 的 附 标 (2 在 讨论 粘 沫 性 时 ,我 们 只 须 关 
心 gz 中 所 含 5 的 偶 水 数 部 分 ,这 是 本 节 与 前 两 节 的 基本 不 同 点 . 

在 方程 (7.16.1) 左 边 只 保留 v 的 偶 函 数 部 分 ， 可 得 (对 希腊 附 
标 有 求 和 规定 ) 


| ss Mv 67 , M rr un | 
Ne 278 ?km 9 AT “Ox 
seo O06n 
=——— VXB.—— + 1(6n), 7.16.2 
Me av kon) Ce 


在 (7.13.5) 式 及 (7.13.7) 至 (7.13.9) 诸 式 中 , 取 
h = mm? + Mel? 
代入 ,可 以 分 别 求 得 流体 力学 量 的 初级 近似 ; 
m= mN. 十 M Ni:=M Ni, 
PB 一 (Ni 十 Ne)haT6ss 一 Ni(1 + 2)haTOog 


eo 和 Ni(1 + z)KgT, (7.16.3) 
qe = 0. 
而 由 (7.13.11) 可 以 求 得 
Jo 一 0， 


利用 以 上 结果 ,(7.13.13) 式 和 (7.13.15) 式 可 以 写成 
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1 ON; 


十 又. 下 一 (0 
Wi; OAr ’ 


i166N i100livy.ut 2v.u=0, 
Ni Os TO! 3 


由 此 立即 求 得 
1 DN， 3 OT 
2 - 一 -一 一 一 一 0， 7.16.4) 
Ni 0 27 Oi ( 
Mv OT Mo 
一 ~- = 一 一 vV.u, : 7.16.5 
2RaT? Ar 3RpT ( ) 


把 (7.16.4) 式 和 (7.16.5 ) 式 代入 (7.16.2) 式 ,得 到 


M 1 
kaT co 人 A A 中 加 
= Iv xB. O07 二 7T(pn)， (7.16.6) 
Me Dp 
式 中 


再 从 (7.13.25) 式 出 发 ,把 ? 项 改写 成 m 项 后 ,引入 记号 
Vep = 2(3babp 一 628) ( brbsV ys 一 ~ 、 a) 


VB= 2Vg— bo :Ut BogVrebrbs 一 2Verbrbs 

一 2V¢6rbrbs 十 Op 下 十 babeVrbrb,, 
VB = 2(Furpbrpe 十 Verbrbs 一 2babgVrsbrbs), 
VO = Vorbpr 十 Vprbor — Vrebarbpbs 一 Vysbprbabss 
V8 一 2(Vrsbarbgbs 十 Vrebprbabs), 
V® = OopV * Us 
VO == upgVrsbrbs + bbsy * u. 

设 方程 (7.16.6) 的 解 可 以 写成 
6 
561 == 3 gn(w Vs, (7.16.7) 


二 0 


代 人 (7.16.6) 式 后 , 比较 两 边 V8 的 系数 ,就 可 以 求 得 gm(wr) 所 
应 满足 的 方程 。 
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取 为 z 轴 方向 , 则 方 程 (7.16.6) 可 以 写成 


re | 2 | 1 ) 
一 (一 好 十 3o)(F 一 一 六 下 
kaT 区 2 3 


十 (vw = vs) (Vz = V,,) 十 2VxVUyV zy 


十 2vyVsV ys 十 2y .VrV ,x | 


i (w OD 2 | + 1(6n), (7.16.8) 
| Ov:; Ov, 
而 了 经 简化 为 
VV 一 一 二 VE 一 一 2 (7 一 二 串 ， 
VO VD V0 
Ve 3 —V» 一 Vrr 一 Vyys, Va 一 0， 


VB = VR=2Vy, Vi = Vy = 0; 

VR Vy VR V0, 

VE = 2Vrs, VR = 2V ys; 

VE 一 一 7 内 一 27 ，77 思 一 了 一 了 sx， 

VEO= Vea= Vy 10; 

V 名 一 V 各 一 V 和 一 V9 一 0， 

VR = 2Vys, VR —2Ves; 

VEO VR VO=V 0u, VHT7R= Va= 10; 

VEO= VO V,,, VEO= V+y.u, 

Va- VR Va (. 
把 这 些 表 达 式 与 方程 (7.16.8) 左边 相 比 较 ， 可 见 那 里 出 现 的 只 是 
m 一 0 到 4, 而 VB@ 和 VO 台 都 不 出 现 ,因此 (7.16.7) 式 可 以 改 为 


6n = b> gn VID (7.16.9) 
与 (7.13.25) 式 相 比 较 ,可 以 明显 地 君 出 粘 灌 系数 
二 (7.16.10) 


求 ?nm 的 具体 计算 很 麻烦 ， 这 里 不 去 详细 讨论 。 由 粘 滞 张 量 
的 定义 
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一 028 一 M| vavgOndvy (7.16.11) 
将 (7.16.9) 式 代入 ,并 与 (7.13.25) 式 比较 ,可 知 
a 党 | vign(V) dy. (7.16.12) 
其 中 用 到 对 wp 的 方向 平均 时 的 公式 
CvVavVpVrVs)e 站 2 儿 Gup8ys 十 Ser5p 十 6e5pr ) 。 


计算 的 结果 表明 


1 2 x (zeo)'LiN} 
NN 

4 0 waB; (7.16.13) 
ey 2 2 8i 


而 mw 与 磁场 的 存在 无 关 ， 显 然 ,ns 和 在 二 的 级 别 上 出 现 ， 而 
Wpi 


m1 和 ”在 更 高 的 级 别 上 才 出 现 。 (7.16.13) 式 只 对 强 磁场 的 情况 
适用 。 
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索 引 
《 按 汉 语 拼 音字 母 次 序 ) 
碰 擅 算 子 227 
B 谱 233 一 244 


BBGKY (Bogoliubov, Born, Green, Ki- | 
rkwood，Yvon) 系列 
边界 条 件 28 

非 齐 次 127 168 

交界 面 30 157 

镜 反 射 29 127 399 

Mark 161 

Marshak 145 

Maxwell 282 

周期 性 30 
边 值 问题 109 一 124 

半 域 ”115 一 124 

重 登 积分 119 

完备 性 定理 116 

全 域 “109 一 115 

完备 性 定理 111 

正 交 性 定理 ”110 
标 度 理论 ( 见 弛 耶 》 363 一 365 
表面 源 58 

各 向 同性 64 
Boltzmann, L. 2 

常数 ,统计 36 一 37 

方程 ( 见 Boltzmann 方程 ) 2 
分 布 381 486 

五 定理 202,210,252 

箭 平衡 方程 ”206;207 
Bojtzmanan 方程 2,40,55,187 一 302,454 
不 可 逆 性 “210 

分 子 混沌 条 件 192 

Fourier 变换 形式 2 人 钙 )246:247:253 
量子 192--193,197 

模 方程 ”297 

着 用 条 件 190--192 ,454 
推导 187 ,193 

线性 化 226 


| 


Boltzmann 方程 的 解法 《 见 Hilbert, 


Fnskog，Grad , 王 承 书 及 Bolyley) 
正规 解 ”283 
初始 层 解 267,275,283,284,289 
边界 层 解 267 ,275 ,283 ,290 
温度 间断 290 
系数 290 
速度 间断 291 
滑 移 系数 291 
热 洽 移 291 
激 波 层 解 277 
器 滞 波 宽度 278 
强 激 波 结构 ”291 
Mott-Smith 法 .291,296 
Salwen 法 291,296 


Bobylevy, A. V. 244,257 


关于 尾巴 温度 的 定理 259 
快 降 销 数 257 

尾巴 温度 257 
自 型 解 2532254 
BKW(Bobylev，Krook, Wu) 横 
254 

Krupp, R. S. 254 

4d 维 空间 中 256 

飞散 解 255 


Bose-Einstein 统计 34,35 
Bose 粒子 196 
Brown 运动 ( 见 Langevin 方 种?7 


391 一 452 
Delsanlx. 的 启蒙 ”391 
Einstein 理论 391,392 一 395 
Einstein 关系 404 
Perrin 实验 391 
Stokes 公式 417 
随机 飞行 问题 395 一 398 
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周期 场 中 426 一 431 
流体 介质 中 的 摆 427 
锁 相 环 427 一 428 


C 


Carlson Sn 法 ( 见 离 散 纵 标 法 ) 
Cauchy 积分 100,101 
积分 主 值 99 
Halder 条 件 100 
Cauchy 型 奇 导 积 分 方程 
常 截 面 近似 。 54,72 
平 几何 74 
球 几何 74 
柱 几何 76 
Chapman, S$. 2,55.275 
闻 狐 ”330,363,474 
初始 扰动 的 ”474 一 479 
单 稳 态 344,360 
Malek 方法 360 
多 稳 态 “344 ;361,363 
Carali 等 ，Tomita 等 , WKB 方法 
363 
标 度 理 论 363 一 365 
时 间 330,338,363 
慢 化 332 
能 量 交 狼 “336 
偏转 335 
初生 粒 于 61574 
第 二 代 粒 子 71 
次 级 粒 于 的 期 望 数 16 
平均 值 27 
Coulomb 作用 力 41 
屏蔽 ( 见 Debye 半径 ) 454 


D 


127 ,163 


105,109,111 


倒 易 定理 62 
Debye 半径 (长 魔 ) 41,43,314,454， 
465,4689510 
等 离子 体 ( 见 Fokker-Planck 方程 ，La. 
ndau，Langmuir，Vlasov 方程 ，Vla- 
sov-Maxwej] 方程 》 41 ,314,315， 
317,319,320,325—330,456—539 
于 碰 拉 456 ,458 ,479 
波 468,469 ,474 


。544。 


空间 色散 ,时间 色散 46/ 
无 限 组 惕 廊 加 外 场 《6 人 
磁场 中 的 分 布 包 XX 1 
磁 流 体 理论 329 
电流 密度 和 失 量 ”517,524,526 
电极 化 矢量 161 ,467 
电位 移 矢 量 +61 
回 疲 ”479 ,481 
差 拍 振荡 。 484 
介 电 率 张 喇 ”462 
反 Hermite 部 分 与 能 最 耗 散 472 
横向 ”462 ,463 
纵向 41454,462 ,463 
其 Maxwell 分 布 的 等 离子 体 
464 
低频 466 
高 和 频 165 
流体 力学 方程 组 
强 磁场 中 
能 流 密 度 矢量 ”531,535 
热 导 率 533,535 
输 运 系数 529 
总 分 布防 数 517 
准 静 磁场 519 
准 中 性 条 件 516 
电导 率 ”125,328 
等 离子 体 521 ,528 ,529 
电热 效应 ”51 
丁 哪 江 253 ,289 ,290 ,362 
定 态 问题 31 
线性 输 运 方程 54,57 ,60 
Fokker-Planck 方程 343,347,374，> 
382 
动力 学 6 
变量 6,414 
平衡 值 414 
涨 落 4143423 
频谱 分 析 424 
温度 200 
系数 ( 见 输 运 系数 》 45 


E 


Finstein, A. 34,35,391—395,404 
Enskog, D, 2,55 


516,518—520 


解法 268,275,278 ,283 
Burnett 及 超 Burnett 方程 
275,278 

边界 条 件 困难 275 
久 期 项 283 
Eujer 方程 24 


F 


反问 题 28:31 
逆 散 射 问题 ”496 
反照 率 29,122 
方 福 康 366 
分 布 水 数 13 
单 粒 子 13 
非 负 人 性 ”30452 
归 一 -化 14,452 
粒子 188 
系 综 4 
分 离 变 量 法 97,345 
分 子 混沌 条 件 192 
Fermi 粒子 193 196 
Fick 定律 27 


Fokker-Planck 方程 《 见 碰 擅 项 ，Schr6- | 


dinger 方程 ;细致 平衡 , 主 方程 ) 


40 ,303—-376 ,454 

单 变量 343 

变量 变换 338 一 342 

定 态 解 。”344,347,374,382 
定 态 条 件 376 

非 线性 ”307,315 


Gauss-Markov 过 程 408 410 一 412 


Lie 代数 结构 ”366 一 371 
奇异 扰动 解法 ”359 一 366 
算 子 345 

线性 307 
几率 流 (密度 ) 矢 最 307 
漂移 矢量 ”307 
严格 解 ”348 

正规 化 338 ,343 

s 变量 305,371 

极限 解 ” 374 

可 积 性 (有 势 ) 条 件 。 372 
零 本 征 矢 376 

线性 ”371 


| 


Fokker-Planck-Landan 方程 
319 ,323 ,324 
辐射 输 运 2 
发 射 系数 38 
方程 34 
Kirchhoff 关系 38 
散射 几率 函数 34 
似 稳 条 件 36 
吸收 系数 38 
诱导 发 射 3537 
自发 发 射 ”35 


Gauss, C.F, 
定理 15,22,23,144 
分 布 350,365,382,391 

各 向 异性 ”298 
求 积 法 ( 见 求 积 公式 ) 128 
Gauss-Markov 过 程 


Gibbs, J. W. 4,6,7 
假设 6,7 
系 综 4 


Grad, H. 284 


15,128,298,350 


,134 


408 ,410 一 412 


解法 284,287 一 289 ,296 ,297 


入 期 项 89 
Green 国 数 2,60,365 
闭路 2 

点 源 60,62 

标 度 理论 中 的 应 用 “365 
琉 波 ( 见 K-dV 方程 ) 488 
解 489 

速度 488 ,493 

系列 494,500 
光学 厚度 58 
广义 Laguerre 多 项 式 232 
展开 276 


H 


Hall 效应 ”521 

Hamilton 量 4,196 
算 子 8 

耗 散 结构 2 

Hilbert, D. 73,106,261 
解法 261 一 268,283 
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改正 初始 值 287 和 抢 方 法 ( 咒 生 成 函数 方法 ) 


久 期 项 261 215—217,296 ,345,352 
缺点 267 在 等 离子 体 中 的 应 用 484,486 
空间 73,253,346 ,414 算 阵 连 分 式 ”431 一 436 
范 73 第 NN 个 近似 式 ”431 ,432 ,433 
内 积 346 极限 431 
问题 106 收敛 ”431 
非 齐 次 106,107,117 矢量 递 推 关系 434 
齐 次 106 向 上 (下 ) 递 推 433,436 
伴 雇 267 275 有 限 三 对 角 递 推 关 系 ”431 
胡 岗 365 迭代 公式 ”436 
黄 祖 洽 43,162,253 ,289 ,290 最 小 解 ”432 一 434 
回旋 共振 506 决定 性 方程 357 
多 重 506 507 决定 性 轨道 357 
简单 ”506 ,507 一 510 
回旋 频率 ( 见 Larmor 频率 ) 503 KK 
混沌 现象 515 K-dV(Korteweg-de Vries) 方程 
489— 500 
J | 不 变 变 痪 491 
基底 函数 8 | Gelfand-Levitan 积分 方程 496,499 
积分 变换 法 77 一 97 | 。 孤 波 解 493 
Fourier 变换 77 :， ” 逆 散 射 问题 “496 
诞 Fourier 变换 78 ,80,94 | ”任意 初 值 问题 的 解 ”494 一 496 
Riemann 面 79 与 定 态 Schr6dinger 方程 的 关系 
Wiener-Hopf 80 一 9 494 一 499 
分 解 838:91 Kirchhoff 关系 38 
积分 方程 86 Knudsen 数 261 ,292,296 
技巧 87 大 292 
角 流 密度 17 过 渡 区 296 
截断 221 小 261 262,283,516 
远程 势 221 空 腕 辐射 ”60 
小 角度 222 Kramers 方程 380,413,428 
截面 16 Kramers-Moyal 系数 305,355,356， 
宏观 16 410 ,411 
粘 浊 222 Kramers-Moyal 展开 305,355 
平均 26,54 扩散 27 
散射 16 长 度 85 
输 运 157 方程 27,380 
微分 散射 ”39 近似 84 
微观 16 系数 27 
吸收 ”16 张 量 (矩阵 ) 307,380 
总 ”218 ,222 
总 散射 、221 L 
矩 20,215 Landau, L. D. 318,460,463 


» 546。 


Fokker-Planck-Landau 方程 319 
碰撞 项 318 

图 道 积 分 原则 460,503 

阻尼 463,471 ,478 ,479 

磁场 作用 下 506 

回族 阻尼 506 一 507 

简单 电子 回旋 共振 区 507 一 509 
Langevin 方程 43,392 ,408 一 417 
变量 变换 411,412 

多 变量 411 

广义 433392 413 ,416 

频 举 矩 阵 415 

随机 力 400,408,417 ,422 

阻尼 矩阵 416 

决定 性 力 408 

与 Fokker-Planck 方程 的 关系 

408 一 413 
Langmuir, I, 465,470 


电子 470 
离子 474 


电子 465 
离世 468 
Larmor 半径 510 
Larmor 频率 503,510 
正 离子 的 504,510 
Leduc-Righi 效应 521 
离散 纵 标 法 ”125,120,127 一 132 ,137， 
144,147,150,162,164 
格式 ”128,144,151 
粗 网 格 再 平衡 法 151 一 153 
加 速 151 
守恒 144 
修补 “131 
加 权 平 均 “131 
过 负 置 堆 131 
一 维 球 几 何 139 
面积 法 137 
求 积 公式 ”132 
射线 效应 ”153 
离子 声波 473 
连续 性 方程 22 
中 于 26 


Liouville. ]， 5,6,187,192,210,414 
定理 ( 复 变 函数 论 ) 88 
定理 ( 绕 计 力学 ) 210 
方程 5,6 ,187,192 

量子 9,10 
算 子 6,414 
量子 10,11 

流 射 、55,140,141 ,144 
算 子 380 
无 散射 ( 纯 吸 收 ) 介 质 55 
流 射 碰撞 算 子 56 

流体 动力 学 水 平 的 描述 3,20 一 28 

流体 力学 方程 组 24 一 26 ,215 一 217 
等 离子 体 的 516,518 一 519 

流 休 速 度 ( 或 质量 速度 ) 21 ,207 

Lorentz 等 离子 体 325 
输 运 系数 ”328 


M 
Mach 数 488 
Markov 过 程 42,303 一 304,400,422 
非 43,401,421,422 
Gauss-Markoy 过 程 408 ,410 一 412 
Maxwell, J. C. 2 
边界 条 件 282 
方程 组 455 
分 布 55,198,200,203,206 ,208 ， 
209 ,281 ,464 
分 子 ”223 ,232 
Maxwell-Boltzmann 分 布 204 
密度 分 布 函 数 13 
粒子 数 20 
源 27 
质量 21 
中 子 数 26 
密度 算 子 9 
粒子 数 20 
粒子 相 空 间 13 
Milne 问题 91 一 97,115,118， 
157,159 
出 射 角 通 量 119 
Monte Carlo 《随机 模 氢 ) 法 
126 ,171—186 ,299 ,302 
抽样 值 171;175 
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赌 179 
方 半 172 
20 有 拓 则 173 
降低 技巧 ”181 一 185 
分 列 和 赌 ”184 
加 权 抽 样 ”131 
简单 加 权 ”185 
统计 估计 185 
重要 抽样 ”182 
估计 值 171 
会 选 法 175 
输 运 游戏 方法 180 
随机 变量 171 
离散 型 175 
随机 模拟 ”126 
随机 模型 ”171 
随机 实验 171 
随机 数 174 
伪 随 机 数 174 
相对 误差 172 
直接 物理 模拟 法 176 
逐 项 积分 法 180 
Mori, H. 392 


N 


Navier-Stokes 方程 24,274,275 
内 能 ( 比 内 能 ) 27 
能 量 方 程 ”25 
能 流 矢 景 ( 见 热流 矢量 
Nernst 效应 ”521 
Neumann, K. 73 
级 数 ”73,74,126 ,178 
迭代 73 
逆 散 射 问题 ”496 
粘 滞 性 ”24,522 ,536 
系数 ”24,522 
第 一 24,226 
第 二 24,276 ,522 ,523 
张 量 24>522 
强 磁场 中 等 离子 体 538 ,539 


OO 


Ohm 定律 的 推广 50 
等 离子 体 情 形 下 521 
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展开 方法 4354,358 -359 
Onsager 关系 (原型 ) 144,47,520,522 


动力 学 系数 45 
力 44348 
流 44?48 
最 大 业 “45 


Ornstein-Uhlenbeck 过 程 348 


多 变量 381 一 385 
有 势 条 件 382 
王 明 珍 -Uhlienbeck 解法 385 


Pp 


Pawula 定理 306 一 307 


推广 的 Schwartz 不 等 式 306 


Peierls 积分 方程 ”66 一 67 


单 速 72 
平 几何 74 
球 几何 74 
柱 几何 76 


碰撞 15,19,199,380 


不 变量 “199 ,211 ,214 
基本 200,214 
多 体 309,314 
二 体 119 
折合 质量 219 
偏转 角 309 
刚 球 模型 ”218 
核 函 数 ( 见 碰撞 桂 征 函 数 ) 16 
几率 (8 
密度 19 
知 反 比 力 218 
软 分 子 224 
硬 分 子 224 
抄 准 距离 ”219,309 
频率 19,195,320,456 
有 效 320 
平面 218 
首次 68 
算 子 380 
线性 化 的 ”227 ,231 
谱 ”233,244,250 
特征 函数 19 
项 15,16,39,425191,194,199,218， 
308 ,315,383,524 


Fokker-Planck 317 一 318 
动力 摩擦 系 数 317 
色散 关系 ”317 
Landau 318,320,322 
模型 (BGK 模 ) 298 
Perrin，]. 391 
兰 移 307,510,512,513 
动力 学 方程 512 
近似 510,512 
矢量 307 
速度 513--514 
电 , 电 磁 , 加 速度 ,横向 513 
重力 ,梯度 ,平均 514 
平均 热 速 率 14635 
电子 465 
离子 468 
平均 速率 26 
平均 自由 程 18;19 
Planck,，M. ( 见 Fokker-Planck 方程) 
常数 8534 
分 布 37 
Pleme]; 公式 104,112,117 
Poincaré-Bertrand 公式 105 
Poincaré 定理 210 
Poisson 方程 453?486 
Poisson 括号 5 
量子 9 
72 和 量 10 
Prandtl 数 298 


Q 


气体 与 表面 的 相互 作用 279 一 283 
刚 壁 镜 反 射 模 型 280 
转移 几率 280 

镜 反 射 表面 281 
Maxwell 282 

全 重 发 射 281 
转移 几率 的 模型 计算 385 

求 积 公式 ”132 
代数 精确 度 133 
Gauss 134 
Gauss-Legendre 135 

球 谐 函数 231 
正 交 关系 232 


球 谐 函 数 法 125,154 一 162 
Legendre 多 项 式 展开 155 
PN 方程 组 156 
近似 法 154 
Mark 边界 条 和 件 161 
Marshak 边界 条 件 161 
特征 方程 158 
球 几 何 与 柱 几 何 162 


R 


热力 学 1 

平衡 36 
局 部 36 

炳 平衡 方程 ”206 ,207 

最 大 米 45 

热流 矢量 217 ,275 

热 导 率 ”25,48,276 ,328 ,330 
等 离子 体 情 形 下 的 推广 522535 
529 531 一 533 

热流 张 时 485 

Riemann-Hilbert 问题 106 ,107 


S 


散射 ”309 一 315 

大 角度 309 ,314 

小 角度 “309 ,310--313 

Schr5dinger 方程 8 

和 Fokker-Planck 方程 348,349,351 
各 K-dV 方程 494 

生成 函数 ”355 

方法 353,360 

， 累积 量 360 

生 灭 过 程 354 

时 间 演 化 算 子 (时 间 传 播 算 子 ) 56 

首次 飞行 积分 核 (点 源 Green 立 数 ) 
60,62 

收敛 30 

和 迭代 151 

输 运 方程 14 

边界 条 件 ( 见 边界 条 件 ) 29 
初始 条 件 28 
单 速 (能 )( 见 常 截面 近似 〉 54,72 
定 解 条 件 ”28,30,33 

积分 方程 形式 ( 见 Peierls 积分 方程 》 


。549。 


€4 
积分 律 169 
具体 形式 ”32 
等 离 于 体 41 
反应 系统 43 
分 子 39 
高 能 带电 袜子 40 
光子 33 
中 子 32 
数值 解法 125 
线性 52,125 ,163 
一 般 形式 16 ,17 
约 化 147 
输 运 过 程 1 
等 离子 体 中 453 
力 44,48 
流 44;48 
输 运 理论 ( 见 输 运 方程 , 输 运 过 程 ) 1,2 
反问 题 28,31 
正 问题 28,31 
输 运 系数 ( 见 电 导 率 , 扩 散 系数 , 粘 漠 性 
热 导 率 等 ) 45,523 ,528 ,529 
Smoluchovski 方程 437,446 
随机 模拟 法 ( 见 Monte Carlo 法 ) 
Suzuki,M。 363,366 


工 


渤 脱 凡 率 67 
首次 飞行 ”68 一 ?1 
特有 速度 217 
调节 系数 282 

法 向 动能 390 
切 向 动量 390 
统计 力学 1 

非 平衡 1，? 
平衡 1 

通 量 17;27;62 ,85 
非 负 条 件 30 
负 154 

角 17,62 

渐 近 项 84 

瞬 变 项 84 
振荡 154 
投影 算 子 ”392,413 一 414 
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技巧 “413 一 414 
Mori 工作 392 
Zwanzig 工作 392 
湛 流 515 


U 
Uhjenbeck, G. E,. 233,252,278,385 


V 


van Kampen, N. G, 336,358 

Vjasov 方程 310,453,455,457,480 
坑 守恒 457 

时 间 反 澳 不 变性 ”457 

适用 条 件 455 

线性 化 458 ,484 

Vlasoy-Maxwell 方程 组 ( 见 等 离子 体 ) 
42,447,455,456 

线性 化 ”459 ,484 


WwW 


外 推 长 度 55 

线性 ”122 

外 推 端 点 122 

王 承 书 ”233,252 ,278,288 
高 答 声 波 288 
弦 滞 波 宽 度 278 ,279 
线性 化 Boltzmann 碰 接 算 子 的 谱 233 
王 明 珍 385 
微观 水 平 的 描述 3 
温差 电 现象 ”50 

系数 328 ,329 
物理 量 6 

测量 值 11 

时 间 平 均 7 

系 综 平 均 7 
物理 的 无 穷人 小 1 


X 


线性 响应 2 

相 空 间 3,13 
粒子 的 (6 维 ) 13 
系统 的 (6N 维 ) 3 
细致 平衡 ” 281376 一 381 
不 可 道 部 分 397 


4 


可 首部 分 397 

偶 变 量 和 奇 变量 377 
条 件 ”281,377,378 
系 综 1 

分 布 永 数 4 

Gibbs 4 

平衡 分 布 401 

平均 7,401,402,414 


该 法 68 


弦 长 分 布 函数 70 
平均 纺 长 70 

球 71 

板 71 

柱 71 
相关 函数 400,425， 

时 间 392,416 

肪 强 张 量 235216 >275,484 


Y 
: 强 25 
壮 雇 210,267 
Hilbert 267 
Loschmidt 210 
Zermelo 210 一 211 


引导 中 心 511 


有 限 元 法 125,144:164 一 170 


基 函 数 ”165,170 
子 空间 165,170 
运动 方程 23 
运动 论 2,12 
方程 ( 见 输 运 过 程 ) 
分 子 2 


Z 


噪音 408 

白 ”408 ,425- 
涨 荡 414,420 一 -426 
频谱 分 析 420 
平衡 态 的 423 
谱 密度 424 


Wiener- 区 hintchin 定理 425 


涨 落 耗 散 定理 392?418 
广义 418 
应 用 419 

坐标 空间 8 
粒子 的 (3 维 ) 3 
系统 的 (3N 维 ) 3 
Zwanzig, R, W. 392 
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